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Examen

1. Echauffement
Les questions de cet exercice sont complétement indépendantes.
(1) Montrer que si X est une variable aléatoire réelle positive avec EX? < oo, alors pour tout
A>0,
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et en déduire que pour tout t > 0, P (X — EX < —t) < e 2EX?.

(2) Soient Xj,..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes symétriques (i.e. X; et —X;
ont la méme loi, ou encore X; = ;| X;| avec ¢; = signe(X;) valant +1 ou —1 avec probabilité
1/2 et g; indépendante de | X;|). On suppose de plus que pour tout : = 1,...,n, P(X; =0) = 0.
Montrer que pour tout ¢t > 0,
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(3) On effectue des tirages indépendants X7, X», ... uniformément distribués dans {1,...,n}. On
s’intéresse a la variable T, égale au premier temps ou tous les éléments ont été tirés au moins
une fois, soit

T, =inf{t >1, {X1,....,X;} ={1,...,n}} .

(a) Ecrire T}, comme une somme de variables aléatoires géométriques indépendantes dont on
précisera les parametres.

(b) Donner un équivalent asymptotique (quand n — +00) de 1’espérance et de la variance
de T,,.

(¢) Soit X ~ Geom(p), pour p €]0, 1[. Montrer que pour tout A < log (ﬁ),
log EeA(X_EX) = log # _ é
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et en déduire que X est sous-Gamma & droite avec facteur variance ]% et facteur d’échelle
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- (on pourra utiliser e=* > 1 — X, et que pour tout u € [0, 1], —u — log(1 — u) < ﬁ),
et sous-gaussienne a gauche avec facteur d’échelle 1%'

(d) Montrer que pour tout A € [0,1/n],
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et que pour tout A <0,
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2. Estimateur a noyau

Soient X1, ..., X, des variables aléatoires réelles indépendantes, de densité ¢ par rapport a la mesure
de Lebesgue. Pour x € R, l'estimateur a noyau de ¢(x) est défini comme
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avec hyp, > 0 et K une fonction positive telle que [ K(u)du = 1. On s’intéresse & 'erreur L' :

Z:f(Xl,...,Xn):/R|<pn(x,X1,...,Xn)—cp(a:)]da:.

(1) Montrer que pour tous zi,...,Z;, L, ..., Ty, O0 &
2
‘f(ﬂ?l,...,(lfi_l,xi,xi+1,...,l‘n) —f(:vl,...,xi_l,xg,xiﬂ,...,xn)‘ < -

(2) En déduire que Var(Z) < = et que pour tout ¢ > 0,
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3. Moyenne de Rademacher conditionnelle

Soient X1,...,X, des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans la sphére S4~ 1 = {z €
RY, ||lz|| < 1} (ot || - || est la norme euclidienne), et 1,...,e, des variables aléatoires i.i.d. de loi de
Rademacher (i.e. égales & —1 ou 1 avec probabilité 1/2), indépendantes de (X7, ..., Xy,). On s’'intéresse

a la variable
n
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On écrit Z = f(X1,...,Xy) avec, pour o1, ...,2, € STL f(zy,...,z,) = E[||> 0 eizil]]-
(1) Montrer que la fonction f est auto-bornée. On pourra considérer les fonctions f; données par
n
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et utiliser le fait que pour y € R?, ||y|| = SUPqeRd, o) <1(% Y)-

Z=E

‘Xl,...,Xn].

(2) En déduire que pour tout ¢ > 0,
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4. Une amélioration de 1’inégalité de McDiarmid

Soit f : X™ — R une fonction mesurable et Z = f(Xy,...,X,) avec X1,...,X,, des variables aléatoires
indépendantes a valeurs dans X.

(1) En utilisant la sous-additivité de ’entropie, montrer que pour tout A € R,
n
Ent [eAZ} <} E [eAZgz) (—A(Z - Z;))} ,
i=1
avec Z| = f(X1,...,Xi—1, X}, Xit1,...,X,) o X/ est une copie indépendante de X;, et
p(z) =€ —2z—1.
(2) En écrivant Z — Z] = (Z — Z!)4 — (Z! — Z)+ et le fait que Z et Z/ sont échangeables, montrer
que pour tout A € R,
E [0 (-\(Z - Z))| =B |7 (-A(Z - 2))4)]
ou7(z) = z(e* —1).
(3) En déduire que pour tout A > 0, Ent [e}] <37 | E [A\2eM(Z — Z])2].

(4) Montrer que s'il existe v > 0 tel que
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alors pour tout t > 0, P(Z —EZ >t) < exp{—%}_
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