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Chapitre 1

Chaines de Markov

1.1 Introduction

L’idée des chaines de Markov est tres simple: il s’agit d’une suite (X,,),ev de variables
aléatoires a valeurs dans un espace mesurable (F, £), définies sur un espace de probabilité
(Q, F, IP), et telle que pour tout n on ait la propriété suivante:

Conditionnellement a la valeur de X,,, les variables (Xo, ..., Xp—1) } (1.1.1)

d’une part, (X,+1, Xpnt2,...) d’autre part, sont indépendantes.

Ce modele permet de rendre compte d’un trés grand nombre de situations concretes.

Mathématiquement, la propriété précédente s’exprime ainsi: soit F,, = o(Xo, ..., Xy)
(o(.) désigne la tribu “engendrée par...”). On doit alors avoir pour tout n > 0:

E((Xni1, Xnvz, - )| Fn) = Bg(Xns1, Xnsa, . )|o(X0)) (11.2)

pour toute fonction g mesurable bornéee (ou positive) sur E*°. Ci-dessus, [E(- |F,)
désigne l'espérance conditionnelle, et il faut évidemment définir la mesurabilité d’une
fonction définie sur E°°. On verra que cela se raméne a la propriété apparemment plus
faible suivante: pour tout n >0 on a

E(f(Xnt1)|Fn) = E(f(Xn41)|o(Xn)) (1.1.3)

pour toute fonction f mesurable bornée (ou positive) sur E. Ainsi, en itérant (1.1.3), on
voit que la construction d’une chaine de Markov se fait en deux étapes:

4

e on se donne la loi de la “variable initiale” X,

e pour chaque n > 0 on se donne un mécanisme décrivant X, 41, ou plutot sa loi, en
fonction de X,,.

On voit donc que I'étude mathématique des chaines de Markov nécessite un certain
nombre de préliminaires que nous introduisons dans le paragraphe suivant.



1.2 Préliminaires

1.2.1 Espérances conditionnelles et classes monotones

Soit (€2, F, IP) un espace probabilisé, et G une sous—tribu de F. Rappelons d’abord la

Définition 1.2.1 On appelle espérance conditionnelle de la variable aléatoire réelle Z
(supposée positive, resp. intégrable) si G (ou, “par rapport a G”), et on note IE(Z|G),
toute variable aléatoire U telle que:

1. U est G—mesurable.

2. E(ZV) = IE(UV) pour toute variable aléatoire V' positive (resp. bornée) et G-
mesurable.

L’espérance conditionnelle existe et est positive (resp. intégrable) si Z est positive
(resp. intégrable). Elle est “unique & un ensemble de mesure nulle pres”: si U est une
version de l'espérance conditionelle, la variable U’ en est une autre si et seulement si
U=U"IPps.

Il y a essentiellement deux facons d’introduire ’espérance conditionnelle:

1. Le théoreme de Radon-Nikodym: si Z est une variable aléatoire réelle positive, on
définit la mesure (positive) u(A) = IE(Z14). La restriction g de la mesure p a la sous-
tribu G est absolument continue par rapport a ]Pg et I'espérance conditionnelle est définie
comme la densité de pig par rapport a IPg. Pour Z de signe quelconque, on procede par
différence.

2. Le théoreme de projection dans les espaces de Hilbert: si F = L%(Q,F,IP) et G =
L?(2, G, IP) alors I'espérance conditionnelle de Z € F est définie comme sa projection or-
thogonale sur G. Cette définition est ensuite étendue aux variables positives ou intégrables.

Un résultat tres utile pour la caractérisation des espérances conditionnelles est fourni
par le théoreme des classes monotones:

Théoréme 1.2.2 Soit H un espace vectoriel de fonctions réelles bornées définies sur €}
et C un ensemble de parties de £ stable par intersection finie. On suppose que

(i) 1 €H,
(ii) si fn € H et si0< f, 1 f et f est bornée, alors f € H.
(iii) pour tout A€ C, 14 € H.

Alors H contient toutes les fonctions o(C)—mesurables bornées.

A titre d’application, on en déduit facilement le résultat suivant: soit X une variable
définie sur (Q, F, IP) et & valeurs dans un espace mesurable (F,&). On suppose que la
sous—tribu G est engendrée par une famille dénombrable (Y},) de variables a valeurs dans un
espace mesurable (Y, )) et soit f une fonction réelle E-mesurable, positive (resp. bornée).
Pour tester qu'une variable U, G—mesurable positive (resp. bornée) est bien une version



de l'espérance conditionnelle de f(X) quand G il suffit de vérifier que:

EGX) ] £00) = B ] £04) (1.2.1)
k=1

k=1

pour tout n > 1 et tout systeme fi, fa,... f,, de fonctions J—mesurables, positives (resp.
bornées).

1.2.2 Espérances conditionnelles et lois conditionnelles

Soit X une variable définie sur (2, F, IP), a valeurs dans un espace mesurable (E,£), et
G une sous—tribu de F. On définit la “loi conditionnelle de X si G” par la formule:

Px(BIG) = E(1z0X|), BeE&.

Bien stir, pour B fixé cette formule ne définit IPx(B) que comme une classe d’équivalence
de variables aléatoires, donc le théoreme de convergence monotone ne fournit qu’une o—
additivité IP—presque siure. Il est important de savoir s’il est possible de trouver pour
chaque B € £ une version de cette classe d’équivalence, telle que pour chaque w la fonction
B — Px(B|G)(w) soit une “vraie” probabilité sur (E,£&).

De maniere plus précise introduisons la notion suivante, qui sera fondamentale pour
les chaines de Markov:

Définition 1.2.3 Si (F,E) et (F,F) sont deux espaces mesurables, on appelle mesure de
transition de (E, &) dans (F,F) toute famille Q = (Q(z,B) : « € E, B € F) de nombres
dans [0, 00|, qui vérifie:

1. z+— Q(x, A) est E-mesurable pour tout A € F;
2. A Q(z,A) est une mesure sur (F,F), pour tout x € E.

Si de plus Q(z, F) = 1 pour tout z, on dit que @ est une probabilité de transition. On
écrit aussi Q ainsi: Q(z, dy).

On peut montrer (c’est le théoreme de Jirina) que, des que la tribu £ est séparable (=
engendrée par une algébre dénombrable, comme le sont les tribus boréliennes de IR ou de
IR™), il existe une probabilité de transition @) de (2,G) dans (E, &), telle que pour tout
B € &, la variable aléatoire w — Q(w, B) soit une version de l’espérance conditionnelle
IPx (B|G)(w). On écrit souvent IPy,g au lieu de @, et on a donc pour toute fonction
E—mesurable f, positive ou bornée:

B(/(X)(0) = [ () Pygl-do) (12.2)

(cette égalité est vraie si f = 1p pour B € &£ par définition méme; par linéarité elle
est vraie si f est mesurable étagée positive; par limite monotone elle est vraie si f est
mesurable positive; par différence elle est vraie si f est mesurable bornée).

La probabilité de transition Py /G s’appelle une version réguliere de la loi condition-
nelle. 11 est important de noter qu’elle n’est pas définie de maniére unique: si par exemple



A est un ensemble G-mesurable négligeable, si on pose P;( /G (w,dx) = IPy /g(w, dzx) pour

wé Aet P;(/g(w, dx) = p(dz) pour w € A (ol p est une probabilité arbitraire sur E), on

obtient une autre version réguliere de la loi conditionnelle.

1.2.3 Opérations sur les mesures de transition

Dans (1.2.2) on a vu apparaitre de maniere détournée une premiere opération sur les
mesures de transition. Plus généralement, si Q(z,dy) est une mesure de transition de
(E,€) dans (F,F), on pose

Q@) = [ Qu.dy)fw), VeeE (1.2.3)

pour toute fonction F—mesurable f sur F' telle que cette formule ait un sens pour tout
x € FE (par exemple si f > 0, ousi f est bornée quand () est une probabilité de transition).
Noter que la fonction Q f est E-mesurable: c’est évident si f = 1g, par linéarité c’est vrai si
f est positive mesurable étagée, par limite monotone c’est vrai si f est mesurable positive,
et par différence c’est vraie si f est mesurable et si I'intégrale (1.2.3) existe pour tout x.

On a une opération “duale”: si p est une mesure sur (E, &), on pose

MQ(B):/E;L(dx)Q(:c,B), VB e F, (1.2.4)

ce qui définit (d’apres la linéarité de 'intégrale et le théoréme de limite monotone) une
nouvelle mesure p@ sur (F,F). Si e, désigne la masse de Dirac en z, on a £,Q = Q(=z,-).

Plus généralement, si () est comme ci—dessus et si R est une mesure de transition de
(F,F) dans un autre espace (G, G), on pose

(QR)(z,C) = /FQ(x,dy)R(y, C), VeeE,NCeg. (1.2.5)

Noter que (QR)(.T,C) = Qf(x) s1 f(y) = R(y7 C)v tandis que (QR)(.%’,C) = MR(C) s1
wu(-) = Q(x,-): par suite QR est une mesure de transition de (E, &) dans (G, G).
Par itération, si (E;,&;) est une suite d’espaces mesurables, si @); est une mesure de

transition de (F;_1,&;—1) dans (E;, &;), si po est une mesure sur (Ep, &), et si f; est une
fonction mesurable sur (E;, £;), on a ainsi:

Q1Q2 ... Q;: une mesure de transition de (Ey, o) dans (E;, E;);

toQ@1Q2 . .. Q;: une mesure sur (E;, &;);

Q1Q2 ... Q;fi: une fonction mesurable sur (Fy, Ep);

1woQ1Q2 . .. Q; fi: un nombre !

Si on suppose de plus que pg est une probabilité et que les @); sont des probabilités
de transition, notre objectif maintenant est de leur associer une probabilité sur 'espace
produit [] E;.



1.2.4 Probabilités sur un produit: le cas fini

Commencons par le cas d'un produit de deux espaces (E,€) et (F, F). Onpose G = Ex F
et G = EQF (rappelons que G est la plus petite tribu sur G contenant les pavés mesurables
A X B, ie. telsque A€ et BeF).

Rappelons I'essentiel du théoreme de Fubini, dans le cas des probabilités: si u et v sont
des probabilités sur les deux espaces ci—dessus, 7 = pu ® v est 'unique mesure sur (G, G)
telle que n(A x B) = u(A)v(B) pour tous A € £ et B € F, et on a pour toute fonction
G—mesurable f, bornée ou positive:

/fdnz/Eu(dw) </FV(dy)f(:v,y))-

Enfin n est la loi d’un couple de variables (X,Y") lorsque X et Y sont de lois respectives
et v, et sont indépendantes.

Ce qui suit est une extension du théoréeme de Fubini, avec essentiellement la méme
preuve, lorsqu’on veut construire la loi d'un couple de variables (X,Y) avec X de loi p,
et la loi conditionelle de Y sachant que X = x égale a Q(z,-).

Théoréme 1.2.4 Soit p une probabilité sur (E,E) et Q une probabilité de transition de
(E,&) dans (F,F). Il existe une probabilité n et une seule sur le produit (G,G), telle que

n(Ax B) = /,u(d:n) 1a(z) Q(x,B), VA€ENVBEF. (1.2.6)

De plus, pour toute fonction f mesurable sur (G,G), positive ou bornée, la fonction x +—
JpQ(z,dy) f(x,y) est E-mesurable, et on a

[ san= [ wao) ([ Q.ans). (12.7)

Si enfin X et'Y sont deux variables aléatoires a valeurs dans E et F respectivement,
définies sur un espace de probabilité (2, A, IP) arbitraire, et telles que la loi du couple
(X,Y) soitn, alors on a:

(1.2.8)

e la loi de X est u,
* Q(X(w),-) est une version réguliere de Py, (x)-

Noter a l'inverse qu'il existe toujours un couple (X, Y') vérifiant les dernieres propriétés
ci-dessus: il suffit de prendre Q2 = G, A =G, IP = n, et pour (X,Y) Papplication identité
de G dans lui-méme.

Preuve. 1) Soit H l'espace de toutes les fonctions f mesurables bornées sur (G,G) pour
lesquelles z — [ Q(z,dy) f(z,y) soit E-mesurable, et C I'ensemble des pavés mesurables
A x B, qui est stable par intersection finie. Il est immédiat que H satisfait les hypotheses
du théoreme 1.2.2, donc égale la classe de toutes les fonctions G—mesurables bornées. Par



limite croissante, on en déduit aussi que  — [ Q(z,dy)f(z,y) est E-mesurable pour
toute f mesurable positive.

2) D’apres ce qui précede, pour tout C' € G on peut poser

w0 = [ o) ([ @ dnic.n).

Par linéarité et limite monotone, on voit que cela définit une probabilité n sur (G, G), qui
vérifie évidemment (1.2.6). On a (1.2.7) lorsque f = 1¢. Par linéarité, limite monotone,
puis différence, on en déduit (1.2.7) pour toute fonction f mesurable, positive ou bornée.

3) L’unicité de n vérifiant (1.2.6) découle du théoreme de Fubini (via une nouvelle
application du théoreme des classes monotones).

4) 11 reste a prouver (1.2.8). Le fait que £(X) = p (ou £(X) désigne la loi de X)
découle de (1.2.6) appliqué avec B = F, donc Q(x, B) = 1 pour tout z. En appliquant
(1.2.7) & f(z,y) = g(x)1p(y), on obtient

E(g(X)1p(Y)) Z/Eu(dx)g(ﬂf)Q(waB)) = E(9(X)Q(X, B)).

La seconde partie de (1.2.8) en découle immédiatement. O

Cette procédure se généralise aisément a un produit fini d’espaces. Nous nous con-
tentons ci—dessous d’une version adaptée aux chaines de Markov, mais il est possible de
faire plus général.

La situation est la suivante: on a des espaces mesurables (E;, £;), des probabilités de
transition Q; de (E;_1,&;—1) dans (E;,&;), et une probabilité py sur (Ep,Ep). On pose
Fn=FEyx.. xExyet FN=E®...®&N. On a alors:

Théoréme 1.2.5 (1) Pour toute fonction f mesurable sur (Fy,Fn), positive ou bornée,
les formules fy = f et

P20, an) = /Qn+1(mn,dxn+1)fn+1(xo, e Tns1) (1.2.9)

pour n=N—1,N—2,...,0, définissent (par récurrence descendante) pour chaque n une
fonction f,, qui est mesurable sur (F, Fp).

(2) 1l existe une probabilité nn et une seule sur (Fn,Fn), notée aussi (un peu abu-
sivement) o ® Q1 ® -+ ® Qn, telle que pour toute fonction f mesurable sur (Fn,Fn),
positive ou bornée, on ait (avec la notation (1.2.9)):

/fdmv = /foduo. (1.2.10)

(3) Si enfin les X; sont des variables aléatoires a valeurs dans E;, définies sur un
espace de probabilité (Q, A, IP) arbitraire, et telles que la loi du N + 1-uplet (Xo, ..., XnN)



soit n, alors on a (pourn=1,...,N):

e la loi de Xq est uo,

® Qn(Xn-1(w),-) est une version réguliere de IPx,, /o(x0,X1,....X_1)

(1.2.11)
. (Qn(Xn_l(w), )®Qn1®:+ ® QN) (-) est une version réguliere de

P(Xn7Xn+17---7XN)/U(X07X17---7Xn—1)'

On combine en général (1.2.9) et (1.2.10), pour écrire:

/fan :/,uo(dmo)/Ql(xo,dml).../Q(xN_l,d:UN)f(:no,...,a:N). (1.2.12)

Ci—dessus, la convention est — comme d’habitude — que les intégrales sont effectuées de la
droite vers la gauche.

Preuve. En posant Q,((zo,...,2n-1), B) = Qn(xn—1, B), on voit qu'on peut considérer
@, comme une probabilité de transition de (F,_1, Fp—1) dans (E,,&,). Donc la mesura-
bilité de f,, découle immédiatement de la mesurabilité de f,+; et du théoreme 1.2.4 ap-
pliqué & E = F), et F = E, 41, d’ou le (1) par récurrence descendante.

Le (2) se montre par récurrence sur N: lorsque N = 0 il n’y a rien & montrer. Sup-
posons que ce soit vrai pour N — 1. En remarquant que les fonctions f,, associées a f
pour n < N sont aussi les fonctions associées a fy_1 lorsqu’on démarre la récurrence
descendante & N — 1, on voit que [ fodpo = [ fy—1dnn—1. En d’autres termes, la formule
(1.2.10) s’écrit aussi

[ fan = [ay-s(du) [ @utusdan) s ),

en notant u = (zp,...,xy—1). Pour obtenir I'existence et l'unicité de ny il suffit alors
d’appliquer le théoreme 1.2.4 & £ = Fy_1 et F = Ey.

Enfin pour (3), 14 encore la premiere partie de (1.2.11) est évidente. En appliquant
(1.2.12) & f(zo,...,zNn) = 1p(xn,...,xN)g(x0, ..., Zn_1), ON VOit que

E(Q(Xo, . ,Xn—l)lB(Xm ceey XN)) = E(g(Xo, .o ;Xn—l)Rn(Xn—la B)),
ot nous avons posé Ry (z,-) = Qn(z, ) @Qnt1®...®@QN. La troisieme partie de (1.2.11)

en découle, et la seconde partie en est un cas particulier. O

On peut déja observer que (1.2.11) nous donne la “propriété de Markov” (1.1.3), et
méme (1.1.2), pour la suite finie (X,)o<p<n. I faut maintenant voir ce qui se passe si
on veut construire une suite infinie de variables: c’est un probleme plus difficile, qui fait
I'objet du paragraphe suivant.

1.2.5 Probabilités sur un produit: le cas infini

La situation est encore la suivante: pour 7 € IN on a des espaces mesurables (E;, &;), des
probabilités de transition Q; de (E;—1,&;—1) dans (FE;, &;) si i > 1, et une probabilité pg



sur (Ey, £p). Mais, outre les espaces (Fy, F ) définis ci-dessus, nous avons aussi ’espace
(Fo, Fo), construit ainsi: d'une part Foo = [[;c v Ei; d’autre part Foo est la plus petite
tribu contenant les pavés mesurables [[;cv Ai (avec A; € &;), ou de maniere équivalente
contenant les pavés mesurables Ag X ... x A, X [[;>,,11 Fs avec n fini arbitraire.

u nction ur un ra aussi considérée ci— u mme une fonction sur
Toute fonctio S F), sera aussi considérée ci—dessous comme une fonction s
F, ne dépendant que des “coordonnées” x, ..., Tx,.

Pour bien comprendre la seconde partie de ’énoncé ci—apres, il convient de rappeler
que si les X; sont des variables aléatoires a valeurs dans les espaces (E;,E&;), la suite
infinie (X;);ev peut étre considérée comme une variable a valeurs dans (Foo, Foo): la
tribu F o, est construite précisément pour qu’on ait cette propriété. La “loi” de la suite
infinie est donc une probabilité sur (Fiy, Foo). A linverse, n’importe quelle probabilité n
sur cet espace est la loi d’une suite infinie (X;);env de variables sur un espace probabilisé
(Q, A, IP): il suffit de prendre Q = F, A = Foo, IP = 1, et X;(x0,21,...) = x; (les
“applications coordonnées”).

Théoréme 1.2.6 (Ionescu—Tulcea) (1) Il existe une probabilité n et une seule sur
(Fooy Foo), notée aussi pig @ Q1 @ -+ @ Qn & - -+, telle que pour tout N € IN et toute
fonction f mesurable sur (Fn,FN), positive ou bornée, on ait (avec la mesure ny sur
(Fn,FnN) du théoréme 1.2.5)):

/fdn = /fdmv- (1.2.13)

(2) Siles X; sont des variables aléatoires a valeurs dans FE;, définies sur un espace de
probabilité (2, A, IP) arbitraire, et telles que la loi de la suite infinie (Xp)nen soit n, alors
on a pour tout n:

e la loi de Xq est uo,

® Qn(Xp-1(w),) est une version réguliere de IPx, /o(x¢,X1,.... Xn_1)

(1.2.14)
o (Qn(Xn_l(w), ) Qnt1 ® - ) (+) est une version réguliére de

P(Xnan+17~~~)/U(X07X17-~~7Xn71) :

Preuve. a) De méme qu'une fonction sur F,, peut étre considérée comme une fonction
sur Fi, une partie A de F}, est identifiée a la partie A X [[;~, 11 E; de Fi. Ainsi, la tribu
Fn sur F, peut étre considérée comme une tribu sur Fi. Avec cette convention, on pose
B = U,F,: la classe B est une algebre sur Fi,, qui engendre la tribu F .

Si A€ B,ona A€ Fy pour un N fini, et on pose n(A) = nx(A), avec ny définie dans
le théoreme 1.2.5, qui implique aussi que ny=p(A) = nn(A) pour tout p > 1. Cela définit
donc une fonction additive d’ensembles sur B, et d’apres le théoréme de prolongement des
mesures on sait qu’elle s’étend en une probabilité sur F ., notée encore 7 et nécessairement
unique, si et seulement si on a

n(Ap) — 0 pour toute suite (A,) d’éléments de B décroissant vers (). (1.2.15)

Si c’est le cas, la probabilité n coincide avec ny sur Fy, d’ou (1.2.13).



b) Pour obtenir (1) il nous reste donc & montrer (1.2.15). Sin > 1 et A € Fy pour
un N > n, on pose

Ry (zo,...,Tp-1;A) :/Qn(xn—lvdxn)-‘-/QN(folade)lA(-TOw'-7-TN)-

D’apres le (1) du théoreme 1.2.5 cette quantité est F,,_;—mesurable en (zg,...,2,—1). On
notera que cette quantité ne dépend pas de N, pourvu que N > n et que A € Fy, de
sorte que Ry, (xo,...,Tn_1;A) est en fait définie pour tout A € B, et de plus si A € Fy et
N > non aavec u = (zg,...,Tn_1):

1) = (A4) = [ () Rou, 4). (1.2.16)

Soit maintenant une suite A; dans B, décroissant vers (). La suite n(A;) décroit vers
une limite ¢ > 0. On va supposer que a > 0 et en déduire une contradiction, ce qui
prouvera (1.2.15). D’abord, (1.2.16) appliqué & n = 1 donne

n(4;) = /Mo(dxo)Rl(xosAj) la>0,

et comme R;(xo; A;) décroit et est compris entre 0 et 1, on déduit du théoreme de Lebesgue
qu'il existe au moins un zg € Ey tel que Ry (zo; A4;) | a1 > 0.

Supposons alors qu’on ait trouvé pour un n > 1 des points xg,...,xy—1 tels que
Rn(IQ,.‘.,$n,1;Aj) lan, >0, (1217)

lorsque j — oco. En remarquant que
Ryu(xo,...,2n-1;4)) = /Qn(xnfladxn)RnJrl(an coTps Aj) > ap,

le méme argument que ci-dessus entraine qu’il existe =, € FE, et ap11 > 0 tels que
Ryti(xo, ..., Zn—1,2n; Aj) | ant1. On construit ainsi par récurrence une suite (2, )nemn
telle que z,, € E, et qu’on ait (1.2.17) pour tout n.

Mais chaque Aj; est élément de F; pour un certain entier Nj. En revenant a la
définition de R,,, on voit que sin > Nj; le nombre R, (zo, ..., zp—1;A;) vaut 1si (zo,...) ap-
partient a A; et vaut 0 autrement. En comparant ceci a (1.2.17), on voit que nécessairement
(xo,...) € Aj. Comme ceci est vrai pour tout j, le point (zo,...) appartient & N;A; =,
qui est vide, d’oul une contradiction.

c¢) Plagons—nous dans la situation de (2). La premiere partie de (1.2.14) est encore
une fois évidente, et la second est un cas particulier de la troisieme. Pour celle—ci, posons
Ry(z,:) = Qun(z, ) ® Qnt1 @ Qni2®@. .. (en vertu de (1), c’est une probabilité sur 'espace
(Hp, Hp) = (ITisn Eiy ®i>n€i)). D’apres (1.2.13) et (3) du théoreme 1.2.5, [ fdR,(X,—1,-)
est une version de 'espérance conditionnelle de IE(f(X,,...)|o(Xo, ..., X,_1)) pour toute
fonction f bornée mesurable sur (H,, Hym) pour un m > n, ot Hym = Qp<i<mi. Un
argument de classe monotone montre qu’il en est de méme si f est bornée et H,,—mesurable,
ce qui donne le résultat. O



Remarque: Ce théoreme — plutot difficile — n’est en aucune maniere plus simple lorsque
les espaces E; sont égaux a IR, ou sont dénombrables, ou méme finis ! (sauf bien—sur s'ils
sont réduits & un seul point). De méme il n’est pas plus simple lorsque les probabilités
de transition sont de la forme Q;(x,dy) = pi(dy), o p; est une probabilité sur (E;, &;).
Dans ce dernier cas, en vertu de la partie (2) du théoreme précédent la mesure 7 est la
loi d’une suite de variables (X,,) qui sont indépendantes, chaque X,, étant a valeurs dans
FE, et de loi pu,: comme corollaire, on obtient ainsi l’existence d’une suite de variables
indépendantes de lois données.

1.3 Chaines de Markov: définitions

Venons—en maintenant aux chaines de Markov. On se donne un “espace d’état” mesurable
(E,E), qui est a priori quelconque. Il existe plusieurs définitions possibles d’une chaine
de Markov.

e La notion la plus faible consiste a dire qu’'on a un espace probabilisé (2, F, IP) et
une suite (X,,) de variables a valeurs dans (E, ), telle qu’on ait (1.1.2) (oi g “mesurable
sur E>” signifie mesurable par rapport & la tribu produit tensoriel £9°°). Par condition-
nements successifs, cette propriété se ramene a (1.1.3). Cette derniere propriété donne
moralement la loi conditionnelle de X,, sachant (Xo, ..., X,_1), mais on n’est pas str de
I'existence de versions régulieres de ces lois conditionnelles.

e Une seconde définition possible consiste a dire qu'on a (1.1.3) avec de plus des
probabilités conditionnelles régulieres: cela revient a dire qu’on a des probabilités de
transition P, de (E, &) dans lui-méme, telles que pour tout n et toute fonction mesurable
bornée ou positive f sur F,

E(f(X)0(Xos. ., Xn1)) = Pof(Xn_1). (1.3.1)

(Comme 'espérance conditionnelle n’est définie qu’a un ensemble de probabilité nulle pres,
nous omettons systématiquement d’écrire le “p.s.” dans des égalités faisant intervenir les
espérances ou probabilités conditionnelles). De ce point de vue, la “loi initiale” (i.e., la loi
de Xp) est considérée comme donnée.

e Une situation un peu plus générale consiste a supposer que 'espace (2, F) est muni
d’une filtration: une suite (Fj)nenw de sous—tribus de F, avec F, C F,—1 et X, est
Fp—mesurable pour tout n (on dit que (X,) est adapté a la filtration); on remplace alors
(1.3.1) par

E(f(Xn)’fn—l) = Pnf(Xn—l)- (1-3-2)

Lorsque Fp, = 0(Xo,...,Xn), (1.3.2) se ramene a (1.3.1).

e Une quatrieme définition possible consiste a se donner les transitions P,, considérées
comme décrivant le “mécanisme d’évolution” de la chaine, mais a laisser la loi initiale
arbitraire: pour toute probabilité p sur (E,£) on a donc une probabilité IP, sur (€, F)
vérifiant (1.3.2), et telle que L(Xg) = p.

Les situations 2 et 3 ci—dessus nous conduisent a poser:
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Définition 1.3.1 1) Soit (Q, F, (Fn)nemw,P) un espace probabilisé filtré. Une suite
(Xn)nemw de variables aléatoires sur cet espace, a valeurs dans (E, &), est dite vérifier
la (F,)-propriété de Markov si pour tout n la variable X,, est F,—mesurable et si on a
(1.3.2) pour une suite de probabilités de transition (7).

2) Sion a Fp, = o(Xo,...,Xpn) (donc (1.3.2)=(1.3.1)), on dit simplement qu’on a la
propriété de Markov.

3) Si P, = P ne dépend pas de n, la propriété de Markov est dite homogéne.

La situation 4 ci-dessus n’est réellement intéressante que dans le cas homogene. Dans
ce cadre, nous allons donner la “vraie” définition des chaines de Markov, celle que nous
utiliserons dans la suite (on distinguera “chaine de Markov”, définie ci—apres, et “propriété
de Markov”, définie ci—dessus). Cette définition peut sembler compliquée, mais en fait elle
permet de rendre la suite beaucoup plus simple.

On part donc d’un ensemble mesurable (2, F), muni de variables aléatoires (X, )nen
a valeurs dans (F,€); on pose F,, = o(Xo,...,Xy), et on suppose que F = \/,, Fp. Cet
espace est aussi muni d’une “translation” €, qui est une application de ) dans lui-méme
telle que
Xpi1=Xno00,  Vn. (1.3.3)
On se donne enfin une famille (IP,),cp de probabilités sur (£, F), telle que x — IP,(A) est
E-mesurable pour tout A € F (donc, IP;(dw) est une probabilité de transition de (E,€)
dans (2, F). On suppose que

P(Xo=2)=1 VzcE. (1.3.4)

On notera IF, 'espérance, relativement a la probabilité IP,.
Définition 1.3.2 Le terme X = (Q, F, (X,,), 0, (IP;)) défini ci-dessus s’appelle une chaine
de Markov (sous—entendu: “homogene”) s’il existe une probabilité de transition P de

(E, &) dans lui-méme telle que pour tout n, tout = € IE, et toute fonction mesurable f
sur F/, bornée ou positive, on a

Ex(f(Xn”fnfl) = Pf(anl)- (1'3'5)
Pour toute probabilité p sur (E, &), on pose
Pu(A) = / w(dr)Po(4) VA€ F, (1.3.6)

ce qui en vertu de (1.2.4) définit une nouvelle probabilité sur (€2, F). L’espérance relative
a IP, sera notée IE,,.

Proposition 1.3.3 Si X est une chaine de Markov, pour toute probabilité p sur (E,E),
la loi de Xo sous IP, (appelée “loi initiale”) est . De plus pour tout n et toute variable
aléatoire réelle Y sur (2, F), positive ou bornée, en notant " la n-ieme itérée de 0, la
variable Y o 0™ est F—mesurable et on a:

E,(Y 00" F,) = Ex, (Y). (1.3.7)
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Preuve. D’abord, si A € £, on a par (1.3.3) et (1.3.4):

Pu(Xo € A) = /,udx L (Xo € A) = /udxlA() u(A),

d’ou la premiere assertion.

D’apres le théoréme des classes monotones 1.2.2, et puisque F = o(Xo, X1, ...), pour la
seconde assertion il suffit de montrer le résultat quand Y est de la forme Y = [, fi(Xi),
pour des fonctions bornées mesurables f;. Dans ce cas, on a Y 00" =[] fi(Xy+i), donc
on voit que Y o 6™ est F—mesurable. Si Z est une variable bornée F,,—mesurable, on a

B (ZY 00") = /u(dx)]Ex(Z Y om).

Il nous reste donc a montrer que

E,(ZY 00" = E,(Z Ex, (Y)). (1.3.8)

Cela se montre par récurrence sur m. Lorsque m =0on a Y = fy(Xp), donc [E,(Y) =
fo(z), et (1.3.8) est évident. Supposons donc que (1.3.8) soit vrai pour tout n et pour
toute variable de la forme Y = ]_[Z 0 ! g;(X;); nous allons alors montrer (1.3.8) pour ¥ =
17 fi(X;). Posons U = [T fi(X;) et V -=U Pfn(Xm-1). En vertu de (1.3.5) on a

E(ZYo00") = E(ZU0o0" frn(Xnim))
= E; (B (ZUo0" fin(Xntm)|Fnim-1))
= E;(ZUo0" Pfm(Xntm-1))

= [E,(ZVob")

= E.(Z Ex,(V)),

ou la derniere égalité provient de ’hypothese de récurrence. En appliquant ce qui précede
an=0et Z =1, on obtient aussi IE,(Y) = IE,(V) pour tout y € E, d'ou (1.3.8). O

Ce résultat nous dit que, sous chaque IP,, le chaine (X,,) admet la propriété de Markov
homogene; de plus la probabilité de transition est P: il suffit d’appliquer (1.3.7) 4 Y =
f(X1) et de remarquer que E,(f(X1)) = Pf(z) par (1.3.5). Noter qu’on a aussi démontré
(1.1.2) pour IP,.

Construction d’une chaine de Markov: Etant donnée une probabilité de transition
P arbitraire de (E, &) dans lui-méme, nous sommes en mesure de construire une chaine
de Markov X de transition P. Cela peut se faire sur beaucoup d’espaces () différents,
bien—sur, mais une maniere canonique de faire est la suivante:

On prend Q = EV, donc un point de € est une suite infinie w = (zq, z1,...). On pose
Xn(zo,...) = zp, 0(xo,x1,...) = (z1,...).

Enfin, on prend pour IP, la probabilité construite dans le théoreme de Ionescu—Tulcea
1.2.6, correspondant aux (E;, ;) = (E,€) et Q; = P et & pp = e, (masse de Dirac en z).
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La mesurabilité de = — IP,(A) s’obtient par application de (1) du théoréeme 1.2.5 avec
n =0 et (1.2.13) et encore une fois un argument de classe monotone. Noter que IP, est
obtenue de la méme maniere, en prenant pg = p.

La chaine de Markov X ainsi obtenue s’appelle la chaine canonique associée a la
transition P.

1.4 Premieres propriétés

Ci—dessous on consideére une chaine de Markov X = (Q, F, (X,),0, (IP;)) de transition P
sur (E,€&). On désigne par P" = P...P la n-ieme itérée de P au sens de (1.2.5) (par
convention PV est la transition "identité”, c’est-a-dire PY(z, dy) = e,(dy)).

Proposition 1.4.1 Pour tous n,m > 0 et toute fonction mesurable f bornée ou positive,
on a

Ey(f(Xngm)|Fn) = P f(Xn). (1.4.1)
De plus, la loi de X, sous IP, est uP™.

Preuve. Pour m = 0 (1.4.1) est évident, et pour m = 1 c’est (1.3.7) (appliqué a Y =
f(X1)). Supposons (1.4.1) vraie pour m — 1, et toute fonction f et tout n. On a

Eu(f(Xn—f—m)’fn) = Eu (Eu(f(Xn+m)|-7:n+m—l|~7:n)) = Eu (Pf(Xn-&-m—l)’fn) )

qui vaut P 1Pf(X,) = P™f(X,) d’aprés 'hypothese de récurrence. On a donc (1.4.1)
pour tout n,m > 0.

Enfin, la loi y,, de X, sous IP, est donnée par p,,(A) = P,(X,, € A). Mais
Py(Xn € A) = By (Pu(Xon € AIF0) = By (P (X0, 4) = [ pulda)P" (. 4) = pP™(4),
ot on a utilisé (1.4.1) pour la seconde égalité: on a donc la seconde assertion. O

La seconde propriété, fondamentale pour la suite, est la “propriété forte de Markov”.
Rappelons quun temps d’arrét est une application de Q dans IN = IN U {oo} qui vérifie
{T < n} € F, pour tout n € IN, ou de maniere équivalente {T" = n} € F,, pour tout n.
On associe a un temps d’arrét T sa “tribu antérieure”, qui est

Fr={A: Ac F,An{T <n}eF, Vne N},

et ci—dessus on peut remplacer A N {T < n} par AN {T = n} partout si on veut: on
vérifie que Fp est une tribu, et si T'(w) = m pour tout w alors T" est un temps d’arrét et
Fr=Fm.

De méme qu’on a défini les itérées 6™ de la translation 6, pour tout temps d’arrét T
on peut définir les applications 7 et X7 de {T' < oo} dans Q et E respectivement, par

67 (w) = 07 (w) = ™(w)

sur 'ensemble {71 = n}. 1.4.9
Xr(w) = Xp(w) (W) = Xp(w) } { } (1.4.2)
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D’une part on a {X7 € A} N{T =n} = {X,, € A} N {T = n}, qui est F,,~mesurable si
A € & donc Xp est Fr—mesurable en restriction a ’ensemble {T" < co}. D’autre part
pour toute variable aléatoire Y on a {Y 087 € A} N{T' =n} ={Y o0" € A} N{T =n},
qui est F-mesurable pour tout borélien A: donc Y o 67 est F-mesurable en restriction a
I’ensemble {T' < co}. Ces propriétés de mesurabilité montrent que l’assertion ci-dessous a
un sens.

Proposition 1.4.2 (Propriété forte de Markov) Pour tout temps d’arrét T et toute
variable aléatoire Y positive ou bornée on a

E,(Y 0 01| Fr) = Ex, (V) sur lensemble {T < oo}. (1.4.3)

Pour bien comprendre (1.4.3) il convient de remarquer que 'ensemble {T" < oo} est
Fr—mesurable, donc ci-dessus on peut aussi bien ajouter son indicatrice en facteur dans
chaque membre, et a gauche faire passer cette indicatrice a I'intérieur de ’espérance con-
ditionnelle: les deux membres ont donc a prior:i un sens.

En appliquant (1.4.3) 8 Y = f(X,,), on obtient (en utilisant aussi la proposition 1.4.1):

E,(f(X74m)|Fr) =P f(X7) sur 'ensemble {7' < oo}. (1.4.4)

Preuve. Les variables U = Y 0 07 et V = I[Fx.,.(Y) sont bien définies sur 1’ensemble
{T < o0}, et la seconde est Fr—mesurable. Ainsi il suffit de montrer que si A € Fr on a
E,(Ulalircoy) = Eu(V1al{rcooy), Il suffit méme de montrer que pour chaque n € IV
on a

Ey(Ulalir—py) = E,(V1alir_y).

Mais le membre de gauche est Ej(14nr—n} Y 0 0"), tandis que le membre de droite est
E,(Langr=ny Ex,(Y)), et AN{T =n} € F,: il suffit alors d’appliquer (1.3.7). O

Les notions suivantes seront souvent utilisées; elles sont relatives a la transition P:

Définition 1.4.3 1) Une mesure (positive) n sur (E,E) est dite
e invariante si nP =n,
e sous—tnvariante si nP < n.
2) Une fonction mesurable positive sur (E, &) est dite
e harmonique si Pf = f,

e surharmonique si Pf < f.

Proposition 1.4.4 (1) Si f est une fonction harmonique on a P"f = f pour tout n, et
si de plus p(f) < oo le processus f(X,,) est une martingale sous la probabilité IP,,.

(2) Si [ est une fonction surharmonique on a P"f < f pour tout n, et le processus
X,,) est une surmartingale sous toute probabilité IP,.
g p 1
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Preuve. Comme P, en tant qu’opérateur sur les fonctions, est positif, les premieres
assertions de (1) et (2) sont évidentes. De plus f(X,) est F,-mesurable, et on a pour
toute probabilité initiale p:

]Eu(f(Xn+m)‘~7:n) = P"f(Xy).

Si f est surharmonique on a donc IE,(f(Xnim)|Fn) < f(Xn), ce qui est I'inégalité car-
actéristique des surmartingales. Quand f est harmonique, on a IE,(f(Xntm)|Fn) =
f(Xy), ce qui est I'égalité caractéristique des martingales: pour obtenir que f(X,,) est une
IP,~—martingale il faut de plus que chaque f(X,), ou de maniere équivalente f(Xj), soit
p—intégrable, ce qui revient a dire que p(f) < oo. |

Définition 1.4.5 Si f est une fonction mesurable positive, son potentiel est la fonction

Uf=> P"f  (avec P'f = f). (1.4.5)

n>0

Par le théoreme de limite monotone, il est facile de voir qu’on définit ainsi une mesure
de transition U, appelée aussi le potentiel de P, de sorte que U f définie ci—dessus est
laction de U sur f. Pour toute mesure positive p on a de méme la mesure plUU. On écrit
bien-str U =}, P".

Comme Uf = f + 37,51 P"f, on obtient I'équation (pour f > 0):
U=14+PU=1+UP ie, Uf=f+PUf=f+UPY. (1.4.6)
En particulier, U f est une fonction surharmonique. De méme pour toute mesure (positive)
pona ul = p+ pPU = p+ pUP, donc pU est une mesure sous—invariante.

On notera aussi que, par le théoreme de limite monotone, pour toute fonction mesurable
positive f et toute probabilité p,

pUf = I, (Z f(Xn)) . (1.4.7)

n>0

Pour terminer ce paragraphe, examinons la stationnarité de la chaine (X,). On rap-
pelle qu'un processus (Xp)nen est stationnaire si pour tout n la loi du n + 1-uplet
(X, Xm+1, -« -y Xmn) ne dépend pas de Uentier m.

Proposition 1.4.6 La chaine (X,,) est stationnaire sous la probabilité IP, si et seulement
st la probabilité p est invariante.

Preuve. Sila chaine est stationnaire sous IP,, la loi 4P de X (cf. proposition 1.4.1)
égale la loi u de Xy, donc p est invariante.

Inversement supposons y invariante. Soit n > 0. La loi G, de (X, Xont1, - -+, Xntn)
est donnée par G, m(A) = Pu((Xm, Xm+1,-- - Xingn) € A) pour A € £ Gy =
1A(X07 R Xn) et f(.’L') = ]Ea?(Y)a on a

M (A) = E,(Y 0 0™) = Iy (Eu(Y 00™)|Fn)) = By (f(Xm)) = pP™f
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par (1.3.7) et la proposition 1.4.1. L’invariance de p entraine uP™ f = p(f), donc 1y, m, ne
dépend pas de m. O

Le fait d’avoir une chaine stationnaire est crucial pour les applications: par exemple
(on le verra en exercice) un grand nombre de “files d’attente” sont des chaines de Markov,
et le fait qu’elles soient stationnaires signifie qu’il n’y a pas engorgement de la file. Une
bonne partie de ce chapitre sera en fait consacré a I’étude de 'existence d’une probabilité
invariante, rendant la chaine stationnaire.

1.5 Chaines discretes: classifications

On dit qu’une chalne de Markov X est discrete si son espace d’états E est fini ou
dénombrable. Dans ce cas, £ est toujours la tribu de toutes les parties de F, et toute
fonction sur E est mesurable. Les points de E seront — selon ’habitude — notés 1, j, k.

1.5.1 Notations

Toute mesure u sur E est caractérisée par les mesures des singletons p; = u({i}), via la
formule p1(A) = 3,24 i, et toute famille (u;);cr de nombres positifs ou nuls correspond
a une mesure. Cette mesure est une probabilité si de plus >, p; = 1.

Une probabilité de transition P est aussi caractérisée par les nombres p;; = P(i,{j}),
et inversement une double suite (p;;) correspond & une probabilité de transition si et
seulement si on a

pij > 0, > =1
J

Ainsi on peut identifier P = (p;;) avec une “matrice” infinie, & termes positifs, la somme
de chaque ligne valant 1.

Si @ = (gij) est une autre probabilité de transition, alors le produit R = PQ est
R = (rij), avec Tij = Zpik:ij-
k

On a de méme, pour une mesure y et une fonction f:
(BP)i = > pjpi, (P(E) = pii F()),
J J

de sorte qu’en identifiant une mesure a une matrice ligne, et une fonction a une ma-
trice colonne, les différents produits (1.2.3), (1.2.4) et (1.2.5) sont les produits usuels des
matrices (infinies, si F est dénombrable).

Revenons a notre chalne de Markov de transition P. On définit les temps d’arrét
suivants:

T,=inf(n>1:X,=14), T}'=T, T'" =inf(m>T": X, =1),

16



avec la convention habituelle que I'inf de I’ensemble vide vaut +oo (Exercice: montrer que
ce sont effectivement des temps d’arrét). Ensuite, on pose

I =PI <o), fy=fP=PTi <), Ni= Y 1K)

Ainsi, N; est le nombre (aléatoire) de fois ou la chaine visite 1'état i. Les éléments de
(n) (0)

la transition itérée P" seront notés p;;” (donc p;;” = d;j, le symbole de Kronecker). Le
potentiel U = (u;;) est donné par
ujj = Zpgf) = IE;(Nj). (1.5.1)
n>0

1.5.2 Premiére classification

Définition 1.5.1 Sii,j € E, on dit que ¢ meéne a j, et on écrit ¢ — j, si on a soit i = j,
soit IP;(T; < 0o) > 0. On écrit i ~ j siir j et j— i.

Proposition 1.5.2 On a i +— j si et seulement si u;; > 0, et la relation i ~ j est une
relation d’équivalence.

Preuve. Si j =i on sait que u;; > 1 (car p(.(.))

i = 0ij), et que i j.

Supposons j # 4. Si u;; > 0 il existe n > 0 avec p( s 0, et bien-stur IP(T; <
o) > Pi(X, =j) = pz(j) > 0, donc ¢ — j. Si inversement i — j il existe n > 1 avec
0< P(Tj =n) <IP(X,=j) = pl(;l), donc wu;; > 0.

La relation ~ est évidemment réflexive et symétrique. Pour montrer la transitivité il
suffit de vérifier que si i — j — k, alors i — k. Mais, si i — j — k, d’apres ce qui précede

il existe n > 0 avec pgl) > 0et m >0 avec py,:) > 0. Comme P"t™ = P"P™ ] vient

i =S p e = plY > o,
leE

d’ou le résultat. O

Comme ~ est une relation d’équivalence, on peut considérer les classes d’équivalence
associées, qui forment une partition de E et qui s’appellent les classes de la chalne de
Markov. La signification intuitive d’une classe est donnée dans la:

Proposition 1.5.3 Soit C une classe et T =inf(n > 0: X,, ¢ C). Pour touti € C on a

IP,(T < oo, il existe n > T avec X,, € C) = 0.

En d’autres termes, si la chaine quitte une classe elle ne peut pas y revenir.
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Preuve. Le résultat de I'énoncé équivaut a dire (puisque IN et C' sont dénombrables) que
P(T <00, Xp =k, Xpyn=7)=0 Vne N, VjeC, Yk ¢ C (1.5.2)

(puisque Xp ¢ C si T < oo par définition de T'). Mais T est un temps d’arrét, donc le
membre de gauche ci—dessus est d’apres la propriété de Markov forte:

E; (1{T<OO7XT:,€} Pi(X; 007 = j\]—"T)) = IP(T < 00, X7 = k) p\¥) < P,(Tj, < o0) pil?.
(n)

Si I'expression ci—dessus est > 0 on a Py > 0 et P,(T < ©) > 0, donc i — k +— j et
comme aussi j +— ¢ (car j € C') on a k € C: par suite on a (1.5.2). O

Définition 1.5.4 On appelle période de [’état i et on note d; le PGCD de ’ensemble M;
des n > 1 tels que pz(zn ) > 0, avec la convention d; = oo si cet ensemble est vide.

Proposition 1.5.5 Sii~ j on a d; = d;.

Etant donnée une classe C' de la chaine, on appellera donc période de la classe la valeur
commune des périodes de ses éléments.

Preuve. Supposons bien—sir i # j. On a vu ci-dessus qu’il existe n,m > 1 tels que
a = pl(;z) > 0et b= pg-zn) > 0. En utilisant P"tH+™ = prpPlP™ le méme argument

que dans la proposition 1.5.2 montre que p(»n+l+m) > ab 0

i p;;- Donc | € Mj implique
n+m+1 € Ny, et aussi évidemment n+m € M;: donc d; divise n+m et n+m + [, donc
[, pour tout I € M;, donc finalement d; divise dj. Symétriquement, d; divise d;, d’olt le

résultat. O

Proposition 1.5.6 Soit C une classe de période d finie. On peut diviser C en d sous—
classes non—vides Cy, ...,Cy_1 telles que, si i € Cy, alors IP;—presque surement la chaine
ne visite C; qu’en des instants n tels que n +r =1 modulo d.

Preuve. Soit i( fixé arbitrairement dans C. Si j € C, il existe m > 0 avec p§z) >0, et

on note r; 'unique entier dans {0,1,...,d—1} tel que m = r; modulo d. Pour tout n > 0
avec pz(glj) >0, on a pz(-:;rm) > 0, donc d divise n+m et donc n = r; modulo r. En d’autres
termes, sous IP;, la chaine ne visite j qu’en des instants de la forme r; + nd pour n € IV,

presque stirement.

On note alors C l'ensemble des j € C tels que r; = r. Les C, sont deux—a-deux
disjoints, de réunion égale C'. De plus, si la chaine part de ig, a U'instant 1 elle est dans
(', puis a l'instant 2 dans Cs, puis dans Cl, ... , puis dans Cy_1, puis Cp, puis C1, etc...,
jusqu’a ce qu’elle sorte de C', auquel cas elle n’y revient plus d’apres la proposition 1.5.3.
Cela montre a ’évidence la derniere partie de I’énoncé, et aussi que chaque sous—classe C..

est non vide: en effet Cy contient au moins ig, et si C). était vide pourunr=1,...,d—1
la chaine aurait quitté C' IP;,—p.s. avant I'instant r, donc ne pourrait pas revenir en g, ce
qui contredirait le fait que d = d;,, est fini. O

18



1.5.3 Seconde classification

Définition 1.5.7 Un état i est dit récurrent si fi; = IP;(T; < o0) = 1, et transient sinon.
Lemme 1.5.8 On a fi(]ﬁ—i-l) = f,]fj(jn) el ujj = 0i5 + 3 op>1 i(jn).

Preuve. On a Tj"Jr1 = Tj+TJn00TJ sur 'ensemble {1} < oo}, et T}”l = oo sur {1} = oo}.
On déduit alors, de la propriété de Markov forte et du fait que X7, = j si T} < oo, que

FI = Ty < 00, T 0 0T < 00) = Ei(Lgry<ony F(T] 007 < 00| F1y))
= Ei(l{z;<o0) Py, (T} < 00)) = Ei(l{ryco)) [} = fisfy7

Par ailleurs, N; étant une variable & valeurs entieres, on a IE;(N;) = >, IPi(N; > n).
. . - —1

Comme u;; = IE;(N;) et comme {N; > n} = {T}' < oo}si Xog # jet {N; >n}={T}""" <

oo} si Xo = j, on obtient immédiatement la seconde propriété énoncée. O

Théoréme 1.5.9 (1) On a les équivalences

i récurrent <= ;=400 <= IP(N;=o00)=1. (1.5.3)
Dans ce cas, si j ~ i alors j est aussi récurrent, et on a fij =1 et uj; = oo et IP;(N; =
o0) = 1.

(2) On a les équivalences
i transient <= u; <+oo <= IP(N;=00)=0. (1.5.4)

Dans ce cas, sii~ j alors j est transient et u;; < oo et IPj(N; = oo) = 0.

Ainsi, la récurrence et la transience sont des propriétés de classe: on dira que la classe
C' est récurrente (resp. transiente) si ses points sont récurrents (resp. transients).

Preuve. D’apres le lemme, fi(in) = (fi)" et uii = 3_,50(fii)", tandis que IP;(N; = c0) =
lim,, f.(-n): on a donc les équivalences (1.5.3) et (1.5.4).

)

Supposons i récurrent et j ~ i avec j # i. Comme dans la proposition 1.5.5 il existe

n et m avec a = p(n) >0et b= p(-;n) > 0, donc p(-T-lerH) > abpl(-?

ij j i pour tout [ > 0. Par
suite u;; > abu;; = oo, et donc j est aussi récurrent. On a de méme u;; > au;; = co. Si
on avait f;; < 1, le temps d’arrét S = T; + T o 9T, premier temps de passage en j de la

chaine apres étre passé par i, vérifierait
Pj(S < 00) = Ej(1{1,<00) (T 06" < 00| Fr)) = fjifij < 1

par la propriété de Markov forte; mais évidemment {S = oo} C {N; < oo}, donc on aurait
IP;(N;j = 00) < 1, ce qui contredirait la récurrence de j: donc fi; = 1.

Enfin, comme IF;(N;) = w;; = fijuj; si j # i, la derniere assertion de (2) découle de
ce qui précede. O
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Corollaire 1.5.10 Soit C' une classe récurrente, et p un probabilité sur E ne chargeant
que C. On a alors IP,(X, € C,Vn) =1 et IP,(N; = 00) =1 pour tout i € C.

Preuve. Comme IP,(A) = > ;cc pjlPj(A) pour tout A € F, il suffit de montrer les
assertions si i = €; pour un j € C: la seconde assertion vient de la proposition précédente,
et la premiere de la combinaison de la seconde assertion et de la proposition 1.5.3. O

1.6 Chaines discretes: propriétés ergodiques

Ce qu’on appelle propriétés ergodiques pour une chaine de Markov concerne le comporte-
ment a l'infini, soit de la chaine elle-méme, soit de ses probabilités de transition P".

On part encore d’une chaine de Markov X avec un espace d’état fini ou dénombrable,
et on utilise toutes les notations du paragraphe précédent. On commense par étudier les
chaines dites irréductibles, i.e. qui ne possedent qu’une seule classe.

Proposition 1.6.1 Si X est une chaine irréductible récurrente (i.e., tous ses états sont
récurrents), toute fonction surharmonique bornée est constante.

Preuve. Soit f surharmonique bornée. D’apres la proposition 1.4.4, le processus f(Xy,)
est une surmartingale bornée sous IP;, donc pour tout temps d’arrét IP,—p.s. fini T on a
FE;i(f(Xr)) < IEi(f(Xo)) = f(i). En particulier IP;(T; < oo) = fi; = 1 pour tout j et
F(X1,) = f(§) si T < oo donc f(j) < £(i). o

Théoréme 1.6.2 Si X est une chaine irréductible récurrente, la mesure p = (u;) définie
par

pi = IE; Yo LX) |, (1.6.1)

0<n<Ty,

ou g est un point arbitraire de E, est invariante et vérifie 0 < pu; < oo. De plus, une
mesure est sous—invariante si et seulement si elle est le produit de p par une constante
arbitraire dans [0, o).

Cela montre en particulier que si u est la mesure associée par (1.6.1) & un autre état
i(, alors u; = cp; pour tout i, pour une constante ¢ €]0,00[. Cela montre aussi que toute
mesure sous—invariante est invariante.

Preuve. a) Soit 1 une mesure sous—invariante. Pour tout m on a nP™ < 7, donc

ni > > njpg-?’). Pour tout couple (i, ) il existe n avec p(?)

;i© > 0, puisque la chaine est
irréductible: donc n; >0 = 7; > 0, et aussi 7; < oo = n; < 0o. Par suite, si n n’est ni
identiquement nulle ni identiquement infinie (i.e. 7; = oo pour tout i), on a 0 < 7; < oo

pour tout .
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b) Montrons maintenant 'unicité de la mesure sous—invariante (ni identiquement nulle
ni identiquement infinie), & une constante multiplicative pres. Posons

(n)
ol

B 15Pji
i Ui

i =
i

La matrice P = (Pij) est a éléments positifs et la somme de chaque ligne est < 1 puisque
7 est sous-invariante. Considérons un point A “extérieur” a FE, et posons Ex = EU{A}.
Ensuite, introduisons la matrice P = (p;;)i jer, suivante:

]/9\1']' si i,jEE
_ 1= Pii si i€ B, j=A
o jeBPij ) 1.6.2
Piy 0 sii=AjeE (1.6.2)
1 sii=j=A

Cette matrice est associée & une chaine de Markov X & valeurs dans Ea, et sa puissance
nieme est donnée par (1.6.2) également, a condition de remplacer p;; par ﬁg;l)
associé u;; vérifie u;; = n;juj;/n; = oo (car la chaine initiale X est irréductible récurrente)
pour tous i,j € F, ainsi que taa = 00 et ua; = 0 si ¢ € E: en comparant au théoréeme
1.5.9, on en déduit que X admet deux classes récurrentes, a savoir E et {A}: étant donné
le corollaire 1.5.10, si on part d’un point de F, on ne sort jamais de F, ce qui signifie qu’en
fait la somme des lignes de la matrice P vaut 1 (et la construction de la chaine X sur un

espace étendu Fa était inutile...)

. Le potentiel

Supposons maintenant que v soit une autre mesure sous—invariante pour P, encore non
identiquement nulle, ni identiquement infinie. Si f(i) = v;/n; on a

~ iDii Vi vP);
Pf(l) — Z 77.7 '] 7] — ( )
j 771 T]j

i

< f3)
et f est surharmonique pour la chaine récurrente irréductible associée a la transition P.
Donc f est constante par la proposition précédente, et v est un multiple de 7.

c¢) Il nous reste & montrer que (1.6.1) définit une mesure invariante, automatiquement
ni identiquement nulle, ni identiquement infinie, puisque par construction p;, = 1. On a

(uP); = I Z PXni | = Z E;, (an,i 1{n<Ti0})
0<n<T;, n>0
= Z E;, (1{i}(Xn+1) 1{n<Ti0}> (propriété de Markov)
n>0

= Ei| > 13(Xns1)

0§7L<Ti0

= By >, 1@3Xa)| = m;

0§7’Z<Ti0
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ou I'avant—derniere égalité provient de ce que ZO§n<Ti0 Ly (Xnt1) = ZOSn<T¢O Ly (Xn)
IP;,—p.s. (distinguer les cas i = ig et i # i), et la derniére est une nouvelle application de
(1.6.1). |

Corollaire 1.6.3 Si X est une chaine irréductible récurrente et si p est une mesure
invariante ni identiqguement nulle ni identiquement infinie, on a deux cas possibles:

a) p(E) < oo et IB;(T;) < oo pour tout i € E,

b) n(E) = oo et IE;i(T;) = oo pour tout i € E.

Preuve. La mesure i de (1.6.1) vérifie clairement u(E) = IE;, (T;,). A cause de “I'unicité”,
toute les mesures invariantes ni identiquement nulles ni identiquement infinies sont simul-
tanément de masse totale finie (resp. infinie), et le résultat est évident. O

Ce corollaire montre que le temps moyen de retour dans 1’état i, soit m; = IE;(T;),
joue un role important. Cela nous améne a une définition:

Définition 1.6.4 On dit que I'état i est positif si m; < 0o, et est nul si m; = oc.

Cette terminologie curieuse vient du fait que c’est l'inverse mi qui va jouer un role
T

dans la suite: il est positif (resp. nul) si ¢ est positif (resp. nul).

Proposition 1.6.5 (1) Tout état transient est nul.

(2) Les états d’une méme classe sont, soit tout positifs, soit tous nuls. On dit alors
que la classe est positive, resp. nulle.

Preuve. Si i est transient on a IP;(T; = co) > 0, donc a fortiori m; = co: cela donne (1),
et pour (2), il suffit donc de considérer le cas d’une classe récurrente C. On a vu que dans
ce cas, si on part d’'un point de C, on ne sort jamais de C: si on se contente de considérer
des mesures initiales portées par C, on peut donc restreindre I’espace d’état a C lui-méme:
on obtient ainsi a I’évidence une chaine irréductible récurrente, et le résultat découle alors
immédiatement du corollaire 1.6.3. a

Nous pouvons maintenant passer a un premier théoréme ergodique.

Théoréme 1.6.6 Sii est un état de période d; et si m; = IE;(T;) on a

d; . .
ZL sim; < oo (donc d;i < 0o aussi)
d i v v
UL S , (1.6.3)
0 81 M; = 00.

(n)

Comme p;;” = 0 quand n n’est pas un mutiple de d;, on obtient ainsi le comportement

asymptotique complet de la suite pgln ). elle tend vers 0 si m; = 00, et elle alterne entre 0

et une suite convergeant vers d;/m; si m; < oo.
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Preuve. a) Si i est transient, on a u;; < oo, donc la suite pgzn ) tend vers 0 quand n — oo,

tandis que m; = oo d’apres ce qui précede: le résultat est donc démontré. Dans la suite
on suppose donc ¢ récurrent.

b) On pose d = d;, m = m;, et
he=P(Ti=r), A={r>0:h >0}, B={r>0:p" >0}

On sait que d est le PGCD de B, qui est non vide (car i est récurrent) et on va montrer
que d est aussi le PGCD de A (qui est aussi non vide).

Pour cela, notons dy (resp. dy) le PGCD de {r : 1 < r < N,pg) > 0} (resp.
{r:1<r < N,h >0}). La suite dy décroit vers d, la suite d} décroit vers le PGCD
de A, donc il suffit de montrer que dy = dy pour tout N. Comme h; = p;;, c’est évident
pour N = 1. Supposons alors que dy = d pour un N > 1 donné. D’apres la propriété

de Markov forte, on a
P = P(T, < r, X, =i) = (1{Tig} pgg-m) =3 hepl . (1.6.4)
s=1

En particulier, on a

N
p(N+1) — hnit + Zhspz(zgv+1—s)_

i
s=1
Si alors hy41 > 0, alors dyy1 et dy,; sont tous les deux le PGCD de {dn, N + 1}. Si
ensuite hyy1 = pZ(ZNH) =0, on a le+1 =dny1 =dy. Sienfin hyy =0< PZ(';‘Nﬂ), alors
w41 = dn tandis que dy 1 est le PGCD de {dy, N + 1}; mais d’apres (1.6.4) il existe

(N+1-s)

s < N avec hy > 0 et p,; > 0, donc dy divise s et aussi N + 1 — s, donc a fortiori

N +1, et on a donc dy41 = dn: on a ainsi montré le résultat voulu.

c¢) D’apres (b), on a h, = pg)
nd
Pn = pgi )

= 0 si r n’est pas un multiple de d. Donc si k, = h,q et

, la relation (1.6.4) s’écrit aussi
n
Pn = Z [ (165)
r=1

Posons A = limsup,, p,,. 1l existe une suite ny croissant vers 'infini, telle que p,, — A.
Donc (1.6.5) donne pour tout ¢ fixé:

A= lljgl kqpnN—q + Z k'npnN—n
1<n<nn,n#q
= kg liminf p,,_,+ limsup Z Enpny—n
N N 1<n<ny,n#q
< ky limNinf Pry—q + A1 —ky)

en appliquant le lemme de Fatou aux “fonctions” n +— ppny—nlfn-e}, Positives et bornées

par 1, et a la “mesure” n ~— ky, qui est une probabilité car f;; = >-,51 k- = 1 (car 7 est
récurrent). Cela implique que
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Pny — A et kg >0 = ppy—q— A

En itérant cette propriété, on voit facilement que

g=oq1+...+aq, €N, ki >0 = puy—q— A (1.6.6)

d) D’apres (b), d est le PGCD de A, donc le PGCD de {r : k, > 0} égale 1. 1l
existe donc un nombre fini 51 < ... < s, d’entiers tels que ks, > 0, et que le PGCD de
{s1,...,8,} soit 1. D’apres l'identité de Bezout, cela entraine 1’existence d’entiers relatifs
Bi € Z tels que B151 + ...+ Brs, = 1. Si M = sup, |Bi| et s =81 +... + s, et vg = Ms?,
tout v > vy s’écrit v = sq + v’ avec ¢,v' € IN et v/ < s — 1, et donc ¢ > Ms. En utilisant
B181 + ...+ Brs, = 1 on obtient alors v = Yi_1(q + v'5;)si, et ¢+ V'3 € IN, et (1.6.6)
implique

v > g e Dny—v — A (1.6.7)

e) Posons l; = > 72 1 k,. Comme ¢ est récurrent, on a lgp = 1, et comme IP;—p.s. la
variable T;/d ne prend que des valeurs entiéres on a

7= ()= SRz =0 (168)

n>1

Par ailleurs (1.6.5) donne p, = >7'_;(l,—1 — l;)pn—r, d’olt 'on déduit immédiatement

> bpnr=lopo=1 VYn>0. (1.6.9)
r=0

Nous distinguons maintenant deux cas:

(A) m < oo: Par (1.6.8) on a >, I, < oo, et p, < 1, donc d’apres le théoreme de
Lebesgue, en utilisant (1.6.7) et en écrivant (1.6.9) pour n = ny — vg, on obtient que
Ys0lrA =1, donc A = £ par (1.6.8).

(B) m = oo: D’apres le Lemme de Fatou, en utilisant (1.6.7) et en écrivant (1.6.9)
pour n = ny — vp, on obtient que >, ~q A < 1, donc A = 0 par (1.6.8).

Dans le cas (B), en se rappelant que A\ = limsup,, p,, on voit que p, — 0 et le
résultat est démontré. Dans le cas (A), on pose A = liminf, p,. On peut répéter la
preuve précédente en remplacant partout A par A (il existe en effet une suite n'y telle
que pr - — )\') et en changeant les sens des inégalités. On obtient finalement que \' =

également, donc A = X, et la suite p,, converge vers %.

O Sl

Voici maintenant la description complete du comportement asymptotique des éléments
de la matrice P™:

Corollaire 1.6.7 On a les propriétés suivantes, avec m; = IE;(T;) et d; la période de i:
(n)

(a) Si j est un état nul (i.e. m;j = 00), alors p;;” — 0 pour tout i € E.

(ndj+riz)

S —
)

(b) Sij est un état positif et sii~ j, il existe ri; € {0,...,d; — 1} tel que p
%, tandis que pE;?dj+r) =0 pour tout r € {0,...,d; — 1} avec r # ryj.
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(c) Si j est un état positif et si i n’est pas dans la méme classe que j, pour tout
i+ j
re {0, d;— 1} on apl T — f(r) B oi fij(r) = Ss0 AT, = nd; + 7).

Preuve. Si on pose h( ") = = IP;(T; = n), on a d’apres la propriété de Markov forte
i) = P(Tj <n, X, = j) = IE; (l{T <ny 25T ) Zh (1.6.10)

Par ailleurs Y- hg) = fij < L.
(n)

Si j est nul on a p;;” — 0, donc le théoréme de Lebesgue appliqué & (1.6.10) donne
immédiatement le résultat (a). Dans le cas (b), d’apres la proposition 1.5.6 il existe
rij €1{0,...,d; — 1} tel que pgnd it 0 et h(nd ) _ pour tout ' € {0,...,d; —1} avec
" # ri;. On a aussi pg.j)
(1.6.10) ainsi:

= 0 si n n’est pas un multiple de d;, de sorte qu’on peut réécrire

ndj—+r;; . sdj+rij n—s)d;
p( d]+ 1]) — Zlh'fj ]+ J)p§§ ) ])’

et comme p((n $)d;)

i — % un nouvelle application du théoreme de Lebesgue donne le
J

résultat.

Enfin dans le cas (c), on peut réécrire (1.6.10) ainsi:

n
pnditm) — Z h (sdj+r) (n s)d;)
)

s=1

pour tout r € {0,...,d; —1}. Il suffit encore une fois d’appliquer le théoreme de Lebesgue
pour obtenir le résultat. O

Le comportement décrit ci—dessus est plutot compliqué, a cause de la période. On
obtient un résultat moins fort, mais bien plus simple, si on considére les moyennes de
Césaro:

LS on W _ 1 m
= Z P",  de composantes ;" = N 2 Pii - (1.6.11)

n=1

Corollaire 1.6.8 (Théoréme ergodique en moyenne): Lorsque N — oo, la matrice

IIn converge (élément par élément) vers la matrice I1 de composantes m;; = f” (avec

Wij:OSimj:OO).

Preuve. Rappelons que si une suite (a,) converge vers a, alors + SN . q, converge
n ) N Zin=1Yn

SN m;; découle alors immédiatement du corollaire

ij
précédent (noter que dans le cas (c) de ce corollaire, on a f;; = fool fii(1)). O

a fortiori vers a. La convergence T,

Pour terminer ce paragraphe, on va déduire des résultats précédents 'existence (ou
non...) d’une ou de plusieurs probabilités invariantes pour la chaine.
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Théoreme 1.6.9 Si X est une chaine irréductible, il existe une probabilité invariante si
et seulement si la chaine est positive. Dans ce cas la probabilité invariante est unique et

donnée par p; = %

Preuve. Si p est une probabilité invariante, on a pP™ = p pour tout n, donc aussi
plly = p. Par application du théoreme de Lebesgue on obtient alors pull = pu: comme
Mij = n%’ on en déduit p; = mij Cela implique en particulier qu’on n’a pas m; = oo pour
tout j, donc la chaine est positive (et m; < oo pour tout j, cf. proposition 1.6.5).
Inversement si la chaine est positive, I'existence d’une probabilité invariante découle
du corollaire 1.6.3. O

Le cas non irréductible est évidemment un peu plus compliqué. On note Cy, les classes
positives, indicées par un ensemble A. La démonstration du résultat suivant, facile, est
laissée au lecteur.

Théoréme 1.6.10 I existe au moins une probabilité invariante si et seulement si l’ensem-
ble A est non vide. Dans ce cas, si on note u(a) = (pu(a);), avec p(a); = m% pour i € Cy
et p(a); = 0 sinon, une mesure | est une probabilité invariante si et seulement si elle

s’écrit
K= Z cau(a),
acA

ot les cq vérifient co >0 et Y cpCa = 1.

Ainsi, les p(«) sont les probabilités invariantes extrémales dans I’ensemble de toutes
les probabilités invariantes, qui est un ensemble convexe. La probabilité invariante est
unique si et seulement s’il existe une classe positive et une seule. S’il n’y a pas de classe
positive, il n’y a pas de probabilité invariante.

Enfin, on peut noter le résultat élémentaire suivant:

Proposition 1.6.11 Si l’espace E est fini, il existe au moins une classe positive (donc
récurrente) et donc une probabilité invariante.

Preuve. On a } ;cp WZ(]]-V) =1, et comme E est fini on peut passer & la limite en N (cf.
corollaire 1.6.8) et on a >_;mij = 1: il existe donc au moins un point j tel que m; > 0,
donc m; < oo. |

Si E est infini, on peut n’avoir que des états transients: par exemple si £ = IN et
pij = 1sij=1i+1et p;; =0 sinon. On peut aussi n’avoir que des états récurrents nuls:
par exemple si F = Z et p;; = % sij=1i—1ouyj=1+1, et p; =0 sinon; dans ce cas
la chaine X est une “marche aléatoire de Bernoulli”, i.e. X,, = X,,_1 +Y,, ou les Y}, sont
iid. avec P(Y, = 1) = P(Y, = —1) = 3; il est clair que cette chaine est irréductible,
de période 2, et comme pé%n) =C3, 2% on vérifie que ugy = oo, de sorte que la chalne est
récurrente; enfin la mesure p définie par p; = 1 pour tout ¢ est clairement invariante, et
comme elle est de masse totale infinie le corollaire 1.6.3 montre que la chaine est nulle.
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Chapitre 2

Processus de Markov de saut pur

2.1 Processus de Markov généraux

Dans ce chapitre on va aborder les processus a temps continu, indicés par IR, . L’essentiel
sera consacré aux processus de Markov dits “de saut pur”, mais nous commencons par des
considérations générales.

2.1.1 Définitions

Soit (F,E) est espace mesurable quelconque. Exactement comme pour les chaines de
Markov, il y a plusieurs définitions pour les processus de Markov; mais nous allons d’emblée
nous situer dans un cadre comparable a celui des définitions 1.3.1 et 1.3.2, dans le cas
homogene.

D’abord, on suppose donnée une famille (P;);>¢ de probabilités de transition de (£, &)
dans lui-méme, avec Py = I (I'identité). Cette famille sera appelée un semi-groupe si elle
vérifie

Ps=PP, Vs,t>0. (2.1.1)
Ensuite, soit (2, F, (F¢)t>0,P) un espace probabilisé filtré (les F; sont des sous-tribus
de F avec Fy C Fssit < s). Un processus adapté est une famille (X;);>o de variables
aléatoires a valeurs dans (E, £), telle que chaque X soit Fy—mesurable. L’analogue (dans
le cas homogene seulement) de la définition 1.3.1 est alors:

Définition 2.1.1 Le processus (X¢) sur (Q, F, (Ft)i>0, IP) est dit vérifier la (F)-propriété
de Markov, s’il existe un semi-groupe de transitions (F;) tel que pour tous s,t > 0 et toute
fonction mesurable f, positive ou bornée,

E(f(Xe+s)|Ft) = Pof(X2). (2.1.2)

Si Fi = o0(Xs: s <t), on parle simplement de la propriété de Markov.

Pour l'analogue de la définition 1.3.2 on part de I’espace €2 muni du processus (X;),
on pose Fy = 0(Xs : s < t)et F = V,Fi et on suppose donnée une famille (6;):>0
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d’applications de ) dans lui-méme, telle que
9021, es—i-t :030915, XS_H:XSOQt, VS,tZO. (213)

On se donne enfin une famille (IP;)zcp de probabilités sur (€2, F) telle que z — IP,(A)
soit £-mesurable pour tout A € F, et vérifiant IP,(Xo =) =1 (cf. (1.3.4)) . On définit
IP,,, pour toute probabilité p sur (E, &), par la formule (1.3.6): IP,(A) = [ IP,(A)u(dz).

Définition 2.1.2 Le terme X = (Q, F, (Fy), (0¢), (Xt), (IPy)) est un processus de Markov
s’il existe un semi-groupe de transitions (F;) tel que pour tout z € E, tous s,t > 0 et
toute fonction mesurable f, positive ou bornée,

Ey(f(Xe4s)|Fe) = P f(Xe). (2.1.4)
On a alors 'analogue de la proposition 1.3.3:

Proposition 2.1.3 Si X est un processus de Markov, pour toute probabilité p sur (E,E),
la loi de Xo sous IP, (loi initiale) est p. De plus pour tout t > 0 et toute variable aléatoire
réelle Y sur (Q,F), positive ou bornée, la variable Y o 0; est F—mesurable et on a:

E,(Y 06, F,) = Ex,(Y). (2.1.5)

Preuve. La premiere propriété se montre comme dans le cas discret. D’apres le théoreme
des classes monotones 1.2.2, pour la seconde assertion il suffit de montrer le résultat quand
Y est de la forme Y = [T%, fi(Xy,), pour des fonctions bornées mesurables f; et des temps
0=+t <...<ty. DanscecasY o =1][i~, fi(Xi+,), donc on voit que Y o 0 est F—
mesurable. Si Z est une variable bornée F;—mesurable, on voit (comme dans le cas discret
encore) qu’il suffit de montrer que pour tout z € E,

E.(ZY 06;) =IE,(Z Ex, (Y)). (2.1.6)

Cela se montre par récurrence sur m. C’est évident pour m = 0. Supposons (2.1.6) vraie
pour tout ¢ et toute variable de la forme Y = ?;_01 9i(Xs,), et montrons qu’elle est vraie
pour Y = [[7 fi(Xy,). Posons U = [ fi(Xs,) et V- =U Py, 1, 1 fm(Xt,, ). On a

E(ZYo00) = IE,(ZUob frn(Xitt,n))
= I, (E(Z Uob; fir( Xt |Fitmi))
= E,(ZUob Py, ,fm( Xttty 1))
= FE,(ZVob) = [E,(Z Ex,(V)),

ou la derniere égalité provient de ’hypothese de récurrence. En appliquant ce qui précede
at=0et Z =1, on obtient aussi IF,(Y) = IE,(V) pour tout y, d’ou (2.1.6). O

Construction d’un processus de Markov: Etant donné un semi—groupe (P;) de
transitions sur F, on peut se poser le probleme de la construction d’un processus de
Markov X au sens de la définition 2.1.2 admettant ce semi—groupe pour transitions.
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Comme dans le cas discret, il est naturel de considérer la construction canonique
suivante: on prend QT+, qui est I'espace de toutes les fonctions ¢ — z(t) sur IR,
valeurs dans E. Puis, pour toute fonction z(.), on pose

Xi(x()) = a(t),  Ou(2)() = 2(t+.),

de sorte qu’on a (2.1.3). Les tribus F et F; sont comme avant la définition 2.1.2. Il reste
a définir les probabilités IP,: malheureusement le théoréme de Ionescu—Tulcea n’est valide
que pour une suite dénombrable strictement ordonnée de temps (comme IV), et nullement
pour un ensemble du type IR+ comme ensemble des temps. Il nous faut nous référer a
un théoreme d’une autre nature, appelé théoréme de Kolmogorov, et qui nécessite une
certaine structure de 'espace E. Voici (énoncée seulement) la version du théoreme de
Kolmogorov relative aux processus de Markov:

Théoréme 2.1.4 Supposons que E soit un espace polonais (i.e. métrique, complet, sépa-
rable), et € sa tribu borélienne. A tout semi—groupe (P;)i>0 de probabilités de transition
de (E,€&) dans lui-méme on associe une famille IP, de probabilités sur l’espace canonique
(Q, F) ci—dessus, telle que X = (Q, F,(Fy), (60r), (Xy), (IPy)) soit un processus de Markov
de transitions (P).

2.1.2 La propriété forte de Markov

Soit X un processus de Markov, au sens de la définition 2.1.2. Rappelons qu'un temps
d’arrét, dans le cadre présent, est une application T" de €2 dans [0, co] telle que {T < t} € F,
pour tout ¢ € IRy (Attention: on ne suppose pas ici que la filtration (F;) est “continue
a droite”, donc la définition des temps d’arrét n’est pas tout—a—fait standard; la méme
remarque s’applique & ce qui suit et explique la notation Fp ). On lui associe sa “tribu
antérieure”:

Fro={A: Ac FAN{T <t} e F, Vie R,}.

Ceci définit bien une tribu, et si T'(w) = t pour tout w alors 7" est un temps d’arrét et
Fr+ = Fip = Ng>tFs. Ensuite, sur 'ensemble {T < oo}, on pose

Or(w) = Ope)(w),  Xr(w)= Xpe)(w).

On dira que le processus vérifie la propriété forte de Markov si, pour toute loi initiale
1, tout temps d’arrét T et toute variable aléatoire Y positive ou bornée, on a

E, (Y obr|Fry) = Ex, (Y) sur ’ensemble {T" < co}. (2.1.7)

Comme dans le cas discret, ’ensemble {T" < oo} est Fp—mesurable, et donc 'égalité
ci—dessus ne fait en fait intervenir Y o 7 que sur cet ensemble. Ceci dit, (2.1.7) implique
de maniere implicite que X7 et Y o O sont, en restriction a {T' < oo}, mesurables re-
spectivement par rapport a Fr4 et a F (au moins a des ensembles [P,—négligeables pres
pour tout x). Ceci peut étre faux, mais, méme si c’est vrai, la propriété (2.1.7) n’est pas
toujours vraie.

Il existe un certain nombre de conditions assurant cette propriété. Nous en explicitons
une ci—dessous:
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Théoréme 2.1.5 Soit X un processus de Markov de transitions (P;). Si E est un espace
polonais, la propriété de Markov forte (2.1.7) est valide (et en particulier pour tout x,
X7 est IPy—p.s. égale a une variable Fri—mesurable, et Y o O est IPy-p.s. égale a une
variable F-mesurable) dés qu’on a les deux propriétés suivantes:

1) pour toute fonction continue bornée f sur E les fonctions P, f sont également continues
(on dit que les P, sont fellériens),

2) pour tout x et IP,—presque tout w, la fonction t — X;(w) est continue a droite.

Preuve. On peut supposer (par un argument de classe monotone, et puisque E est
polonais) que Y = [[i%, fi(X},) pour des f; bornées et continuessur Eet 0 =1ty < ... < tp,.

a) Soit T un temps d’arrét, et posons

k+1 -k k+1

o sioge <T <% kelN,
T, =

00 si 1 = oo.

On a By = {T, = k/2"} = {(k - 1)/2" < T < k/2"}, donc B, ), € Fj/on pour tout
k € IN*. On pose aussi B = {T < oo}, qui égale Up>1 By, , pour tout n. Enfin, il est clair
que T}, décroit vers T'. Dans la suite “p.s.” veut dire IP,—p.s. pour tout z.

b) Montrons d’abord les propriétés de mesurabilité de X7 et Y o 7 sur B. D’abord,
on a {X1,14 € A} N B = Up>1(Bnx N {Xj/2n 44, € A}), qui est dans F pour tout A € &:
donc (Y 007, )15 est F—mesurable et comme Y o7 15 — Y ofOrlp p.s. (a cause de (2)
et de la forme spéciale de Y'), on a la F—mesurabilité p.s. de Y o Op1p.

Par ailleurs fixons ¢ > 0. Posons V,, = X7, sur {T,, < t} et V;, = A ailleurs (ou A est
un point extérieur & F, isolé topologiquement dans Ex = EU{A}), et de méme V = Xp
sur {T' <t} et V = A ailleurs. Comme {V,, € A} = Ur<p<ion(Bpp N{Xp/on € A}) € Fy
pour tout A € &, les variables V,, sont F;—mesurable, donc V', qui par (2) et T;, | T est
la limite p.s. des V,,, est p.s. égale & une variable Fy—mesurable. Comme {Xp € A, T <
t} ={V € A} € F, pour A € &, on voit que X7 en restriction & B est p.s. égale a une
variable Fri—mesurable.

¢) Soit Z bornée et Fri—mesurable. La variable Z1p, , est F} on—mesurable, donc

(o]
Eu(Z1pYo0r) = Y B, (Z1p,, Y o0y)
k=1

- iEM (2 15,, Bx,e(Y))  (par (2.15))
k=1
— E.(Z 15 Ex, (Y)), (2.1.8)

Quand n — oo, le membre de gauche tend vers IE, (Z1gY o fr) a cause de (2) et de la
forme spéciale de Y. Par ailleurs le méme raisonnement que dans la proposition 2.1.3
montre que IF,(Y) = go(x), ou on définit les g; par récurrence descendante en partant de
9m = fm et en posant g;(x) = fi(x)P;, —t,9i+1(x). Etant donné (1) et la continuité des
fi, on voit que les g; sont également continues et bornées: donc le membre de droite de
(2.1.8) converge vers IF,(Z1pEx,(Y)), ce qui acheve la preuve. O
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Corollaire 2.1.6 (Loi 0—1) Sion a la propriété de Markov forte, alors pour tout x € E
et tout A € Foy le nombre IPy(A) vaut 0 ou 1.

Preuve. Soit A € Foy et f(x) = IP,(A). Comme 6 est I'identité, en appliquant (2.1.7)
a T = 0 on obtient

f(a) = Ey(1a 1a060) = Ey(1a Ep(1a 0 60| For)) = Eu(la f(Xo)) = f(2)%,

puisque P, (Xo=z) = 1. O

La condition (1) du théoreme 2.1.5 est agréable, puisque qu’elle s’exprime directement
en fonction du semi—groupe (P;). Il n’en est pas de méme de (2), qui est évidemment fort
difficile a vérifier dans le cas général. Nous énongons ci-dessous (sans la démonstration —
difficile) un critére impliquant (2).

Théoréme 2.1.7 Soit (P;) un semi-groupe de probabilités de transition sur l’espace (E,E),
espace localement compact de type dénombrable muni de ses boréliens. On peut construire
un processus de Markov X de transitions (P;), dont les trajectoires t — X(w) sont con-
tinues a droite, dés que le semi—groupe est fortement fellérien, ce qui signifie qu’il vérifie
les deux propriétés suivantes:

(a) pour toute fonction continue nulle a l'infini (pour le compactifié d’Alexandrov de
E) f, les fonctions P,.f sont également continues nulles a l'infini,

(b) pour toute fonction comme ci—dessus, P,f converge simplement vers f quandt — 0.

On remarquera les conditions sur E: pour les théoremes 2.1.4 et 2.1.5 on a besoin de
E polonais, ce qui est le cas si F est un borélien de £ = IR? ou de RN (pour la topologie
produit). Pour le dernier résultat, la condition est pratiquement que E est un compact
séparable, ou est un ouvert de IR? pour d fini. Noter aussi, & l'inverse, que si (X3) est &
trajectoires continues a droite, la condition (b) ci—dessus est nécessairement satisfaite.

2.1.3 Stationnarité

Soit X un processus de Markov a valeurs dans (E,E£). Comme dans le cas discret, on
peut se poser la question de savoir s’il existe une ou plusieurs lois initiales /P, rendant le
processus stationnaire. Rappelons que (X;) est stationnaire sous la probabilité IP, si pour
tous t1,...,t, la loi des variables (X4, ..., Xt44,,) sous [P, ne dépend pas de ¢t > 0.

De méme que dans la définition 1.4.3, on dit qu’une mesure 7 sur (E, £) est invariante,
resp. sous—invariante, si NP = n, resp. nFP; <7, pour tout ¢ > 0.

Proposition 2.1.8 Le processus (X;) est stationnaire sous la probabilité IP, si et seule-
ment si la probabilité p est invariante.

Preuve. On reproduit essentiellement la preuve de la proposition 1.4.6. Si le processus

est stationnaire sous IP,, la loi uP; de X; égale la loi u de X pour tout ¢ > 0, donc p est
invariante.
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Inversement supposons y invariante. Soit m > 0et 0=ty < ... <t et A€ & ®(m+1),
On pose Y = 14(Xyy,...,Xt,,). Laloi g de (Xi¢qtg, ..., Xtyt,,) est caractérisée par les
nombres 7(A) = IE, (Y 0 6;). D’apres (2.1.5), et si f(x) = IE,(Y), on a alors

ni(A) = E(f(Xy)) = pPf,

qui vaut p(f) =no(A) a cause de I'invariance de p. O

2.2 Processus de saut pur: premieres propriétés

On va considérer a partir de maintenant la méme situation qu’au chapitre 1, c’est—a—dire
le cas ou l'espace d’état E est fini ou dénombrable, avec pour £ la tribu de toutes les
parties. Les points de F seront encore notés i, j, k. On a vu ci—dessus que les propriétés
topologiques de E jouent un role important, et nous munissons ici F de la topologie
discrete, pour laquelle tous les points sont isolés.

Ceci dit, au lieu de partir du semi—groupe de transitions, on va inverser la problémati-
que: on part du processus (X;), a valeurs dans F, donné sur un espace 2. On supposera
qu’il est du type suivant:

Définition 2.2.1 Un processus (X;) a valeurs dans un espace fini ou dénombrable E est
dit de saut pur si toutes ses trajectoires t — X;(w) sont continues a droite.

Plus précisément, pour rester dans le cadre précédent, on a un processus de Markov
X = (Q,F,(Fe),(6), (X¢), (IP;)) de saut pur.

Comme dans le chapitre 1, une mesure est un “vecteur ligne” p = (u;), et la probabilité
de transition P; est une matrice P, = (p(t)i;)ijce. Bien entendu p(0);; = d;5, et comme
(X¢) est a trajectoires continues & droite on a

t — p(t)i; est continue a droite (2.2.1)

(car la fonctions 1,3, comme toutes les fonctions sur F, sont continues). On verra en fait
bien mieux plus tard.

Proposition 2.2.2 Tout processus de Marov de saut pur X vérifie la propriété de Markov
forte.

Preuve. L’espace E muni de la toplogie discrete est polonais, donc il suffit de vérifier les
deux conditions du théoreme 2.1.5: la premiere est satisfaite car toute fonction sur E est
continue, et la seconde I’est par hypothese. O

On va maintenant étudier de plus pres la structure de X. D’abord, comme la toplogie
de FE est la topologie discrete, la continuité a droite entraine que les trajactoires sont
“constantes par morceaux”, au sens ol pour tout ¢ > 0 et tout w on a Xs(w) = Xi(w)
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pour tout s dans un intervalle [¢, ¢ (w, )], ol t/(w, t) est un réel strictement plus grand que
t. En particulier, si on définit par récurrence les variables:

To =0, Tn+1 = inf(t st >T,, X 75 XTn) (222)

(comme d’habitude I'inf d’un ensemble vide vaut +00), on obtient une suite croissante de
temps d’arrét vérifiant T),.1 > T), sur {T,, < oco}. On pose aussi T, = lim, T, qu’on
appelle le premier temps d’explosion. 11 se peut bien stir que T, < 00, auquel cas X; prend
une certaine valeur 7 en t = Ty, et y reste un temps positif, puis “saute” de nouveau, etc...
Si IP;(Tss = o0) = 1 pour tout ¢ € E, on dit que le processus est sans explosion.

En utilisant les translations (6;), on remarque aussi que

Ton—Th1=Ti00p,_, sur ’ensemble {7),_1 < co}. (2.2.3)

Le fait que X7, n’est bien défini que si 7;, < co nous incite a considérer un point A
extérieur” a F et a poser Ea = E U {A}, comme on ’a déja fait plusieurs fois. On peut
alors poser pour n > 0

Sy =Thy1 — Ty, §n = Xr, si T, < oo
(2.2.4)
Sp = 00 & =A si T, = oco.

Le théoreme de structure suivant est fondamental (rappelons que la loi exponentielle
de parametre a €]0, 00[ est la loi sur IRy de densité x — ae %*; par convention, si a = 0
c’est la masse de Dirac €4, en l'infini. Une variable exponentielle de parametre a admet
lespérance 1/a, avec la convention 1/0 = co):

Théoreme 2.2.3 Soit X un processus de Markov de saut pur.
(1) Sous IP;, les variables Sy et & sont indépendantes, et Sy suit une loi exponentielle

dont on note a; € IRy le parameétre; si on pose m;j = IP;({&1 = j) pour j € En on a aussi

a; >0 = Y .icpmi=1 mian=0
i = 0, Z rery Z (2.2.5)
ai=0 = > icpm; =0, ma=1
pour tout i € E. On pose aussi par convention apn =0, et tan =1 et ma; =0 pouri € E
(ce qui est cohérent avec (1.2.10)).

(2) Sous chaque IP, la chaine (&,) a valeurs dans Ea a la propriété de Markov rela-
tivement a la filtration discréte (Fr, )n>0, avec la transition I1 = (7).

(3) Sous chaque IP,, conditionnellement a Fr,, les variables S,, et &,41 sont indépen-
dantes, la premiére est de loi exponentielle de paramétre ag,, et la seconde de loi (7¢,, ;)jcEn -

Preuve. Noter que (1) est un cas particulier de (3), mais nous allons commencer par
prouver (1).

En observant que Sy =t + Spo60; et & = & 060, et X; = X sur Uensemble {Sy > t},
on obtient pour tous s,t > 0,7 € E et A C Ea, par la propriété de Markov en t:
IPi(So >t+s,6&€A) = IP(So>tSo0b;>s,E 06 €A
Ei(1{sy>4y Px, (S0 > 5,61 € A))
= ]PI(SO > t) ZPZ(SO > 5,6 € A)
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En prenant A = FE, cela donne IP;(Sy > t + s) = IP;(Sy > t)IPi(Sy > s), relation car-
actéristique des lois exponentielles de parametre dans [0, oo; comme Sy > 0, le parametre
a; de la loi de Sy sous IP; est dans IRy. En prenant s = 0 ci—dessus, on obtient aussi
Pi(Sy > t,& € A) = IP;(Sp > t)IP;(&1 € A): cela entraine 'indépendance de Sy et & sous
IP;. Enfin si a; > 0 on a Sy < oo IP;—p.s., donc §; = Xg, € E IP;—p.s., tandis que si a; = 0
on a IP;(Sp = 00) =1, donc IP;(§1 = A) =1 et on en déduit (2.2.5).

Sur 'ensemble {7}, < oo} on a S, = Spolr, et & +1 = & 007, de sorte que d’apres
la propriété forte de Markov au tempes T}, on obtient pour tout borélien B de IR X Ena:

ﬂ:)lt ((Smgn—kl) S B‘an) = PXTn((SO7§1) € B)

Donc conditionnellement & Fr, et sur 'ensemble F7;, —mesurable {7}, < co}, on a (3). Sur
Pensemble {7}, = 0o} on a S, = 0o et &, = &,+1 = A, donc comme ap =0 et Tan = 1 on
a aussi (3) sur cet ensemble. En particulier pour A C Ex il vient IP,(§n41 € A|FT,)
> jeATe, 4, et on a donc (2) également.

o

Corollaire 2.2.4 Soit X un processus de Markov de saut pur. Conditionnellement a
la tribu G = 0(§, : n > 0), et sous chaque probabilité IP,, les variables (Sp)n>0 sont
indépendantes, chaque Sy étant de loi exponentielle de parametre ag, .

Preuve. Notons 7; la loi exponentielle de parameétre a; (rappelons que aan = 0). Il suffit
de montrer que pour tout entier N, tous boréliens A,, de [0, o] et tous i, € Ea, on a

N+1 N

P (NS € A1) N (N6, = in}) = B, (H 1oy (&) T, <An>> - (226)
n=0 n=0

Comme P, (Sn € An,&nv1 = int1|F1,) = Nen (An) Teyine, Par le théoreme précédent, on

vérifie alors immédiatement (2.2.6) par récurrence descendante sur N. O

Le processus “minimal”: Dans la suite, on va essayer de reconstruire le processus de
Markov & partir des suites (&) et (S,). En effet, comme X; = X7, sur chaque intervalle
[Ty, T41[, on voit d’apres (2.2.4) que

X =&, si T,=8+...+5-1<t<So+...+5, =Tnt1, (227)

Ainsi, les deux suites (&,) et (S),) caractérisent entierement X; sur ’ensemble {t < T}
On est donc naturellement conduit & introduire un nouveau processus (X;) a valeurs dans
Ea, en complétant (2.2.7):

_ &n si So+...+851<t<Sy+...+85,
X = (2.2.8)
A si t>So+...4+S,+....
De maniere équivalente, on a aussi:
~ X sit<Ty
X = (2.2.9)
A sit>Ts.
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Proposition 2.2.5 Soit X un processus de Markov de saut pur, et X, défini ci—dessus.
Pour tout i € E le processus (X¢) sur (Q, F, (Ft), IP;) vérifie la (Ft)-propriété de Markov
avec le semi-groupe de transition (P = (p(t)i;)) défini par

P(X; =j,t < Tx) st 1,j€F

_ Pi(t>Ty) si ie€FE, j=A
1 si i, =A
0 si i=A, jEFE.

De plus, les variables &, et S, associées a X sont les mémes que celles associées a X .
Le processus (X;) s’appelle le processus minimal associé a X.
t

Preuve. La derniere assertion est triviale. Pour la propriété de semi-groupe de (IBt) et
la propriété de Markov de X, il nous suffit de montrer que si k € E et s,t > 0 on a:

Py(Xorr = j1Fs) =0(t)z, , - (2.2.11)

Sur l’ensemble F —mesurable {s > T} on a X, = )~(s+t = A, de sorte que (2.2.11) est
évident. Sur le complémentaire {s < T} on a )~(5+t = )Zt o 6, et aussi Xs = X, donc
la proposition 2.1.3 entraine que le membre de gauche de (2.2.11) égale P)?S ()Z't =7j), qui
vaut bien p(t) % lorsque j € E et aussi lorsque j = A. O

2.3 Construction d’un processus de saut pur

Pour construire un processus de Markov de saut pur on peut appliquer le théoreme 2.1.4,
mais cela nécessite d’une part de connaitre le semi—groupe, d’autre part de vérifier que le
processus de Markov ainsi construit est effectivement de saut pur, ce qui n’est pas évident
du tout. On peut aussi utiliser le théoreme 2.2.3 et son corollaire, qui d’une certaine
maniere fournissent de facon explicite la “dynamique” du processus, ou au moins celle du
processus minimal associé. C’est ce que nous allons faire maintenant.

On part d’une famille (a;);cr, de réels positifs ou nuls, avec an = 0, et d’une proba-
bilité de transition Il = (p;;)i jep, vérifiant (2.2.5) (et donc man = 1).

Intuitivement, la démarche consiste a construire une chaine de Markov (&,,) de transi-
tion II, et une suite de variables (.5,,) dont la loi, conditionnellement & (&;,),>0, est celle
décrite au corollaire 2.2.4, puis & définir X par (2.2.8). Formellement, les choses sont
évidemment un peu plus compliquées !

On considere d’abord la chaine de Markov “canonique” Z = (', F, (&,), 0, (IP})icE,)
de transition IT (cf. la fin du paragraphe 1.3). Il est évident que IP/—p.s. on a &uqpm = A
pour tout m > 0 si &, = A, et aussi que Py (£ = A) = 1. Ensuite on pose " =]0, oo]¥,
qu’on munit des variables S, (s, s1,...) = s et de la tribu produit " = (S, : n > 0).
Puis, pour toute suite w’ = (29,21, ...) dans Ea on note IP”(w’, dw”) 'unique probabilité
sur (Q”, F") sous laquelle les (S,,) sont indépendantes, chaque S,, étant de loi exponentielle
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de parametre a,,. Par un argument de classe monotone on vérifie immédiatement que
IP" est une probabilité de transition de (', F’) dans (2", F"). D’apres le théoreme 1.2.4,
pour tout ¢ € EaA on peut munir 'espace produit

Q — QI % Q//, f/// — F/ ® f//

d’une unique probabilité IP; telle que IP;(A x B) = [ IP/(dw')IP"(w', B)14(w'") pour tous
Ac F et B F", etsous IP; on a les deux propriétés suivantes:

1. la suite (&,) a la propriété de Markov avec la transition II;

2. conditionnellement lorsque la suite (&) est fixée, les variables (S),)n>0 sont indépen-
dantes, et S, est de loi exponentielle de parametre ag,,;

(ci—dessus, &, ou S,,, définis respectivement sur 2’ et ", sont considérés également comme
des fonctions sur 2).

Il nous reste alors & définir le processus (X;) sur Q par la formule (2.2.8), la filtration
Fi = o0(Xs: s <t),latribu F =\, Fy, et le semi-groupe des translations (#;) comme
étant les uniques applications de Q dans lui-méme vérifiant identiquement (2.1.3) (avec X
au lieu de X, bien—str; lexistence des 6; est tres facile & montrer). On a a I’évidence la

troisieme propriété:

3. si X;(w) = A pour un ¢, on a aussi X,(w) = A pour tout s > t.

Théoréme 2.3.1 Le terme X = (0, F,(Fy), (0y), (Xy), (IP)ice,) est un processus de
Markov de saut pur, qui est un processus minimal, et qui est associé aux données II = (m;;)
et (a;) par le théoréme 2.2.3.

Preuve. La seule chose non évidente est la propriété de Markov (2.1.4) du terme X.
Pour cela, il suffit de vérifier (2.1.5) lorsque u = ¢; pour i € Ea: en effet, en posant
P,(i,A) = IP(X; € A) on aura (2.1.4), et le fait que (P;) soit un semi-groupe découle
immédiatement d’une itération de la propriété (2.1.5).

Onpose Tp=0et T, =Sy+...+ S,_1 pour n > 1, et T, = lim,, T;,. Remarquons
que toute variable F-mesurable Y vérifie Y (w) = a pour une constante o sur I’ensemble
{w: Xo(w) = A}, en vertu de la propriété 3 ci-dessus. Donc sur I'ensemble F;mesurable
{Too <tlonaY ol =a,et aussi X, = A, de sorte que (2.1.5) est satisfaite sur cet
ensemble.

Il nous reste & montrer la propriété suivante: considérons les ensembles F;—mesurables
A(n,t) = {T,, <t < Tp41}; si alors Z est une variable F;—mesurable bornée et Y est
F-mesurable et bornée, alors

EZY 00 1auy) = i (Z 1y Ex,(Y)), (2.3.1)

et, par un argument de classe monotone, il suffit méme de montrer ceci lorsque ¥ =
f(So,.--,Sm;&o, -, &m) pour une fonction mesurable bornée f. Le résultat est intuitive-
ment “évident” par application de la propriété de non—vieillissement de la loi exponentielle,
mais formellement c’est un peu compliqué...
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En restriction a ’ensemble A(n,t) chaque variable X, pour s < t est une fonction
de (So,...,Sn-1;&0,...,&n), donc il est est de méme de Z, de sorte qu’on peut écrire
Z gty = 9(S0, -+, Sn-1;80, - - - ,&n) La(n,) Pour une fonction mesurable bornée g.

En utilisant les propriétés 1 et 2 ci—dessus, il est facile de voir que

m—1
E;,(Y)= > (H M,jkﬂ)

Jiyenjm€EA \k=0

m
/}0 e (H ajke_“jkrk> Froy - o sTm;J0s -+ Jm)dro . .. drm,
; k=0

avec la convention que la mesure a;e”%"dr est 4, si a; = 0. Il s’ensuit que le membre de
droite de (2.3.1) vaut, avec la convention iy = i:

n—1
Z <H WikyikJrl) /0 Joo[nt1 (H @), € alksk) 9(50, -+, 8n—15%0, -+, 0n)

11,90 €E \k=0
n+m—1
1{80+.--+Sn—1§t<80+---+8n}d80 . dsp Z ( H Wiz,ilﬂ)

in+17~-~7in+meEA

n+m
—a;, L .
/0 B (H a; e " l) Frny e s Tnams Gy e vy b ) ATy« « o AT -
oom

Mais l'intégrale de a;, e~ %n" par rapport a ds,, sur 'ensemble {sg + ...+ s,-1 < t <
S0+ .. +sn}, vaut exp(—az, (t—(so+. .- +5n-1)) Li>so+.. 4,1} de sorte que I'expression
précédente égale

n+m—1 n—1
E : I | Tk yint1 / | I aike_aikSk
n
i1y din€E; Gms1sesintmEEA k=0 10,000 \ ;20

t_(50+---+5n—1)

9(50, <oy Sn—1; iOa s 7ZTL) e_ain( 1{80+...+Sn_1§t}d$0 oo dsp1

n+m
/]0 " <H a; e aw”) F(ny oo s Tomi tny -+ vy bnpm ) A o ATy
wm

Dans la derniere intégrale on fait les changement de variables rp, = s si k > n+ 1 et
Tn =80+ ...+ 8, —t (pour sg,...,S,—1 fixés), de jacobien 1, et 'expression précédente

devient
n+m—1 n+m
> ( 11 m’k,z‘;m) / o ( 11 aike_aik8k>
n-+m
11,0etn €L Tngt,eintmEEA k=0 }O’OO] k=0
9<307 sy Sn—1; i07 R i?’b)1{80+...+sn_1§t<50+...+5n}
F(so4 - 4 80—t Snt1y---»Sntmilny -y bntm)dSo - - - dSptm.

Comme sur I’ensemble A(n,t) on a (Sk, &) 00 = (Sktn,Enrk) pour k > 1 et (Sg,&p) 0l =
(So+...4+Sn—1t,&,), on voit que cette expression égale le premier membre de (2.3.1), et
la preuve est terminée. O
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Condition de “non—explosion”: Comme il est naturel, la donnée de II et des a; permet
de reconstruire le processus jusqu’au temps T, (temps d’explosion), tandis qu’apres cet
instant on le pose égal & A de maniere arbitraire. Si on veut un processus a valeurs dans E
lui-méme, il est nécessaire (et possible, de diverses manieres) de “prolonger” le processus
X au dela de T, 50, Ce que nous ne ferons pas ici.

Un cas important est celui ou il n’y a pas d’explosion, ce qui veut dire que IP;(T =
o0) = 1 pour tout ¢ € E: en effet dans ce cas le processus de Markov X est son propre
processus minimal, et le processus X ci-dessus ne prend IP,—p.s. que des valeurs dans F,
lorsque 7 € E. 1l est intéressant de noter qu’on a un critere de non—explosion en termes
uniquement de II et des a;.

A cet effet, pour tout A > 0 on note Q(A) = (¢(N)ij)i,jer la matrice donnée par (avec
la convention e~ = 0):

_ 97" Tiq si a; > 0
q(N)ij = IE; (e ASo 1{]-}(51)) = { 6”“ ! G a0 (2.3.2)

La seconde égalité ci—dessus provient du théoreme 2.2.3-(1) et du fait que la transformée

de Laplace d’'une variable exponentielle S de parametre a > 0 est IE(e ) = -

Lemme 2.3.2 Les éléments de la puissance nieme Q(N)™ de la matrice Q(X) sont donnés

par CI()\)Z}) = IE; (6_”" 1{j}(§n))-

Preuve. Comme Sy = T3 c’est évident pour n = 1. Supposons la propriété vraie pour
n. Ona Tyt =T, +Soo00r, et 1 =& 007, et X7, =&, si T, < oo, donc d’apres la
propriété de Markov forte et la convention e~ = 0:

IE; (G*AT"“ 1{j}(§n+1)) = I (6*”” 147, <00} (6450 1{j}(§1)) °9Tn>
= E; (6_”" L7 <co} Q(A)XTn,j>

= Y Ei(e? 1py(X1,)) aWiy
kek

= 3 aW a = Y.
keFE

On obtient donc le résultat par récurrence sur n. O

Théoreme 2.3.3 Soit X un processus de Markov de saut pur, et A > 0 arbitraire.

(n) _

Zj — 0.
(2) Il y a équivalence entre la propriété IP;(Ts, = 00) = 1 pour tout i € E (i.e., X est

sans explosion), et le fait que Q(N)f = f nadmette que f = 0 comme solution positive

bornée.

(1) Il y a équivalence entre IP;(Too = 00) =1 et limy 00 >-jep ¢(N)

Preuve. D’aprés le lemme on a Q(A)"1(7) = > cp q()\)Z(;L)

g(i) = E;(e ), d’ou (1).

= IE;(e "), qui décroit vers
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Soit f positive bornée, avec Q(\)f = f, et b = sup, f(i). D’une part, f = Q\)"f <
bQ(A)"1 pour tout n, donc f < bg, de sorte que I'implication = de (2) découle de (1). On
aaussi 0 < g <1, et Q\)g = lim, Q(\)"g = g, d’ott I'implication <« de (2). O

Corollaire 2.3.4 Sisup;cpa; < 00, le processus X est sans explosion.

Preuve. Soit a = sup;a;. On a a‘ﬂr)\ < 45 done Q(A)1 < 4 TI1 = %5 et par suite
Q" < (%) —o. 0

Terminons par un critére de nature assez différente. On dit qu’un point ¢ est absorbant
si a; =0 (en effet, dans ce cas on a IP;(Xy =14 Vt) =1).

Proposition 2.3.5 S5i tous les points de E sont soit absorbants, soit récurrents pour la
chaine de Markov (&) de transition I1, le processus X est sans explosion.

Preuve. Soit i € E. Si ¢ est absorbant on a IP;(Sy = o0o) = 1, donc a fortiori IP;(Te, =
00) = 1. Supposons donc i non—absorbant, mais récurrent pour la chaine (&,), et notons
Ny, le kieme passage de la chaine (§,) en i, i.e. Ny =inf(l >1:§ =) et Ngyq = inf(l >
Ni +1:& =1i). L’hypothese implique IP;(IN;, < oo) = 1 pour tout k, et le corollaire 2.2.4
implique que les Sy, sont des variables indépendantes de loi exponentielle de parametre
a; > 0, sous IP;. On a bien—str Tt > > ;51 SN, , et cette somme est IP;—p.s. infinie d’apres
la loi des grands nombres (par exemple):_d’oil le résultat. |

2.4 Les équations de Kolmogorov

On vient de voir qu’on peut reconstruire un processus de Markov de saut pur a partir des
quantités Il et a;, au moins lorsqu’il n’y a pas d’explosion. On doit donc pouvoir aussi
calculer le semi—groupe P; a partir des mémes données, ce qui est ’objet de ce paragraphe.
Ci-dessous on part donc d’un processus X auquel sont associés II = (7;;) et les a; > 0.

Rappelons que p(t);; = IP;(X; = j). Sous IP;, il n’y a eu aucun saut entre 0 et ¢
avec la probabilité e~%! qui est approximativement égale & 1 — a;t lorsque t est “pe-
tit”; il y a eu exactement un saut entre 0 et ¢, arrivant en j # ¢, avec la probabilité
fg aie_aiswije_aﬂ'(t_s)ds, approximativement égale a a;m;;t pour t petit, et la probabilité
pour quil y ait eu au moins 2 sauts est de I'ordre de t2. En se rappelant que p(0); = 1 et
p(0);; = 0 pour j # ¢, on s’attend donc & ce que ¢ — p(t);; soit dérivable (a droite) en O,
avec la dérivée suivante:

, —a; si j=1
p'(0)i; = o (2.4.1)
a;mi; si j # 1.

On a en fait bien mieux:
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Théoreme 2.4.1 Les fonctionst — p(t);; sont dérivables en tout point de IR, et vérifient
les systemes d’équations différentielles et intégrales suivants:

p’(t)ij = —aip(t)ij + a; Z ik p(t)kj, (2.4.2)
k
t
p(t)ij = Sije” " + ka/o ae” " p(t — s)i; ds. (2.4.3)
k

Ces équations s’appellent les premiéres équations de Kolmogorov.

Preuve. Nous aurons besoin d’une légere extension de la propriété (2.1.7) de Markov
forte, qui est satisfaite par X (cf. proposition 2.2.2). Soit 7" un temps d’arrét, et V une
fonction bornée sur Q x Q, qui est Fry @ F-mesurable. On pose V'(w) = V(w, 07 (w)),
qui est évidemment F—mesurable. On a alors pour toute loi initiale u:

une version de IE, (V'|Fry) sur {T < oo} est w — /PXT(w)(dw’)V(w,w'). (2.4.4)

Cette formule est évidente lorsque V' a la forme produit V(w,w’) = U(w)U’ (@), avec U et
U’ respectivement Fry et F-mesurables, car V'(w) = U(w) U’ o f7(w), et un argument
de classe monotone montre qu’elle est vraie pour toute fonction Fri ® F—mesurable V.

On applique alors (2.4.4) & la fonction V(w,w’) = 1 (Xy—sp(w) (W) 1isew)<ty et au
temps d’arrét 17 = Sg, ce qui donne

p(t)ij = 0iIP(So > t) + (V') = 6;IPi(So > t) + IE; (1{5095} Ei(V/|fSo+))
= 6;jIP;(So > t) + IE; (1{sogt} p(t — So)Xso,j) :

11 suffit alors d’appliquer le théoréme 2.2.3-(1) pour obtenir (2.4.3).
Le changement de variable ¢t — s = u dans (2.4.3) donne

t
p(t)ij = 5ij6_‘“t + @it Zﬂ'ik/o a;e”™ p(u); du. (2.4.5)
k

On en déduit (utiliser le théoreme de convergence dominée et le fait que Y, mir < 1) que
les fonctions t +— p(t);; sont continues, puis (par dérivation des intégrales d’intégrands
continus par rapport a la borne supérieure) que leurs dérivées satisfont (2.4.2). O

Noter que (2.4.1) se déduit de (2.4.2), qu’on peut d’ailleurs réécrire sous la forme plus
compacte suivante:

Pt’ = PéPt. (2.4.6)

Une autre maniere de se rappeler (2.4.6) consiste a écrire Pt*‘;_P’/ = PS;PO P, (par la
s . < e . . . Pys—P

propriété de semi-groupe), et a faire tendre s vers 0. On peut aussi écrire % =

P, @, de sorte qu’on s’attend aussi a avoir la propriété suivante:

P = PP} (2.4.7)
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Ceci revient a écrire

P ()i =—p@)ij aj + > p(t)ix ar Thj, (2.4.8)
k

ou, sous forme intégrale:
p(t)ij = 6ij e %" + Z/ )ik Gk Tj € —ai(t=s) (g (2.4.9)

(comparer a (2.4.5)). Bien entendu, (2.4.8) découle de (2.4.9) par dérivation, et ces for-
mules sont connues sous le nom de secondes équations de Kolmogorov.

En fait, les secondes équations de Kolmogorov ne sont pas toujours vraies, et on a
seulement le résultat suivant:

Théoréme 2.4.2 Sile processus de Markov de saut pur X est sans explosion (i.e. IP;(Tw =
o0) = 1 pour tout i), alors on a (2.4.9).

Preuve. Supposons qu’on ait montré I'égalité (2.4.9) pour presque tout ¢. La fonction
a(s) = 3 p(s)ikarmrje®® est positive et vérifie [T a(s)ds < oo pour presque tout ¢, donc
pour tout ¢, et par suite ¢t — fg a(s)ds est continue, ce qui entraine que (2.4.9) a lieu pour
tout ¢. Il suffit donc de montrer que les transformées de Laplace des deux membres de
(2.4.9), en tant que fonctions de ¢, sont identiques.

Si A > 0, en utilisant Fubini, le lemme 2.3.2 et la propriété de Markov forte en chaque
T,, et comme il n’y a pas d’explosion,

(/\—i—aj)/ooo _Atp<t)zjdt = (Aqj)E (Z Ly §n/ —Atdt)

n>0
SQOTTL

= ()\ + CLJ) Z E’L <1{j}(€n)6_>\Tn / 6—A5d8>

n>0 0
= (A+a))) E; (1{j}(§n)€/\Tn/ ajefaj“du/ e/\sds)

n>0 0 0
= Y E(1HE0e ) = 3 a) (2.4.10)

n>0 n>0

La transformée de Laplace du membre de droite de (2.4.9), miltipliée par A\ + a;, s’écrit

()\+aj)/ —)\tdt< . o—ajt _|_Z/ zk ar, Trj € —a;(t—s) ds>
0
=0+ (A +aj)d ax ij/ e“fsp(s)ikds/ e~ AFaitgy

. 0

s

e nakﬂk
J ;akﬂ'k] 0 e ()ks iJ ZZ zk: >\+ak:

k n>0

en vertu de (2.4.10) appliqué a p(s);x. D’apres (2.3.2) cette expression vaut

5+ > a =3 a0

n>0 n>0
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Donc les trasformées de Laplace des deux memebres de (2.4.9), multipliées par A + a;,
sont identiques, et par suite (2.4.9) est vraie.

Passons a la preuve de (2.4.8). On pose g(t);; = > p(t)ikarmr;, de sorte qu'on peut
réécrire (2.4.9) ainsi:

t
p(t)ij = e™ " (51‘]‘ +/ g(s)ije™* d8> . (2.4.11)
0
Par ailleurs, en appliquant (2.4.5) et Fubini, on voit que si h(t)i; = > mirg(t)k;,
t
g(t)ij = ae” %t (mj +/ e h(u)i; du) . (2.4.12)
0

D’abord, (2.4.11) implique que s +— g(s);; est intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue sur tout compact, donc fini pour presque tout s; par suite (2.4.12) montre que
u — h(u)i; est aussi intégrable sur chaque intervalle [0, ¢] tel que g(t);; < oo, donc en fait
sur tout compact; par suite (2.4.12) encore montre qu’en fait ¢ — g¢(t);; est continue (donc
finie partout): il suffit alors de dériver (2.4.11) pour obtenir (2.4.8). O

Propriétés de martingale. Rappelons quun processus M = (M;);>0 & trajectoires
continues a droite sur un espace filtré (Q, F, (F¢)e>0, IP) est une martingale si pour tous
s,t > 0 la variable M; est F;—mesurable et intégrable et IF(Myys|Fy) = M;.

On affaiblit cette notion en disant que M est une martingale généralisée si, au lieu
d’imposer 'intégrabilité de chaque variable M, on suppose simplement que les espérances
conditionnelles IE'(M;s|F;) existent et égalent M; pour tout s > 0: par exemple (ce sera
la situation étudiée ci-dessous) si My = M| — M}" avec M] > 0 et M/ > 0 et M/ intégrable
pour tout t; on définit alors IE(M;4|F;) comme la différence IE(M{ | F;) — IE(M{, | F+),
qui est a priori a valeurs dans [—oo, 0o[; dans ce cas, M sera une martingale généralisée
si E(Mt+5|ft) = Mt.

Proposition 2.4.3 Si X est sans explosion, pour tout j le processus
t
My = 145,(X0) = 15,(Xo0) — /0 (ax, mx,;) du (2.4.13)
est une martingale généralisée pour chaque probabilité IP,.

Preuve. On peut écrire M; = M;— M, avec M{ = 1;;3(X;): ona 0 < M{ < 1et M;' >0,
et évidemment M/ et M/ sont F;—mesurables. Il reste & montrer que IE, (M;4s|F;) = M;.
On a par la propriété de Markov et le théoreme de Fubini pour les espérances condition-
nelles:

t
EM(Mt+s|ft) = PM(Xt'i‘S :j‘]:t) - 1{j}(XO) _/0 (a’Xu ﬂ-Xu,j) du

t+s
—IE, (/t (ax, m™x,,j) dU> | F¢)

t+s
= M;+ PM(XH—S = j|F) — 1{j}(Xt) — ) EM(CLX”WXu,ﬂft)dU

= M +p(s)x,; — 1{]-}(Xt) - /0 (ZP(U)XM Cbkﬂ'kj> dv.
k
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Il reste alors a appliquer (2.4.9) pour obtenir que ceci vaut M;. O

On peut montrer une “réciproque”, trés intéressante mais au dela des objectifs de ce
cours: soit un processus X adapté sur un espace filtré (Q, F, (F;), IP), dont les trajec-
toires sont a valeurs dans F, continues a droite et sans explosion, et une probabilité de
transition IT et des nombres a; > 0 vérifiant les conditions (2.2.5). Si alors pour tout
J € E le processus M associé a X par (2.4.13) est une martingale généralisée sur I’espace
(Q, F, (Ft), IP), alors X satisfait la propriété de Markov avec un semi-groupe vérifiant les
(premiere et seconde) équations de Kolmogorov avec II et les a;.

Plus généralement, a toute fonction bornée g on peut associer le processus

M = g(X0) ~ g(Xo) ~ [ (Plg) (X.)ds

(qui égale (2.4.13) quand g = 1y;3). Alors, MY est une martingale sous chqaue IP,.

2.5 Classification et Stationnarité

On considere toujours un processus de Markov de saut pur X. De plus, et quoique cette
hypothese ne soit pas toujours nécessaire, on le supposera sans explosion.

2.5.1 Premiere classification

Exactement comme pour les chalnes de Markov, on peut diviser I'espace d’état E en
“classes”, a condition de bien définir les temps de passage dans les états. On pose

R,LT-L—i-RiOeRn si R?<OO
R, = inf(t it > S0, Xy = Z), R} ’

)

— Ri7 R?+1 = .
00 si RI' = oo.

(Nous utilisons la notation R; au lieu de T; comme dans le cas des chaines, puisque ici T},
désigne le nieme temps de saut de X).

Définition 2.5.1 Si 4,5 € E on dit que ¢ meéne a j, et on écrit ¢ — 7, si on a soit ¢ = 7,
soit IP;(Rj < 00) > 0. On écrit i ~ j si i+ j et j .

On a un critere analogue a la proposition 1.5.2, pour lequel nous devons aussi introduire
le potentiel U = (u;;):

[e.e] o0
uij = /0 p(t)idt = IE; (/0 1{]-}(Xt)dt> : (2.5.1)
Proposition 2.5.2 Supposons X sans explosion. Il y a équivalence entre les quatre con-
ditions

(a) i 7,
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(b) U5 > 0,
(c) Il existe t > 0 avec p(t);; > 0,
(d) pour tout t >0 on a p(t);; > 0,

et la relation i ~ j est une relation d’équivalence.

Preuve. Sij =1, on a p(t);; > e %" > 0 par (2.4.3) (par exemple), donc on a clairement
(a), (b), (c) et (d).

Supposons maintenant j # i. (d) = (c) = (b) = (a) sont évidents (car ¢t — p(t);;
est continue). Comme X n’explose pas, on peut écrire R; = T, ou N est une variable
aléatoire & valeurs dans {1,2,...,00}, et Rj <00 & N < co. Sous IP; et conditionnelle-
ment a o(&, : n > 0), chaque variable T,,, est une somme de m variables exponentielles
ou infinies, donc le support de sa loi est soit {oco}, soit IR;. Donc le support de la loi de
T, sous IP; est soit [0, 00], soit [0, 00], soit {oo}. Il en est évidemment de méme pour la
variable R;, de sorte que sous (a) le support de la loi de R; sous IP; est soit [0, 00], soit
[0,00]. Comme X; =jsi Rj <t<Rj+Spo Or,; et comme Sp o g, est indépendante de
R; et exponentielle de parametre a;, il est alors clair que (a)= (d).

Enfin, la derniere assertion se montre comme dans la proposition 1.5.2, en utilisant
p(t + 8)ik = p(t)ijp(s) k- O

On peut alors considérer les classes d’équivalence associées a la relation ~ ci-dessus,
qu’on appelle simplement les classes du processus X. Elles se comparent aux classes de
la chaine de transition II de la maniere suivante (attention: cette derniére chaine est a
valeurs dans Fa; mais {A} en constitue évidemment une classe, et les autres sont toutes
entierement contenues dans E):

Proposition 2.5.3 Supposons X sans explosion. Les classes de X sont exactement les
classes associées a 1l et contenues dans E.

Preuve. En reprenant la preuve précédente, dans 1'égalité R; = Ty la variable N repré-
sente le premier instant (entier, supérieur ou égal & 1) ou la chaine (&,) atteint j: donc
la relation ¢ +— j signifie la méme chose pour X et pour la chaine associée a II, d’ou le
résultat. O

Enfin, vu la proposition 2.5.2, la notion de période n’a ici aucune signification: de ce
point de vue, les processus de Markov sont un peu plus simples que les chaines de Markov.

2.5.2 Seconde classification

Définition 2.5.4 Un état i est dit récurrent si IP;(R; < oo) = 1 ou s’il est absorbant
(a; = 0), et transient sinon.

Théoreme 2.5.5 Supposons X sans explosion.
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(1) On a les équivalences

i récurrent < u;; = 00 < Pi(Ny{R} < o0}) =1 Py(Vt,3s >t avec Xy =1) = 1.
(2.5.2)
Dans ce cas si i est non-absorbant il est aussi récurrent pour la chaine (&,) et si de plus
i ~ j alors j est aussi récurrent et on a IP;(R; < oo) = 1 et u;; = oo et IP;(Vt,3s >
t avec X5 =j) = 1.

(2) On a les équivalences
i transient < u;; < 00 < IPj(Up{R} = o0}) = 1< Pj(3t,Vs >t ona Xs #1i) = 1.
(2.5.3)

Dans ce cas i est non-absorbant et sii ~ j alors j est transient et u;; < oo et IP;(3t,Vs >
tonaXs#j)=1.

Preuve. Si i est absorbant, il est évident qu’on a les quatre assertions de (2.5.2), et tout
j ~ ¢ verifie j = q.

Supposons donc ¢ ~ j non-absorbants. Comme X est non—explosif, on a lim,, R} = oo,
donc clairement

M {R}' < oo} = {Vt,Is >t avec X; =i}, Up{R} =o0})={3t, Vs >tona X;#i},
(2.5.4)
Noter aussi que

/0 1{7;}(X3)d8 = Sol{X():i} + Z SO o (93? 1{R?<oo}' (2.5.5)

n>1

Posons NP = 0 et N = inf(n > NF : &, = 4) (temps de passage successifs de (&,)
en 7). Il est clair que R} = Tgr et R} est fini si et seulement si N/* est fini (les N} ici
correspondent, pour la chaine (), aux T;* du paragraphe 1.5.1). Ainsi on a

fij = IPi(R; < 00) = IPi(N}! < o0),
et d’apres le lemme 1.5.8 il vient
S = PRI < 00) = (N < 00) = fi5(f3)" (2.5.6)

Comme Sy o HR? est exponentielle de parametre a;, donc d’espérance 1/a;, conditionnelle-
ment & R}’ < oo, il découle de (2.5.1), (2.5.5) et (2.5.6) que

u; = 05 E;(So) + Z IE;(So o O 1{R;L<oo})

n>1
= % (5ij +) IP(R} < OO)) = & (5@' + fij Z(fjj)n_l) . (2.5.7)
J n>1 J n>1

Compte tenu de (2.5.4), (2.5.6) et (2.5.7), on obtient les équivalences dans (1) et (2), ainsi
que le fait que 7 est récurrent pour X si et seulement s'il est récurrent pour (&,) (rappelons
que 7 est non—absorbant, donc a; > 0). Au vu de (2.5.4) et (2.5.7) et du théoreme 1.5.9,
les derniéres assertions de (1) et (2) sont aussi immédiates. O
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2.5.3 Propriétés ergodiques

On va maintenant étudier le comportement ergodique du processus X, c’est-a-dire I’existence
de limites pour les p(t);; lorsque t — oo, au moins dans le cas non—explosif. Les résultats
sont plus simples que dans le cas discret, puisqu’il n’y a pas de notion de période. Nous
allons nous contenter d’un résultat partiel, qui n’explicite pas la limite obtenue. Pour
simplifier on supposera aussi X sans explosion.

Théoréme 2.5.6 Supposons X sans explosion. Pour tous i,j € E les quantités p(t);;
convergent vers une limite oy lorsque t — 0o. De plus:

(1) St j est transient on a a;j = 0 pour tout i.
(2) St j est récurrent on a oy = IPi(Rj < 00)ajj; si de plus i~ j, on a oij = ayj.

(3) On a3, a5 < 1.

Preuve. On fera la démonstration seulement dans le cas ot on a ’hypothese supplémentaire
suivante, dont on peut en fait se dispenser: a savoir que A = sup, a; < 00.

Soit s > 0. La matrice Ps est la probabilité de transition de la chaine de Markov (a
temps discret) (Xys)nemv, et évidemment (Py)" = P,,. De plus p(s);; > e~ % > 0, donc
la période de j pour cette chaine est 1. En vertu du théoréme 1.6.6 et de son corollaire
1.6.7, la suite p(ns);; converge vers une limite v(s);; quand n — oo.

Soit maintenant ¢ > 0; il existe un entier n tel que ns <t < (n+1)s, et P, = P Pi_ps.
Avec la notation g(u);; de la preuve du théoreme 2.4.2, il vient alors par (2.4.9):

t—ns
p(t)ij = p(ns)ije %) 4 Zp(n5>ik/ g(u)y; et gy,
- 0

D’une part on en déduit que p(t);; > p(ns);je”%*; donc pour tout s > 0 fixé, et comme
n — oo lorsque t — oo, on obtient

bij := limtinf p(t)ij > v(s)ije” %%,
D’autre part notre hypothese additionnelle implique que g(u)x; < A pour tout k, donc on
a aussi p(t);; < p(ns)ij + sA, et par suite

cij 1= limtsup p(t)ij < 7(8)ij + sA.

En rassemblant ces deux résultats, on voit que ¢;; — bj; < sA+1 — e%J% pour tout s, et
comme cette derniere quantité tend vers 0 quand s — 0 on en déduit que c;; = b;;: cela
entraine que p(t);; converge vers une limite a;; (= b;j) quand t — oo, et évidemment on
a en fait v(s);; = ay; pour tout s.

Comme >, p(t)i; = 1, (3) découle de ce qui précede et du lemme de Fatou. (2) provient
immédiatement du fait que si j est transient on a w;; = [5° p(t)ijdt < oo (cf. théoréme
2.5.5). Supposons enfin j récurrent. En utilisant la propriété (2.4.4) avec le temps d’arrét
Rj et la variable V(w,w') = 11 (X;_ g, (u)(w')), on voit que

p(t)i; = P(R; <t, Xy =j) =IE; (1{Rjgt} p(t — Rj)jj) .
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Lorsque t — o0, la variable 1;p, St}p(t — Rj);j converge simplement vers L{R;<c0}jj, donc
la premiere partie de (2) provient du théoreme de Lebesgue, et la seconde de la premiere
et du fait que IP;(R; < 00) = 1si i~ j (cf. théoreme 2.5.5-(1)). O

2.5.4 Probabilités invariantes

Nous nous contenterons d’examiner le probleme de I'existence et de la détermination des
probabilités invariantes (les lois initiales qui rendent le processus X stationnaire, d’apres
la proposition 2.1.8). On pourrait utiliser le théoréme ergodique 2.5.6, mais outre le fait
qu’on n’a pas explicité les limites dans ce théoreme (et qu'il n’a été montré que lorsque
sup; a; < 00), il est intéressant de relier les probabilités invariantes aux termes II et a;.

Théoréme 2.5.7 Supposons X sans explosion. Si p = (u;) est une probabilité sur E, il
y a équivalence entre les assertions sutvantes:

(i) u est invariante.
(ii) On a l’équation matricielle uPj = 0.

(iii) On a p;a; = >j 1jaimii pour tout i.

Preuve. La matrice Pj étant donnée par (2.4.1), il est clair que (ii) = (iii).

On va utiliser les matrices Q(A\) = (g(A)i;) de (2.3.2) pour A > 0, et le lemme 2.3.2.

D’apres Fubini, la propriété de Markov forte et le fait que IF;(1 — e A0 = aj{‘H, on
obtient (rappelons que e~ = 0):
A/ e M p(t)y dt = B ()\/ e M 151 (Xy) dt)
0 0
Th+1 Y
= Ei | Y 151(X1,) Lin,<o0) A/ e " dt
n>0 Tn
X B () T (15
)
A A
= Y Ei(15(Xn,) T ) = > aW
% (m’ aj + A %‘6 I a4 A
Sion a (i) il est clair que
o 1
| e Sty dt = 5 (2.5.8)
J

pour tout A > 0. Supposons a Uinverse (2.5.8); le membre de gauche (resp. de droite)
est la transformée de Laplace en « de la fonction positive continue ¢ — 7 u;p(t) i (resp.
t — p;), donc par un résultat classique ces deux fonctions sont égales: ainsi, (i) équivaut
a (2.5.8) pour tout A > 0 et tout i.

D’apres le calcul précédent et Fubini, (2.5.8) et donc (i) équivalent a

pilai+2) =2 Y5 > a(V (2.5.9)

n>0
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pour tout i. Mais >2,5q Q(N\)" = I + (ano Q(A)”) Q(A), donc (i) équivaut aussi a

pilai + ) = pd+ 3 (A Y1 Y aWY | aW (2.5.10)
k j n>0

pour tout i. En injectant (2.5.9) dans (2.5.10), cela revient a écrire

piai + X) = pid + Z pe(ar + A)g(N)ki
k

pour tout i. Vu (2.3.2), ceci n’est autre que (iii), et on a donc le résultat. O

En d’aures termes, si on asocie & toute mesure p la mesure p’ définie par u, = p;a;,
la mesure p est invariante pour le semi—groupe de X si et seulement si la mesure p’ est
invariante pour la transition II (en restriction a E). Mais il faut faire attention: si p est
une probabilité il se peut que p' n’en soit pas une, et méme soit infinie; inversement si
IT admet une probabilité invariante y/, la mesure associée p n’est pas nécessairement une
probabilité, et peut étre infinie.

Une maniere de trouver les probabilités invariantes est alors la suivante: d’abord, si ¢
est absorbant, la masse de Dirac ¢; est évidemment invariante. Ensuite, on détermine les
mesures invariantes p/ pour IT (un probleme a priori plus simple...) portées par une classe
d’équivalence de II (donc vérifiant ) = 0 si i est absorbant); on pose alors p! = p;/a;
(avec 0/0 = 0); si C = Y, uf < 00, la mesure pu; = p//C est une probabilité invariante
pour X. Enfin, toute combinaison linéaire convexe de probabilités invariantes est encore
une probabilité invariante.

Corollaire 2.5.8 Supposons X sans explosion. Si la chaine (&,) associée a Il est irré-
ductible récurrente, le processus X est aussi irréductible récurrent, et admet au plus une
probabilité invariante.

Preuve. Dans ce cas on sait que les états sont tous non—absorbants. De plus le théoreme
2.5.5 entraine que X posséde une seule classe, dont tous les états sont récurrents. Soit u
et v deux probabilités invariantes pour (FP;). Alors y' et v/ sont invariantes pour II, et
d’apres le théoréme 1.6.2 on a u; = av] pour une constante a > 0, et comme a; > 0 et
> i Mi = > ;v; =1 on a nécessairement p = v. O

Remarque: Rappelons encore que si la chaine (§,) est irréductible récurrente positive
on n’est pas stur de 'existence d’une probabilité invariante pour X. Si a l'inverse X est
irréductible et possede une probabilité invariante, tous les états sont récurrents pour X
(car en passant a la limite dans puP; = p on obtient > Hiij = pj, donc a;; > 0 pour
au moins un couple (i, 7) et on applique le théoreme 2.5.6), donc tous les états sont aussi
récurrents pour (§,); mais ils ne sont pas nécessairement positifs pour cette chaine.
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Chapitre 3

Processus de Poisson

3.1 Processus de Lévy

Les processus de Poisson sont des cas particuliers d’une classe de processus appelés proces-
sus de Lévy (ou, processus a accroissements indépendants et stationnaires; ce sont les ac-
croissements qui sont stationnaires), dont on va donner quelques propriétés émémentaires.

Définition 3.1.1 On appelle (F;)-processus de Lévy un processus X = (X;);>0 défini
sur un espace probabilisé filtré (Q, F, (F;), IP), & valeurs dans IR?, tel que chaque X; soit
Fi—mesurable et qu’on ait:

(i) Xo = 0 et les trajectoires t — X;(w) sont continues & droites et avec des limites a
gauche,

(ii) pour tous s,t > 0, la variable X;;s — X; est indépendante de la tribu Fy, et de
meéme loi que Xj.

Si Fi = o0(Xs: s <t), on dit simplement “processus de Lévy”. O

Théoréme 3.1.2 Soit X un (F;)-processus de Lévy, et g la loi de Xy.

(1) La famille (j1t)e>0 est un semi-groupe de convolution, ce qui signifie que pour tout
s,t>0ona
fitrs = it % [hs- (3.1.1)

(2) Le processus X satisfait la propriété de Markov relativement a la filtration (Fy),
et avec le semi—groupe de transition (P;) défini par

Pl A) = [ 1ao+ y)yu(dy). (3.12)
Preuve. Comme X; ;s = X; + (X¢15s — X¢) et comme les variables X; et Xy, — X; sont

indépendantes et de lois respectives p; et us, (1) est évident.
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On définit P, par (3.1.2). Il est évident que chaque P; est une probabilité de transition
de IR? dans lui-méme. De plus

Pislw, A) = [ s+ puers(dy) = [ 1alo+u+ v)uldu)ps(dv)
= /ut(du) (/ 1A($+U+U),U8(dv)>
_ / pi(du) Po(z + v, A) = (PiPy)(x, A),

donc (P;) est une semi-groupe. Enfin on a

B (Xe) F0) = B+ (X = X0)IFD) = [ noldy) (X3 +y) = PG,

ou la seconde égalité provient de (ii) dans la définition ci—dessus. O

Habituellement on suppose en plus que 2 est muni d’un semi—groupe de transla-
tions, c’est-a-dire d’une famille (6;);>0 d’applications mesurables de (€2, ) dans lui-méme,
vérifiant (comparer avec (2.1.3)):

0021, 95+t:0309t7 X5+t—X3:Xt093, VS,tZO (313)
On dit alors que le terme X = (2, F, (Fy), (64), (Xt), IP) est un processus de Lévy.

Par exemple, on peut prendre pour €2 ’espace canonique, qui ici est ’espace de toutes
les fonctions t + z(t) de IRy dans IR? vérifiant #(0) = 0 et continues & droite avec des
limites & gauche. Puis, pour toute fonction x(.) on pose

Xya) = a(t),  Oi(0)() = alt+.) — (),

de sorte qu’on a (3.1.3). Enfin F; = o(X;5: s <t) et F =V, F:. Dans ce cas, on dit que
X est un processus de Lévy canonique.

Comme par hypotheése X; — Xy = 0 lorsque ¢t — 0, on a clairement

e — €0 étroitement quand ¢t — 0. (3.1.4)

Soit X un processus de Lévy (au sens ci—dessus). D’apres le théoréme précédent il
vérifie la propriété de Markov, mais ce n’est pas un processus de Markov au sens de la
définition 2.1.2 puisqu’il n’y a qu’'une seule probabilité. Il est facile d’associer a X un
processus de Markov X’ au sens de cette définition 2.1.2. On peut par exemple poser

Q,:Q X lev Xt/(wax) :$+Xt(CU), 92(0‘)7‘7:) = <0t(W),III+Xt(CU)),
puis
F=FeoR' F,=F R
(ot R est la tribu borélienne de IR?), et enfin

P, (dw, dx) = IP(dw) ® g,(dz) Vy € RY

On vérifie immédiatement la
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Proposition 3.1.3 5i X est un processus de Lévy, et avec la construction ci—dessus, le
terme X' = (U, F', (F1), (0;), (X1), (IP,) ye ga) est un processus de Markov, de semi-groupe
de transition (P;) donné par (3.1.2).

Remarquer que si P; est donné par (3.1.2) il est clair que si f est continue et tend
vers 0 a 'infini, il en est de méme de P.f, qui de plus converge simplement vers f quand
t — Osiona (3.1.4). Par conséquent la partie (1) du théoréeme ci-dessous est un corollaire
immédiat du théoreme 2.1.7 (sauf pour le fait que les trajectoires ont des limites & gauche),
compte tenu de I'identification de X et X' faite auparavant. Quant a la partie (2), elle est
plus difficile et énoncée a titre de référence.

Théoréme 3.1.4 (1) Si (ui) est un semi-groupe de convolution de probabilités sur IR?
vérifiant (3.1.4), il existe un processus de Lévy X tel que chaque py soit la loi de Xy.

(2) Dans ce cas, les probabilités i, appartiennent a la classe de probabilités appelées lois
indéfiniment divisibles, et pour toute loi indéfiniment divisible p il existe une semi—groupe
de convolution (u;) et un seul, vérifiant (3.1.4) et tel que p1 = p.

Terminons par la propriété forte de Markov:

Théoréme 3.1.5 Soit X un processus de Lévy. Le processus de Markov associé X' vérifie
la propriété forte de Markov (cf. (2.1.7)), et X vérifie la version suivante de la propriété de
Markov forte: pour tout temps d’arrét T pour la filtration (Fy) et toute variable aléatoire
Y positive ou bornée on a

EY obr|Fry)=E(Y) sur lensemble {T < oo}. (3.1.5)

Une énoncé équivalent a (3.1.5) pour toute variable Y consiste a dire ceci: pour toute
variable aléatoire Y’ la translatée Y’ o O est indépendante de Fr. et de méme loi que
Y’, conditionnellement & T' < co. Cet énoncé entraine bien—sur (3.1.5), et réciproquement
(3.1.5) appliqué & Y = f(Y”) pour f mesurable arbitraire donne 1’énoncé ci—dessus.

Preuve. Comme on a (3.1.4) il est clair que P, f est continue pour toute fonction continue
bornée f. Par suite la premiere assertion découle du théoreme 2.1.5.

Pour (3.1.5) on considére une variable positive (resp. bornée) F—mesurable et un (F;)-
temps d’arrét T'. 1l s’agit de montrer que pour toute variable Fp—mesurable Z positive
(resp. bornée), on a

E(Z Yo 9T 1{T<oo}) = E(Y) E(Z 1{T<oo})' (316)

On peut considérer aussi Y, Z et T comme étant définis sur ' (par exemple, T'(w,z) =
T(w)): dans ce cas T est un (F;)-temps d’arrét, Y est F'—mesurable et Z est Fr —
mesurable. La propriété de Markov forte pour X’ donne

Ey(Z Y 007 Lrcose}) = E(Z Lircoy By (V). (3.1.7)

Mais IE,(U) = IE(U) pour toute variable U vérifiant U(w,z) = U(w) et tout y. Donc
le second membre de (3.1.7) coincide avec celui de (3.1.6). Par ailleurs Y o 0/ (w,z) =
Y o 07 (w), donc les premiers membres de ces deux relations coincident également. O
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3.2 Le processus de Poisson

3.2.1 Les processus de comptage

Définition 3.2.1 Un processus de comptage est un processus N = (INy);>o dont les tra-
jectoires t — Ny(w) sont & valeurs dans IN = {0, 1, ..., 00}, croissantes, continues & droite,
nulles en 0, et de sauts de taille 1.

On associe au processus de comptage N ses temps de saut successifs T}, et les intervalles
inter—sauts Sy, par les formules suivantes (avec la convention co — 0o = 00):

Tn = 1nf(t : Nt = n), Sn = 1dlp4+1 — Tn, Vn € W, (321)

et on pose aussi T = lim,, T},, le “temps d’explosion”. Les temps Ty et Ty, ne sont pas
des temps de saut. On a N; = oo si et seulement si ¢t > T, et le processus N est dit
non—ezplosif si T, = oo identiquement (ou au moins p.s., si on a une probabilité).

Remarquer que T;, < Ty 11 si T, < 00, et en particulier 77 > 0. On peut imaginer que
les T}, pour n > 1 sont les temps d’occurrence d’un certain événement, et N; est le nombre
d’occurrences sur l'intervalle ]0, ¢]: cela explique la terminologie “processus de comptage”.

Si (3.2.1) donne les T, et les S, en fonction de N, on peut a 'inverse reconstruire le
processus N a partir des T}, (une suite de variables avec Ty = 0, Ty, 41 > T}, si T), < oo et
Th+1 = oo si T), = 00), ou des variables S;, strictement positives, grace aux formules

Ne=> lr<py  Tw=So+...+ 1 sin>1 (3.2.2)
n>1

('indexation des S, en partant de Sp, est la méme que pour les processus de Markov de
saut pur).

Si enfin on a une filtration (F;), en remarquant que {N; = n} = {T,, <t < T,41} et
que {T}, <t} = {Ny > n}, on voit qu’on a:

N est adapté <= les T}, sont des temps d’arrét. (3.2.3)

3.2.2 Trois définitions équivalentes

Il existe plusieurs définitions possibles — équivalentes — du (ou des) processus de Pois-
son. La premiere n’est pas la plus “élémentaire”, mais elle suit naturellement le premier
paragraphe.

Définition 3.2.2 On appelle (F;)—processus de Poisson un processus de comptage N
sur un espace probabilisé filtré (Q, F, (F¢), IP) qui est aussi un (F;)—processus de Lévy.
Lorsque F; = o(Ng : s < t) on dit simplement processus de Poisson.

Ainsi, un processus de Poisson prend ses valeurs dans IN (comme processus de comp-
tage) et dans IR? (comme processus de Lévy), donc d = 1 et en fait il prend ses valeurs
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dans IN. 1l est donc non—explosif. Noter aussi quun (F;)-processus de Poisson est a
fortiori un processus de Poisson.

Donnons maintenant, sous forme de propriétés équivalentes a la définition 3.2.1, deux
autres définitions des processus de Poisson.

Théoréme 3.2.3 Soit N est un processus de comptage adapté a une filtration (Fy). Il y
a équivalence entre

(1) N est une (Fy)-processus de Poisson,
(2) Il existe A > 0 tel que le processus Ny — At soit une martingale relativement a (Fy).
Si de plus Fi = 0(Ng : s < t), ces deuz propriétés sont aussi équivalentes a

(3) les Sy, sont des variables indépendantes de loi exponentielle de méme parameétre
A > 0 (rappelons qu'une variable exponentielle de parametre 0 est identiquement infinie).

Enfin dans ce cas, le nombre X est le méme dans (2) et dans (3), et est appelé le parametre
du processus de Poisson.

Une conséquence importante de ce théoreme est que pour tout A > 0 il existe un
processus de Poisson de parametre A, et un seul en loi (cela découle aussi du théoreme —
non démontré — 3.1.4): il suffit de construire une suite (S;) comme dans (3), et de poser
(3.2.2).

La preuve sera faite en plusieurs étapes, en méme temps que nous démontrerons
quelques autres propriétés intéressantes.

Lemme 3.2.4 On a (1) = (3).

Preuve. Sion a (1), N est de saut pur et vérifie la propriété de Markov, donc d’apres le
théoreme 2.2.3 la variable Sy est exponentielle avec un certain parametre A > 0. Si A =0
on a Sy = oo p.s., donc aussi Sy, = 0o p.s. d’apres (3.2.1), et on a (3).

Supposons alors A > 0. En utilisant les translation ; associées & N comme dans (3.1.3),
on voit que S, = Sp o fOr,. La propriété (3.1.5) entraine alors que S,, est indépendante
de Fr,+ et de méme loi que Sy, conditionnellement & {7,, < co}: on en déduit d’abord
par récurrence sur n que 1, < oo p.s., puis donc que S, est indépendante de Fr, 1 et a
fortiori de Sy, ..., Sp—1: on a donc (3). O

D’apres cette preuve, on peut considerer le processus de Poisson comme un processus
de Markov de saut pur a valeurs dans IV; avec ce point de vue, les caractéristiques II et
a; qui lui sont associées dans le théoreme 2.2.3 sont

1 sij=1i+1
a; = )\, T35 = (324)
0 sinon.

Pour le résultat suivant, rappelons que la loi gamma de parametre A > 0 et d’indice n
est la loi de densité
™ Sn—l

(n—1) e 1R, (s). (3.2.5)

fn,/\(s) =
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Donc si n = 1 c’est la loi exponentielle de parametre A. La transformée de Laplace en est

Lemme 3.2.5 Si N est un processus de Poisson de paramétre X > 0, la loi de Ny est la
loi de Poisson de paramétre At (i.e., IP(Ny =n) = % e pourn € IN), et la loi de T,

est la loi gamma de parametre \ et d’indice n.

Preuve. Comme T, est la somme de n variables exponentielles de parametre \ et indé-
pendantes, sa transformée de Laplace est v — (1 2(v))" = ¢p2(v), et on a la seconde
assertion. On a aussi

P(N; =n) = P(T), < t < Tpi1) = IP(T,, < t) — IP(Tpy1 < ).

Une intégration par parties utilisant les fonctions u(s) = e™** et v(s) = /\2‘,"’" donne

[ fuat)ds = o) = w(@)0(0) + [ Fasia(s)ds,

et u(t)v(t) = ()‘Z!)n e~ et u(0)v(0) = 0, d’on la premiére assertion. O

Lemme 3.2.6 On a (1) = (2) et le paramétre X dans (2) est le méme que dans (3).

Preuve. Supposons (1). D’apres les lemmes précédents on a (3) avec un parametre A > 0
et si A > 0 la variable NV; est intégrable et d’espérance At; si A = 0 on a Sy = oo p.s., donc
Nt =0 p.s., donc en fait IE(N;) = At dans tous les cas.

Posons M; = N; — At, qui est Fy—mesurable et d’intégrale nulle. En utilisant le fait
que N;i+s — N; est indépendante de F; et de méme loi que N, on voit que

E(Mt+s — Mt|ft) = E(NtJrS — Nt|ft) — )\S = E(Ns) — )\S = 0,

d’ou (3) avec le parametre A. O
Lemme 3.2.7 Si F; =0(Ns:s<t), ona (3) = (1)

Preuve. Il s’agit de montrer la propriété suivante: étant donnée une suite (Sy)nen de
variables indépendantes et exponentielles de parametre A, le processus N défini par (3.2.2)
est un processus de Poisson, relativement a la filtration 7y = 0(Ng: s <t). SiA=0on a
en fait NV =0 et il n’y a rien & montrer, donc nous supposons A > 0.

D’abord, d’apres le loi des grands nombres 7,,/n — 1/\ > 0 p.s., donc T,, — oo p.s.
et le processus N est non—explosif.

On peut voir le résultat comme un cas particulier du théoreme 2.3.1, avec les données
(3.2.4), mais il est aussi simple (ou compliqué...!) de reprendre la méme démonstration
plutét que d’adapter ce théoréme. Comme toute variable Fy—mesurable est égale, en
restriction a chaque ensemble {N; = n}, a une fonction de (S, ..., S,—1), il suffit (& cause
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du caractére non—explosif) de montrer que pour tous m,n € IN, tous s,t > 0 et toute
fonction borélienne bornée g sur IR,

E(Z 1{Nt:n} 1{Nt+s—Nt:m}) = E(Z 1{Nt:n}) P(Ns = m) (326)

On a calculé déja IP(N; = m) dans le lemme 3.2.5), mais comme cette quantité est
IP(T,, <s <Ty41) on peut aussi I'écrire ainsi:

<H A (f”’“) f(ro,...,rm)dro...drmy,
k=0

avec f(r0,- -, Tm) = Lpot frm_1<s<ro+..4+rm}- Donc le membre de droite de (3.2.6) vaut

P(N, = m) :/

]0,00[m 1

n
AO Oo[n+1 <H )\ €_>\Sk> 9(807 ey Sn_l) 1{50+-~-+5n—1§t<50+---+5n}d80 e dsn

k=0
m

/]0 [m+1 (H A €_>\Tl> f(ro’ o ,’I"m) dro...drny.

=0

L’intégrale de s, — Ae™ ™" sur 'ensemble {so 4 ...+ 8,1 < t < 59+ ...+ s,} égale
exp(—A(t — (S0 + - -+ 8n-1)) Lt>s0+..+s, 1}, donc 'expression précédente vaut

-/}0 - A 67)\15 <H A e)‘Tl> 9(50, e Sn—l)1{80+...+Sn71St}f(T07 e 7Tm)
100 1=0

dSO . dsn_ldro . d'r’m.

On fait les changement de variables sy =1 sik > 1et s, =ro+t— (so+ ...+ Sp—1),
de jacobien 1, et ’expression précédente devient

n+m
—As
H Ae k g(SO) ceey Sn—l) 1{so+...+sn,1§t<so+“.+sn}
]07oo]n+m+1 k=0

f(so+ ...+ 8 —t,Snt1y-- -5 Sntm)dSo - - - dSptm,

qui égale clairement le premier membre de (3.2.6), et la preuve est terminée. O

La preuve de l'implication (2) = (1) nécessite une version élémentaire du “calcul
stochastique” discontinu. On se place sur une espace probabilisé filtré. Un processus X
est dit a variation finie s’il est la différence de deux processus croissant positifs, continus
a droite, nuls en 0, soit X; = X; — X}'. La “variation” de X est le processus X; + X/'.
On peut intégrer par rapport a un tel processus X tout processus H = (H;) borné et a
trajectoires continues a gauche, par exemple:

t t t
/ HdX, = / Hydx! - / Hydx",
0 0 0
ot les deux intégrales de droite sont des “intégrales de Stieltjes” (la premiere, par exemple,

est l'intégrale de s — Hg par rapport a la mesure dont la fonction de répartition est
t — XJ); tout ceci se fait “w par w”.
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Lorsque de plus H s’écrit Hy = >, ~p anliz, 1, +1](t), pour une suite de variables «,
uniformément bornées, et une suite strictement croissante (7},) tendant vers l'infini, on a
évidemment

t
/0 HydXs =) an(Xg,  pe = X1, A0 (3.2.7)

n>0

ou la somme ci—dessus ne comporte qu'un nombre fini (aléatoire) de termes non nuls.

Lemme 3.2.8 En plus des notations et hypothéses ci—dessus, supposons que les T,, soient
des temps d’arrét, que les oy, soient Fr,+—mesurables, que X soit une martingale et que
sa variation X| + X' soit intégrable pour tout t. Alors le processus H @ X; = [3 Hyd X
donné par (3.2.7) est également une martingale continue a droite.

Preuve. Posons Y = H e X. Si C est une borne pour H, on a |Y;| < C(X] + X}), qui
est intégrable, et (3.2.7) montre que Y; est Fy—mesurable (cf. la partie (b) de la preuve
du théoreme 2.1.5), et la continuité & droite de Y est évidente.

Il reste & montrer que si s < t on a IE(Y; — Ys|Fs) = 0. Vu (3.2.7), il suffit de montrer
que IE(U,|Fs) = 0 pour chaque n, ou

Un = Oy (XTn+1/\t — XTn/\t _XTn+1/\s +XTn/\S) .

11 suffit méme de le montrer séparément sur les trois éléments A, = {T,,+1 < s}, B, =
{T, < s < Ths1}, Cp = {s <T,}. Sur A, on a U, = 0, d’ou le résultat. Sur B, on
a U, = O‘n(XTnH/\t — X;) et aplp, est Fg—mesurable, donc E(U,lp,|Fs) = 0 par le
théoreme d’arrét pour les martingales a temps continu, continues a droite. Sur C, on
alU, = O‘n(XTnH/\t - XTn/\t)l{Tn<t}’ et anlyr, <4y est }'(Tn/\tHfmesurable, donc une
nouvelle application du théoréme d’arrét montre que E(U,1¢, |Fs) = 0. O

Lemme 3.2.9 On a (2) = (1).

Preuve. On part d’'un processus de comptage N, tel que le processus M; = Ny — At
soit une martingale relativement a la filtration (F;), pour un certain nombre A > 0. En
particulier IE(M;) = IE(My) = 0, donc M; et aussi IV; sont a valeurs finies p.s.: par suite
N est non—explosif.

Si A =0, on aaussi E(N;) = IE(M;) = 0. Donc en fait N = 0 et le résultat est
évident. On va donc supposer A > 0 dans la suite. L’idée consiste a appliquer le lemme
précédent avec la martingale M (qui vérifie toutes les hypotheéses, et en particulier sa
variation M, + M/’ = N, + Mt est intégrable), et avec le processus H; = (u — 1)uNt—, o
u € [0,1] et Ny— désigne la limite & gauche de N au temps ¢. Il est clair que |Hy| < 1,
et on a aussi Hy = 3, >0 anljr, 1,,,](t) avec les T;, qui sont les temps de saut de N et
ayn, = (u — 1)u™. Par suite le processus

t t t
Yt:/ HdeS:/ Hsts—)\/ H.ds
0 0 0

est une martingale.
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D’autre part le processus t — fg H,dNjy est constant sur chaque intervalle [T}, T,11],
et au temps T}, (avec n > 1) il saute de la quantité a, 1 = (u — Du""! = v — y!
Le processus ut a exactement les mémes propriétés, donc ces deux processus ne different
que par leurs valeurs a 'instant 0, et donc

t
uVt =1 +/ HdN;.
0

En rassemblant ces deux résultats, on voit que le processus Z; = u™Nt —1 — X fo Hgds est
une martingale nulle en 0. Donc en utilisant le théoréeme de Fubini pour les espérances
conditionnelles, pour tous s,t > 0 on arrive a

E (uNt+s*Nt|ft) _ ( w N (N — gy )‘]:t>
t+s
= Vi FE <Zt+s — Zt + A H d’l"|ft>
= 1+ Au—-1)e" / ]E(uNt+”|.7:t> dr
0
= 14+ Mu—1) / B (uVer =N F) dr (3.2.8)
0

Cela prouve que ¢y (s) = F(u™Nt+s—Nt|F,) (pour t, u fixés) vérifie 'équation intégrale

du(s) =14+ Au—1) /Os Gu(r)dr. (3.2.9)

Par ailleurs ¢, est une fonction continue a droite de s, donc nécessairement ¢, (s) =
eAMu=Ds - est-a-dire
BE(uNers N Fy) = A ls, (3.2.10)

Ci—dessus a droite, et en tant que fonction de u, on obtient la fonction génératrice de la
loi de Poisson de parametre As, et comme la fonction génératrice caractérise la loi on en
déduit que la loi conditionnelle de Ny — N; sachant F; est la loi de Poisson de parametre
As: cela prouve (1), et aussi la seconde partie du lemme 3.2.5.

Nous avons été trop vite, car (3.2.8) et la fonction ¢, elle-méme (qui est aléatoire) ne
sont vraies ou définies qu’a des ensembles négligeables prés. Mais cela peut se justifier: on
peut considérer la loi conditionnelle si F; du processus (N, = Nyys — Nyi)s>o, soit P/ =
IP'(w; dw'). Ensuite on prend la version de ¢, donnée par ¢, (s)(w) = [ IP'(w, dw)uNs",
qui d’une part vérifie (3.2.9) presque sirement, pour chaque s fixé, et d’autre part est
continue a droite en s: par suite elle vérifie (3.2.9) pour tout s, en dehors d’un ensemble
négligeable, et on en déduit (3.2.10), donc ¢,(s) = e ¥~ D en dehors d’un ensemble
négligeable. Enfin les deux membres de cette égalité sont (pour s fixé) continus en wu:
donc on a ¢, (s) = e*“D* pour tout u € [0,1], en dehors d’un ensemble négligeable, ce
qui prouve que pour presque tout w, sous IP’(w,.) la loi de N! est la loi de Poisson de
parametre As: a ce point, la démonstration est correcte et achevée. O

En rassemblant tous ces lemmes, on obtient le théoreme 3.2.3.
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3.2.3 Trois autres caractérisations

Il existe une autre maniere de considérer un processus de comptage, comme étant la
“fonction de répartition” d’une mesure aléatoire sur IR,. En effet au processus N défini
sur I’espace probabilisé (2, F, IP) on peut associer la mesure p = u(w, dt) sur IR4 par

p(w, dt) = > 17, (w)<oo} ETn(w) (A1), (3.2.11)

n>1

et on a N¢(w) = p(w, [0,¢]). Une telle mesure (aléatoire), somme de masses de Dirac en des
points T, deux-a-deux distincts, s’appelle une “répartition ponctuelle” su IR, (ou plutot,
sur |0, oo[, puisqu’on a exclu Ty = 0 de la somme). Clairement, w — p(w, A) est mesurable
pour tout borélien A.

Les trois définitions précédentes pour les processus de Poisson sont adaptées aux pro-
cessus indicés par IR (ou éventuellement IR) mais n’ont aucun sens lorsque l'espace
des “temps” est IR?, ou un espace “abstrait”. Nous proposons ci—dessous trois autres
définitions équivalentes aux précédentes, et qui s’étendront aux répartitions ponctuelles
sur un espace plus général que IRy. La encore, ces définitions supplémentaires seront
formulées comme des propriéés caractéristiques.

Pour formuler ce théoreme nous avons encore besoin de notations. On note m la
mesure de Lebesgue sur IR, . Pour tout borélien A on note p4 la restriction de p a A, i.e.
pna(B) = u(AN B). On considere alors la tribu

F(A)=0(pa(B): BER,) (3.2.12)
qui est “engendrée” par la restriction p4 (R4 est la tribu borélienne de IR, ). Il est clair
que F([0,t]) = o(Ns, s < t).

Pour toute fonction borélienne positive sur IRy on note u(f) = pu(f)(w) 'intégrale de
f par rapport a la mesure pu(w,.), c’esta-dire

n(f) = Z f(Tn>1{Tn<oo}'

n>1

I1 est donc évident que w +— u(f)(w) est mesurable.

Enfin, si E € Ry vérifie 0 < m(E) < oo, on dit qu'une variable S est “uniformément
répartie sur E” si sa loi est la restriction de m a E, normalisée par m(E) (i.e., IP(S €

A) = mﬁ;‘(‘g? )). Si S1,...,Sp, sont m variables indépendantes uniformément réparties sur
E, on appelle “réarrangement croissant” des S; la suite Ry, ..., Ry, de variables telles que

Ry <...< R, et que les deux ensembles {R; : 1 <i < m} et {S;:1 <14 < m} soient les
mémes. Il est facile de voir qu’il existe une “version mesurable” de ces variables; en fait, en
dehors d’un ensemble de mesure nulle les S; sont toutes différentes, donc Ry < ... < Ry,

p-s.

Théoréme 3.2.10 Soit N un processus de comptage sur un espace (2, F,IP), et u la
mesure aléatoire (répartition ponctulle) associée par (3.2.11). Fizons également une par-
tition borélienne (Ep)pn>1 de IR+ avec m(Ey) < oo pour tout n. Il y a équivalence entre

(1) N est un processus de Poisson de parameétre X > 0.
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(4) Pour toute famille (A;)i1<i<n de boréliens de IR, deuz-a-deux disjoints, les vari-
ables p(A;) (= w(w, A;)) sont indépendantes, et IE(u(A)) = Am(A) pour tout borélien
A.

(5) Les tribus F(E,) sont indépendantes; de plus, pour chaque n la loi de u(E,) est
de Poisson de paramétre Am(Ey,); enfin, conditionnellement au fait que p(Ey,) = m pour
un m > 1, si on note T,,, < ... < Ty, les temps successifs T), appartenant a Ep,, la
loi de (Ty,,...,T,,) est la méme que la loi du réarrangement croissant de m variables
indépendantes uniformément réparties sur E,.

(6) Pour toute fonction borélienne positive f application w — p(f)(w) est mesurable,
et on a (avec e =0):

E(e ")) = exp (—/\/000(1 — ef(t))dt> . (3.2.13)

Noter que dans (5), la partition (E,,) est totalement arbitraire. Cette propriété fournit
une nouvelle méthode de construction d’un processus de Poisson: on prend par exemple
E, =|n — 1,n]; puis on construit des suites (Mp)n>1 €t (Rnm)n>1,m>1 de variables glob-
alement indépendantes, telles que chaque M, suive la loi de Poisson de parametre A et
chaque R, ;, suive la loi uniforme sur E,. Il reste alors a poser

My,
= Z Z € R > ol une somme “vide” vaut 0, (3.2.14)
n>1 m=1
et Ny = pn(]0,¢]).

Dans (6), l'application f — ]E(e_“(f)) s’appelle la fonctionnelle de Laplace de la
mesure aléatoire p.

La encore la preuve sera faite en une série de lemmes. Noter que si A = 0, les quatre
conditions (1), (4), (5) et (6) impliquent chacune que N = 0, et il n’y a donc rien a
montrer. Donc dans la suite on suppose toujours A > 0.

Lemme 3.2.11 On a (1) = (6).

Preuve. Soit fa(t) = f(t)1{;<ay. D'une part u(fa) croit vers u(f) quand A — oo, donc
e~ #f4) décroit vers e#f) en restant borné par 1, donc IE(e *(f4)) — [E(e=#/)). D’autre
part [{°(1—e fa®)dt — [>°(1—e~f®)dt, toujours d’apres le théoréme de Lebesgue. Par
suite il suffit de montrer (3.2.13) pour chaque f4, donc en fait pour une fonction borélienne
positive f vérifiant f(t) = 0 pour tout ¢ > A, ou A est un réel arbitraire. Dans ce cas,

n

E<eﬂu(f)) = Z Qn, ou a,=1IFE (6_ Zj:l 1 1{NA=n}) :
n=0
D’apres la propriété (3) du théoreme 3.2.3, il vient

n
_ —As; =D f(sot.tsj—1)
an - /énﬁ»l (H )\ e > e Jj=1 1{50+...+Sn71§A<SO+...+Sn} dSO “ e dSn

+ =0
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— \" e—)\A /IR" e*ijl f(so+...+sj—1) 1{so+...+sn,1§A} dsg . ..dsp—1
+

= \le Ma, ol a= / i e~ i1 /(1) Lty <to<.<to<ay Aty ... dty,
+

ot la seconde égalité est obtenue en intégrant s, — Ae~**" sur 'ensemble {t — (so + ...+
Sn—1),00[, et la seconde en faisant les changements de variables t; = sg + ...+ s;_1.
Soit Sy, 'ensemble des permutations de {1,...,n}. Si o € Sy, on a 31 f(t,u) =
=1 f(t;). Par suite en faisant les changements de variables t; = t,(;) dans l'intégrale
définissant «, on voit qu’on a

_yn ‘s
o = / e ZJ:l FCt5) 1{ta(1)<ta(2)<---<ta(n)SA} dtl PN dtn
Ry

Comme U g {(t1,-..,tn) 1 to() < toe) < --- < lom) < A} =]0, A]" & un ensemble de
mesure nulle pres pour dt; ...dt,, on en déduit que

A n
o= 1 e 2zt S (1) dty...dt, = 1 / e fOdt ) .
n! Jjo,An n! 0
11 vient alors
o \n A " A
E(e ")y = Z M / e T0dt] =exp | -AA+ )\/ e T®at |,
n=0 n! 0 0
et comme f(t) =0, donc e~/ =1, si t > A, on obtient (3.2.13). O

Lemme 3.2.12 (6) implique (4) et aussi que pour tout borélien A la variable u(A) suit
une loi de Poisson de paramétre Am(A) si m(A) < oo et est p.s. infinie si m(A) = oo.

Preuve. Soit A; des boréliens disjoint, et u; > 0. Une application de (3.2.13) a la fonction
F() = Y0y uila, (f) donne

E (H <>) [ esp (A4 (1 — ).
=1 =1

Cela prouve d’abord que la transformée de Laplace multi-dimensionnelle de la variable
vectorielle (u(A;)) est le produit des transformées de Laplace uni—dimensionnelles, donc les
variables p(A;) sont indépendantes. Cela prouve aussi que JE (e "HA) = g~ u(A)(1—e™)
pour tout u > 0, d’ou la derniere assertion: lorsque m(A) < oo, car la transformée de
Laplace de la loi de Poisson de parametre 6 est u +— exp (—0(1 — e™*)); lorsque m(A) = 0,
car on a alors IE(e~"4)) =0, donc e "4 = (0 p.s., donc u(A) = oo p.s.

En particulier, on a IE(u(A)) = Am(A), ce qui achéve de prouver (4). O

Lemme 3.2.13 On a (4) = (1).
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Preuve. La propriété (4) implique que pour tous s,t > 0 la variable Ny — Ny =
wu(]t,t + s]) est indépendante des variables N, = p(]0,7]) pour r < ¢, donc de la tribu
Fi=0(N,:r <t), et par ailleurs elle est d’espérance As. Donc M, = N, — Ar vérifie

E(Mt+s — Mt’j:t) = E(Nt+s — Nt’ft) —As = E(Nt+5 — Nt) —As=0.
Donc M est une martingale, et il suffit d’appliquer I'implication (2) = (1) du théoreme
3.2.3. O
Lemme 3.2.14 On a (1) & (5).

Preuve. On a vu que (1) < (6). Par ailleurs la propriété (5) est une description de la
construction de la mesure p, comme nous 'avons vu en (3.2.14). Il suffit donc de montrer
que si on construit p par (3.2.14), alors cette mesure vérifie (6). Soit f une fonction
borélienne positive. A cause de I'indépendance des variables (M, Ry, ) et au vu de leurs
lois, il est clair que

E(e_“(f)) — E(H ﬁ e—f(Rn,m))

n>1 m=1

= II (P(Mn =0)+> P(M,=j)E ( f[ e—f<Rn,m>>)

n>1 i>1

- 11 (P(Mn =0)+ Y P(M, =) ﬁ E (ef(Rn’M)))

n>1 i>1 m=1
- 11 Z Am(&)( 1 / e—f(t)dt)J
n>1 >0 m(En) JE,
. H 7)\f (1—e=f)dt —,\f (1—e=f()g
n>1
d’ou le résultat. O

Ce lemme acheve la preuve du théoreme 3.2.10.

3.3 Répartitions ponctuelles de Poisson

Nous allons maintenant considérer la généralisation des processus de Poisson au cas ou
I'espace des “temps” est remplacé par un espace abstrait. Les bonnes définitions seront
alors des généralisations des propriétés (4), (5) ou (6) du théoreme 3.2.10.

On considere donc un espace mesurable (E, &) et une mesure aléatoire p = p(w, dx),
et qui est la somme d’un nombre fini ou infini dénombrable (éventuellement aléatoire) de
masses de Dirac. Une telle mesure s’appelle une répartition ponctuelle et peut évidemment

s’écrire comme
M(w)

p(w,dzr) = Z er, (w), (3.3.1)

n>1
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o M est a valeurs dans IN, et les T}, sont & valeurs dans E. Si de plus les points sont
tous distincts, i.e. Ty, (w) # Trn(w) pour tous 1 <n < m < M(w), on dit que la répartition
ponctuelle est simple.

Il faut préciser maintenant les propriétés de mesurabilité: on suppose que M et les Ty,
sont F—mesurables. Dans ce cas,

M
p(f) =" f(Tn) (3.3.2)
n=1

est aussi F—mesurable pour toute fonction positive mesurable f sur (E, ), de sorte que
est une mesure de transition de (2, F) dans (E,£). On peut alors définir sa fonctionnelle
de Laplace par

f = E(e ) pour f mesurable positive sur (E,E). (3.3.3)
et sa mesure intensité (qui est une mesure sur (E,£)) par

A — B(u(4) VAcE. (3.3.4)

Remarque 1: On pourrait a 'inverse partir de u, supposée étre d’une part une répartition
ponctuelle, d’autre part une mesure de transition de (2, F) dans (E,&). Peut-on écrire
pu comme (3.3.1) avec M et les T,, mesurables 7 C’est évident pour M, qui vaut u(E),
mais pour les T}, une premiere difficulté tient a ce que chaque T, n’est défini que sur
Pensemble ou M > n; et méme si M(w) = oo pour tout w il reste difficile de prouver
qu’on peut trouver des T;, mesurables, et ¢’est méme faux si on ne fait pas des hypothéses
supplémentaires sur £ (a savoir, que £ est séparable et contient les singletons {z}). Ici,
nous supposerons a priori la mesurabilité des T,. O

Définition 3.3.1 Une répartition ponctuelle u est dite

(i) completement aléatoire si pour tous A; € £ deux—a—deux disjoints les variables
(11(A4;)) sont indépendantes,

(ii) de Poisson si sa fonctionnelle de Laplace s’écrit

E(e ) = exp (— / (l—e_f(m))u(d$)), (3.3.5)
E
ou v est une mesure sur (E, ).

Théoréme 3.3.2 Si u est une répartition ponctuelle de Poisson associée a la mesure v
dans (3.3.5), alors elle est complétement aléatoire. De plus pour tout A € & la variable
w(A) est p.s. infinie si v(A) = oo, et suit une loi de Poisson de parameétre v(A) si
v(A) < 00, et v est aussi la mesure intensité de p.

Preuve. La preuve est exactement la méme que celle du lemme 3.2.12 (ot Am joue le
role de v). O
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Ainsi, un processus de Poisson de parametre A est une répartition ponctuelle de Poisson
sur IRy, de mesure intensité ¥ = Am. Au vu du théoréme 3.2.10 on peut penser que
la réciproque est vraie aussi, et que tout cela est équivalent & la construction décrite
dans la propriété (5) et adaptée a la situation présente. Voici une formalisation de cette
constrution:

Propriété (5°): La mesure p satisfait cette propriété si elle s’écrit comme dans (3.2.14),
Cest-hdire 1 = 3,5, M7 2, . o

(1) les variables M, et R, , sont toutes indépendantes;

(ii) les variables M,, suivent des lois de Poisson de parametres v(F,, ), pour une certaine
mesure v sur (E, &) et une partition E-mesurable (E,),>1 de E avec v(E,) < oo;

(iii) les variables Ry, ,,, sont a valeurs dans E,, et de loi v, olt on a posé v, (A) = ”(VEE?E:?)

a

Cette propriété dépend a priori de la partition choisie. Elle implique évidemment que
v est o—finie. Le résultat suivant montre que dans ce cas, si la propriété est vraie pour
une partition (E,), elle est vraie pour toute autre partition (E!) satisfaisant bien—str
v(E}) < cc.

Théoréme 3.3.3 Si la répartition ponctuelle p vérifie (5°) avec une cetaine mesure o—
finie v sur (E,E), elle est de Poisson et v est sa mesure intensité.

Réciproquement si p est une répartition ponctuelle de Poisson de mesure intensité v
o—finie, et si (E,E) est un espace polonais, on a (5°) pour toute partition (E,) vérifiant
v(Ey,) < oo.

Preuve. La preuve de la partie directe est ici encore exactement la méme que la preuve
de (5) = (6) dans le lemme 3.2.14, en remplagant partout la mesure Am par la mesure v.

La réciproque est plus délicate, et en rapport avec la remarque 1. On fixe une partition
arbitraire vérifiant les conditions requises, et on pose M,, = u(E,). En fait, si on définit
les tribus F(A) comme dans (3.2.12) (pour A € &), (5’) revient a dire que

a) les M), sont de lois de Poisson de parameétres v(E,,) et les tribus F(E,,) sont indépen-
dantes,

b) et, conditionnellement & {M,, = p}, on peut trouver des variables Ry, 1,..., Ry, indé-
pendantes et de loi vy, telles que la restriction de p & E,, s'écrive u, =Y 0 ¢ Rnm -

Il est clair que le théoreme 3.3.2 entraine (a). Mais (b) n’est pas évident. On résoud
la difficulté en notant que la donnée des R, ,, (ordonnés de maniére arbitraire) satis-
faisant i, = >0 _ e, ,, est équivalente & la donnée des p(A) pour tout A C E,, donc
si p et p/ sont deux répartitions ponctuelles telles que les lois de (pu(Ay), ..., u(4,)) et
(W(A1),..., 1 (Ag)) coincident pour tout choix de ¢ et des A; C E,,, alors si p/ vérifie la
propriété (b) ci—dessus il en est de méme de p.

Mais la loi de (u(A1),...,1(Ay)) est entierement caractérisée par sa transformée de
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Laplace ¢-dimensionnelle
q
(ut,...,uq) — IE(exp(— Zuz,u(Az)))
i=1

(pour u; > 0), qui est en fait la fonctionnelle de Laplace pour la fonction Z;?:l u;lg,. En
d’autres termes la propriété (5’) ne dépend que de la fonctionnelle de Laplace. Par suite
la réciproque découle de la partie directe.

( Remarque: le fait que (E, &) est polonais est utilisé — de maniére implicite — quand
on écrit que la donnée des Ry, ,,, équivaut a celle des p(A); le lecteur vérifiera que, quand
FE = IR,, ce résultat est essentiellement trivial, di aux faits que les T}, sont bien définis
partout et qu’on peut utiliser la “fonction de répartition” Ny = p(]0,¢]): cf. lemme 3.1.3).)
O

En ce qui concerne la réciproque du théoreme 3.3.2, elle n’est pas toujours vraie non
plus: il faut des hypotheses supplémentaires.

Théoréme 3.3.4 Supposons que (E,E) soit un espace polonais muni de ses boréliens.
Soit i une répartition ponctuelle simple et complétement aléatoire, dont la mesure intensité
v est o-finie et n'a pas d’atome (i.e. v({xz}) = 0 pour tout x € E). Alors, pn est une
répartition de Poisson.

L’hypothese sur F est de nature technique. En revanche le fait que v n’ait pas d’atome
est primordial (si @ € F, la mesure p(w,dr) = g4(dz) — déterministe — est complétement
aléatoire mais n’est pas de Poisson car p(E) n’est ni infinie ni de loi de Poisson). La
“simplicité” de p est aussi essentielle (si p est une répartition de Poisson, la mesure 2u est
aussi une répartition ponctuelle complétement aléatoire, mais pas de Poisson).

Preuve. i) On va d’abord montrer qu'il suffit de prouver le résultat quand v est une
mesure finie.

Supposons le résultat vrai pour toute répartition simple completement aléatoire de
mesure intensité finie et sans atome. Soit une partition mesurable (E,) de E telle que
v(E,) < oo, et u, la répartition ponctuelle définie par u,(A) = p(ANE,), dont la mesure
intensité v, est clairement v,(A) = v(AN E,). La mesure v, est finie et sans atome, et la
répartition pu, est simple et évidemment completement aléatoire, donc on a

E(e ") = exp (— /(1 — ef(’”))yn(da:)>
pour toute f borélienne positive. Mais '’hypothese sur p entraine que les pu,(f) sont

indépendantes si f est étagée, donc pour f positive mesurable quelconque par le théoreme
de limite monotone. Donc

E(e ")) = [ exp (— /(1 - e_f(””))l/n(dx)> = exp (— /(1 - e_f(“”))y(dzr))
et donc p est de Poisson.
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ii) On suppose donc dans la suite que v est une mesure finie. Soit A € £. Nous allons
montrer que p(A) suit une loi de Poisson de parametre v(A).

L’espace E est muni d’une distance d et contient une suite (zy)r>1 qui est dense. Si
B(z,e) = {y : d(z,y) < e} on a v(B(z,e)) — 0 lorsque € > 0 puisque v({z}) = 0, donc
enk = (1/n) Asup(e : v(B(zk,e) < 1/n) vérifie e, > 0 et v(B(xg,e(n, k)) < 1/n. Pour
tout x il existe une suite x,,,, tendant vers z, et on a v(B(z,¢)) < 1/n pour un ¢ €]0,1/2n/.
Si d(z,zp,,) < €/2, on a donc B(zy,,,£/2) C B(z,¢), de sorte que &y, p,, > €/2, et donc
x € B(xn,,,Enn,,). Par suite on voit que Uy>1B(zk,en k) = E.

On pose alors A, 1 = AN B(x,en,0) et, par récurrence sur k, A, , = AN B(xy, e,) N
(Ur<i<k—1A4n,4)¢ pour k > 2. On obtient ainsi une partition (A, ;);>1 de A, chaque A, ;
étant de diametre < 2/n, mesurable, et avec v(A,;) < 1/n.

Avec la notation (3.3.1), on pose
A =inf(d(T,,,Tr) : 1 <n<m<M).

Comme E(M) = IE(u(E)) = v(F) < 0o, on a M < 0o p.s., et la répartition étant simple
onaaussi T, #T,sil<n<m< M. Par suite A > 0 p.s. et, pour tout u > 0, on a

B (7 Lnsamy) — B(e W) (3.3.6)
si n — oo. Si A > 2/n, chaque ensemble A,, ; contient au plus un seul point T}, puisqu’il

est de diametre < 2/n, et on a u(An;) = 1 Ap(An;), tandis que p(A) = 37,51 p(Ani)-
Par suite

o, = IE (e—uH(A) 1{A>2/n}) = IE <e_uzz‘>1 1/\N(An,z‘) 1{A>2/n}) ’

et comme A > 0 p.s., on obtient aussi lorsque n — oo:

0, (e—uzm 1/\:“(An,i)>’ < P(A> 2) 0. (3.3.7)
n

Comme p1 est completement aléatoire, les variables 1 A (A, ;) sont indépendantes pour
i=1,..., et prennent la valeur 1 avec la probabilité 8" = IP(ju(Ay ;) > 1) < E(u(An,)) =
v(An;) < 1, et 0 avec la probabilité 1 — 67. Par suite

ﬁn = IF <eu2i>1 1/\!“’(An,i)> — H (1 _ 5?(1 . e_u)) ‘

i>1

Si0 <z <1/nona—z(1+1/n) <log(l—z) < —xsin > 2, donc comme 6" (1—e™") < 1/n

il vient
2
exp(—(l—i— —)(1—e" g 5"><5n§exp< (1—e™ E 5n>

En combinant ceci avec (3.3.6) et (3.3.7), on obtient que Y, ;" converge vers une limite finie
§ et que IE(e A) = exp (—(1 — e *)d). Ceci étant vrai pour tout u > 0, on en déduit
que p(A) suit une loi de Poisson de parametre §, et comme de plus IF(u(A)) = v(A) on a
nécessairement § = v(A).
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iii) Si f est mesurable positive étagée, de la forme f = Y 7"  u;l4, pour des A; € €
deux—a—deux disjoints et u; > 0, les variables p(A;) sont indépendantes (puisque p est
completement aléatoire) et de lois de Poisson de parametres v(A;) d’apres ii), donc

B ) = ] B (evna) = T O v
=1 1=1

el [ Oy @) _ - [(e @)

Toute fonction mesurable positive f étant limite croissante de fonctions étagées, Par limite
monotone les deux membres extrémes ci—dessus sont égaux pour f, et on a le résultat. O

3.4 Processus de Poisson composé

Définition 3.4.1 On appelle (F;)—processus de Poisson composé un processus défini sur
un espace filtré (0, F, (F;), IP), a valeurs dans IR?, qui est un (F;)-processus de Lévy et
dont les trajectoires ¢ — X;(w) sont constantes par morceaux. Si F; = o(Xs:s <) on
dit simplement que X est un processus de Poisson composé.

On associe a X ses temps de saut successifs T,

inf(t:¢t>1T,, X, # Xrp,) si T, < o
Ty =0, Tpir = (3.4.1)
9] si T, = oo,

(Th n’est pas un temps de saut; comme d’habitude T, = lim, T),) et les tailles Y,, des
sauts correspondants, c’est—a—dire

XTn — XTn— = XTn — )(Tn_1 si T, < o0
Y, = (3.4.2)
0 si T, = oo,

Par ailleurs, on dit qu’un processus (X;) vérifie la propriété A si on peut 'écrire

Xi =) Znlw, < (3.4.3)

n>1
ou les (Up)n>1 sont les points d’un processus de Poisson de parametre A > 0 et ou les

variables Z,, sont indépendantes, de méme loi G et indépendantes de la suite (7},)

Théoréme 3.4.2 (i) Si le processus (X;) vérifie la propriété A avec \ et G, c’est un
processus de Poisson composé. De plus la fonction caractéristique de la variable X est

E(€i<u,Xt>) = exp _)\t/(l _ €i<uvx>)G(d1~)7 (344)

et la répartition ponctuelle p = 37,51 1, <0} €U, 2,) €5t de Poisson (sur IRy x R?),
simple, et de mesure intensité v(dt,dx) = \dt @ G(dz).

(ii) Si le processus (X;) est de Poisson composé, il vérifie la propriété A avec U, =T,
et Z, =Y. Dans ce cas on a G({0}) =0 si A >0, et G =¢p si A =0.
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Le lecteur remarquera la différence entre (i) et (ii): si on a (i), les U, ne sont pas
forcément des temps de saut du processus X, puisqu’on peut avoir Z; = 0 avec une
probabilité positive. On peut donc “réaliser” le méme processus de Poisson composé sous
la forme (3.4.3) de différentes manieres. Lorsque 7T, = U, et Z, = Y,, on dit qu'on a
la réalisation minimale. Le premier temps de saut, par exemple, du processus défini par
(3.4.3) est Ty = inf(Uy,, : n > 1,Z,, #0).

Lorsque le processus de Poisson composé est a valeurs réelles et a des sauts d’amplitude
1, ie. siY, = 1sur {7, < oo}, c’est un processus de Poisson: le théoreme précédent
découle alors des théoremes 3.2.3 et 3.2.10.

Noter que pour un processus de Poisson composé avec sa réalisation minimale, soit on
aA=0et alors X =0, soit on a A > 0 et T,, < co pour tout n, et T, = co: les variables
Y,, sont alors bien définies partout (ou au moins presque partout).

La démonstration du théoreme suit encore d’une série de lemmes simples.

Lemme 3.4.3 Si X est un processus de Poisson composé, les variables T1 et Y1 sont
indépendantes, et Ty est de loi exponentialle de paramétre X > 0 (rappelons que si X = 0,
cela signifie que T1 = 0o p.s.). De plus si A >0 on a G({0}) =0, et si A =0 on a G = €,
ou G désigne la loi de Y7.

Preuve. La preuve est essentiellement la méme que celle du théoréme 2.2.3-(1). On
peut toujours supposer que l’espace 2 est muni de translations (6;) vérifiant (3.1.3), donc
Ty =t+T100; et Y1 =Y 00, sur 'ensemble {77 > t}. Par suite d’apres (3.1.5) on a pour
AeR%et s, t>0:

P(Tl >t+s, Y] GA) :P(Tl >t,T1060; > s5,Y100; EA) :P(Tl >t) P(T1 > s, EA)

Si s = 0 on obtient IP(Ty > t,Y7 € A) = IP(Th > t)IP(Y1 € A) (puisque 77 > 0 iden-
tiquement), donc 7 et Y; sont indépendants. Si A = IR on obtient IP(Ty > t + s) =
IP(Ty > t)IP(T1 > s), donc T} suit une loi exponentielle dont on note A le parametre. Soit
aussi G la loi de Y;.

Enfin si A\ =0o0n a7} = oo p.s., donc Y7 =0 p.s. (cf. (3.4.2)). SiA>0onaT) < oo
p.s., donc Y7 # 0 p.s. et G({0}) = 0. O

Lemme 3.4.4 On a la partie (ii) du théoréme 3.4.2.

Preuve. Reprenons les notations du lemme précédent. Si A = 0, il n’y a rien a montrer
puisque T}, = oo et Y, = 0 pour tout n > 1. On suppose donc A > 0, donc T < oc.

OnaT,41—T, =Tio0r, et Y11 = Y1007, sur {T,, < co}. D’apres la propriété (3.1.5)
on a donc que (41 — Ty, Ynt+1) a méme loi que (77, Y7), conditionnellement par rapport
a o(T;,Y; i <n) et en restriction a {7,, < co}. On en déduit d’abord par récurrence sur
n que T, < oo p.s. pour tout n, puis que la suite (7,,),>1 et les variables Y; sont toutes
indépendantes, que les Y; ont toutes méme loi G, et que les (T},) sont les temps de saut
d’un processus de Poisson de parametre A (appliquer (3) = (1) dans le théoreme 3.2.3).
Od
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Lemme 3.4.5 On a la partie (i) du théoréme 3.4.2.

Preuve. Soit X vérifiant la propriété A avec A et G, et soit la répartition ponctuelle
B=20>1 YU, <oo} €U, 2,)- Cette répartition est évidemment simple. On va voir qu’elle
satisfait la propriété (5’) avec v(dt, dz) = Adt® G(dz). On prend la partition de IR, x IR?

constituée des E,, = [n — 1,n[xIR%, et v,(A) = '/(Ifégf;) (on a v(Ey,) = A ici).

D’apres le théoreme 3.2.10 (ou le théoreme 3.3.3 appliqué a la répartition ponctuelle de
Poisson 3, ~1 141, <} €U, sur IRy), les Uy, peuvent étre construites ainsi: on se donne des
variables indépendantes M,, de loi de Poisson de parametre A, et des variables (V, ym)n,m>1
indépendantes entre elles et des M, telles que chaque V' (n,m) soit uniformément répartie
sur |n — 1,n]. On a alors

My,
Y NUn<oo}eUn = D D Ve

n>1 n>1m=1

Ensuite on consideére une double suite (Z),,,) de variables de loi G, indépendantes entre
b}

elles et indépendantes des M,, et des V), ,,,. Une maniere de construire la mesure y consiste

alors & poser

M,
H= Z Z E(Vn,mvzﬁ,m)'

n>1m=1

Il est clair que les variables ((Vim,Z), m))nm>1 sont indépendantes entre elles et
indépendantes des M,,, et chaque variable (Vn,m,Z,’%m) est de loi v,. Cela démontre
que p satisfait la propriété (5’) avec la mesure v, et par suite p est de Poisson d’intensité

v. Enfin, si u € IR®* on a

E(ez’<u,Xt>) — ZE (eizm:1<u,Ym> 1{Un§t<Un+1})
n>0

- (/ ei<u7xG(d$)>n P(U, <t <Un1)

n>0

) noo\ngn
_ i<u,x — At
= E </ 2 G(dm)) i

n>0
_ _pi<u, x>
e At [(1—e )G(dx)7

d'ott (3.4.4). O

Ces trois lemmes nous donnent le théoréme 3.4.1.

Il existe aussi une caractérisation des processus de Poisson composé analogue a la
propriété (2) du théoréme 3.2.3 pour les processus de Poisson. Soit (X;) un processus sur
(Q, F, (Ft), IP) & valeurs dans IR?, continu & droite et dont les trajectoires sont constantes
par morceaux. On lui associe les T}, et les Yy, par (3.4.1) et (3.4.2). Pour tout A € R? on
pose

N =" 14(Yn) Lz, <iy- (3.4.5)

n>1
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Proposition 3.4.6 Si (X;) est un (Fy)-processus de Poisson composé, auquel on associe
A et G comme dans le théoréme 8.4.2-(ii), alors pour tout A € R® le processus M+ =
NA — AG(A)t est une (F;)-martingale.

Preuve. Encore une fois, on peut supposer qu’il existe des translations (6;) vérifiant
(3.1.3). Le processus N4 est un processus de comptage qui vérifie N{is — N = NA o,
et qui est clairement adapté a la filtration (F;). Donc le théoreme 3.2.3 implique que
c’est un (F;)-processus de Poisson dont on note A le parametre, et N/ — A4t est une
martingale. Il suffit donc de vérifier que Ag = AG(A). Mais Ay = IE(N{'), et si p est
la répartition ponctuelle p = 37,51 {7, <00} €(7,,v,,) ON @ N{ = u(]0,1] x A), qui est
d’espérance v(]0,1] x A) = AG(A). O

En fait la propriété précédente caractérise les processus de Poisson composé, et on a
le résultat suivant, qui se montre comme le lemme 3.2.9 (en un peu plus compliqué):

Théoréme 3.4.7 Soit (X;) un processus adapté sur (0, F,(F),IP) dont les trajectoires
sont nulles en 0, continues & droite et constantes par morceauz, et N2 les processus as-
sociés par (8.4.5). S’il existe X > 0 et une probabilité G sur IR? tels que pour tout A € RY
le processus Nt — MNG(A)t soit une (F;)-martingale, alors le processus (X;) est un (Fy)—
processus de Poisson composé.
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Chapitre 4

Les processus de renouvellement

4.1 Introduction

Ce qu’on désigne sous le terme de “processus de renouvellement” est une généralisation
des processus de Poisson, obtenue en remplacant la loi exponentielle des intervalles “inter—
sauts” par une loi I’ arbitraire. De maniere précise, on pose:

Définition 4.1.1 Un processus de renouvellement est un processus de comptage N =
(Ny), donc de la forme

Ne=> lpsy,  To=50+...+S1 si n>1 (4.1.1)
n>1

(comme en (3.2.2)), ou les S,, sont indépendantes et Sy est de loi Fjy et les S,, pour n > 1
sont de loi commune F, avec Fy et F' portées par |0, co.

Un peu a la maniere des processus de Markov, on parle d’un processus de renouvelle-
ment associé a F, la loi Fy de Sy jouant le role de “condition initiale” et pouvant varier.
On peut réaliser un processus de renouvellement de loi F' sur ’espace canonique §2 = ]Rﬂv
muni de la tribu produit F, des variables canoniques Sy, ((zo, z1,...) = Z,, et de la proba-
bilité produit IPr, = Fo ® F ® ... ® F ® .... Dans la suite on écrira toujours IPp, (méme
si on n’est pas sur ’espace canonique) de fagon & bien préciser la loi initiale, qui peut
changer, alors que la loi F' est supposée fizée une fois pour toutes. Lorsque Fy = ¢, est la
masse de Dirac en x €]0, co[, on écrit aussi IPy.

Un processus de Poisson de parametre A est un processus de renouvellement si A > 0,
auquel cas Fy = F est la loi exponentielle de parametre A; inversement un processus de
renouvellement ayant ces lois est un processus de Poisson.

La terminologie “renouvellement” provient de ’application suivante: un composant
d’une machine a une durée de vie aléatoire de loi F'; chaque fois qu’il tombe en panne on
le remplace; les durée de vie successives sont notées S1, Ss, . ..; la durée de vie “résiduelle”
Sp du composant en place a l'instant initial 0 est de loi Fj (qui dépend du temps pendant
lequel ce composant a fonctionné avant l'instant pris comme instant initial): alors, Ny
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représente le nombre de fois ou il a fallu changer le composant avant 'instant ¢. Les temps
T, auxquels on change le composant sont appelés les temps de renouvellement.

On remarque que bien-str 7}, < co pour tout n. A linverse, si
m = E(S)) = / +F(dz) (4.1.2)

(qui peut étre fini ou infini), la loi des grands nombres pour les variables positives entraine
que (S1+ ...+ S,)/n converge p.s. vers m, donc

T, — p.s. (4.1.3)

On a donc presque strement N; < oo pour tout ¢, et N; T oo quand ¢t — oo.

4.2 Quelques propriétés élémentaires

4.2.1 Le potentiel

D’un certain point de vue, le processus de renouvellement est entierement déterminé par
la suite (7},). Vu la définition 4.1.1, il est évident que la suite (7},),>1 constitue sous la
probabilité IPr, ce qu’on appelle une marche aléatoire, c’est—a—dire une chaine de Markov
de probabilité de transition

P(x,A):/lA(:r—l—y)F(dy), ie. P(z,)=e,+F, (4.2.1)

et aussi de loi initiale Fy (= la loi de 77, puisque nous partons du temps 1 pour la
chaine (7},)). Comme d’habitude pour une chaine de Markov, le potentiel est le noyau
U=73,>0P" et (comme dans la situation des processus de Lévy: une marche aléatoire
n’est rien d’autre que la version “temps discret” d’un processus de Lévy) la puissance P"
est P"(x,.) = e, x F™*. En particulier la mesure U(0, dx), notée simplement U (dx), est

U=> F"™,  ie U(A)=Fg (> 14T, -T)|. (4.2.2)
n>0 n>1

Cette mesure s’appelle le potentiel recentré du processus de renouvellement, et ne dépend
pas de la mesure initiale.

Lemme 4.2.1 Pour tout t > 0 4l existe une constante a; < oo telle que
U(ls,s+t]) <y Vs > 0. (4.2.3)

En particulier IEg,(Ny) < U([0,]) < oo pour tout t < oco.

Preuve. Si on montre (4.2.3) pour un ¢ > 0 et un oy, on Paura évidemment pour tout
t’, avec la constante ay = nay si (n — 1)t < ¢ < nt. On choisit alors ¢ > 0 tel que
B = F(Jt,oo[) > 0. On a
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U([Sa 5+ t]) = EFO (Z 1{T1+5§Tn§T1+s+t}>

n>1
= Y Pp(Ti+s<T,<Ti+s+1). (4.2.4)
n>1
Onaaussi{TIN+s<T,<Tr+s+t}N{S, >t} C{T1+s<T, <T1+s+t<Thi1}
Comme S,, est indépendante de 11, ...,T,, il vient alors

Pp(Ti+s<T,<Ti+s+t) B<Pr(T1 +s<T, <Ti+s+t<Thi1).

En remarquant que les {77 +s < T,, <Ti1 + s+t < Tp,41} pour n > 1 constituent une
partition de ’ensemble 2, en sommant ces inégalités sur n > 1 on déduit alors de (4.2.4)
que U([s,s +t]) B < 1, et comme § > 0 on a (4.2.3) pour le ¢ choisi ci—dessus avec
ar =1/ < 0.
Enfin, (4.2.4) appliqué avec s = 0 donne
U([0,1) = Er,(Y_ Yn<n<nity) = Br (D Yin,<y) = Ery (),
n>1 n>1

d’ou le dernier résultat. O

En particulier, la mesure U est une mesure de Radon, donc o-finie, et on peut en faire
le produit de convolution avec n’importe quelle probabilité sur IR+. Au vu de la premiere
partie de (4.2.2), il est alors évident que U vérifie I’équation du renouvellement associée a
F pour les mesures, c’est—a-dire

U=¢e+ FxU. (4.2.5)

Si maintenant on tient compte de la loi initiale, on obtient le potentiel du processus de
renouvellement, qui est la mesure

Up, = FoxU,  ie. Ug(A) =R (Z 1A(Tn)) (4.2.6)
n>1
En particulier U,, n’est autre aue la mesure U(z,.).

L’objectif de ce chapitre est essentiellement d’étudier le comportement des mesures
U ou Up, “a linfini”, c’est-a—dire par exemple les limites éventuelles de U(t + A) ou
t+A={t+x:x € A} lorsque t — co. On étudiera aussi le comportement asymptotique
des processus qu’on va maintenant introduire.

4.2.2 Le processus des ages

On part d’un processus de renouvellement (N;) de loi inter—sauts F' et de loi initiale Fjp.
On pose aussi Ty = 0, et

Vi=inf(T, —t:n>1,T, >t) =inf(s: Ng > Ny) — ¢
¢ si Ny=0 (4.2.7)

Wy=sup(t—T,:n>0,T, <t)=
t —sup(s: Ny < V) si Ny > 1.
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Le processus (V;) s’appelle le processus des “temps avant renouvellement”, tandis que (W)
s’appelle le “processus des ages”.

Nous allons d’abord montrer que les deux processus (V;) et (W;) vérifient la propriété
de Markov, relativement aux deux filtrations qu’ils engendrent:

Gi=o0(Vs:s<t), Fr=0(Ws:s<t). (4.2.8)

Lemme 4.2.2 (i) Les processus (Vi) et (W) sont continus a droite et “linéaires par
morceauz”, de pentes respectives —1 et +1, et a valeurs dans |0,00] et [0, 00[ respective-
ment.

(ii) On a les inclusions et égalités Fy = o(Ng: s <t) C Gy = Ft Vo (Tn,+1)-

Preuve. (i) est évident. Posons F; = (N, : s < t). Comme {W; > z} est vide si z > ¢
et égale {Ny = Ny_,.} si # < t, il est clair que Fy C F.

Montrons ensuite 7}, C F;. Etant donné (4.1.1), il suffit de prouver que chaque T}, est
un temps d’arrét pour la filtration (F;). C’est évident pour n = 0, et supposons le vrai
pour un certain n. On a {T,+1 < t} = {1, <t} N{W; < (t —T,,)"} (ou zt désigne la
partie positive de x € IR), et {T,, < s} € F, pour tout s par hypotheése, donc la variable
(t — T,)" est Fr-mesurable: donc {T,+1 < t} € Fy, et Tp41 est aussi un (F;)-temps
d’arrét.

Puis on prouve que F}, C G¢, et comme ci-dessus il suffit de montrer que chaque
T, est un (G;)-temps d’arrét. C’est évident pour n = 0, et supposons le vrai pour un
certain n. Comme (V) est continu a droite, on a que Vr, est Gp, y—mesurable (cf. la
preuve du théoreme 2.1.5). On a aussi T,,41 = T, + Vp,, d’aprés (4.2.7). Par suite
{Thi1 <t} = Upgoping {Tn <7} N {Vr, <t—r}), qui appartient clairement & Gy, et
Th41 est un (Gy)—temps d’arrét.

Ensuite, on a T,y = t + V4, donc o(Tn,+1) C Gi. 1l reste donc a montrer que
G C FtVo(Tn41). Maissi s <tona{Vy <z} =Ux>{lh <s<Th1 < x+ s},
qui appartient & Fgy,, donc & F; pour tout x €]0,¢t — s]; enfin si x > ¢t — s il vient
{t—s<Vy<a}={Vs<t—s}*N{Tn,+1 <z}, qui est dans F;\/ o(Tn,+1). Ainsi Vs est
FiV o(Tn,+1)—mesurable pour tout s < t. O

Remarquons que l'inclusion F; C G; est stricte. En effet, la tribu Fo = o(Np) est la
tribu triviale, tandis que que la variable T} = Vj est Gyp—mesurable.

Proposition 4.2.3 Sous chaque probabilité IPg, le processus (Vi) est de loi initiale Fy et
est markovien relativement a la filtration (Gt) et au semi-groupe de transition (PY) sur
10, 00[ donné par

la(x —1t) st >t
PY(z,A) = (4.2.9)
Er(14(Vi—y)) st 0<x<t.

Preuve. On a Vj = 71, d’ou la premiere assertion. Comme (V) est continu a droite, la

fonction t — IEr(14(V;))) est mesurable. Il en découle que (4.2.9) définit pour chaque ¢
une probabilité de transition sur |0, ool.
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On va montrer que pour tous n € IN, s,t > 0, et f,, et g boréliennes bornées,

Er, (fa(T1, - Toi)9(Ver ) Yna=ny ) = By (Fa(Th - Tos) v, =y PY9(V3))

(4.2.10)
En sommant sur n € IN et en se rappelant que, d’apres le lemme précédent, toute variable
Gs—mesurable est en restriction a l'ensemble { Ny = n} une fonction de (71, ...,T,+1), on

en déduira la propriété de Markov cherchée, soit IEr,(g(Vii)|Gs) = PY g(Vy); enfin, en
prenant I’espérance dans cette égalité, lorsque Fy = €., cela donne aussi la propriété de
semi-groupe pour (PY).

11 suffit bien—sir de montrer (4.2.10) séparément lorsque la fonction f,, est nulle sur
Pensemble {(t1,...,tp+1) @ tny1 < s+1t}, ou sur son complémentaire. Dans le premier cas
Pégalité (4.2.10) est évidente, puisque sur { Ny =n,T,+1 > s+tfona Viy =Vs—1t >0,
donc PYg(Vs) = g(Vi —t)) = g(Vsit). On se place maintenant dans le second cas,
ce qui revient a ajouter dans les espérances des deux membres de (4.2.10) l'indicatrice

Kt <st}-

On notera §n la variable §n = (Sn,Sn+1,-..), qui prend ses valeurs dans ’espace
(E,&) = (RN, RMN®) et dont la loi, sous chaque Pp,, est Q@ = FIN®, Comme toute variable
aléatoire, V,, peut s’écrire V,, = h, (T 1,51) pour une fonction mesurable h, sur ’espace
produit (IR x E,R ® £). On remarque aussi que sur 'ensemble {Ny = n,T41 < s + 1}

on a Viyy = hepi—7,, 1 (Snt1, Snt2). Comme le couple (Sp41,Sn42) est indépendant de
(Th, ..., Thy1) et de loi le produit F ® @, le membre de gauche de (4.2.10) s’écrit alors

EF() (fn(Tla <. 7Tn+1) 1{Tn§s<Tn+1§s+t} go h8+t—Tn+1 (Sn—i-h §TL+2))

= IER, <fn(T1, ooy Tot1) Yrp<saT<s+t) /9 o hs+t—Tn+1(507gl)F(dSO)Q(d§1)>

L'intégrale ci-dessus vaut en fait P g(Vj), puisque [g o hy_.(s0,81)F(dso)Q(ds;) =
PVg(z) si x <t d’apres (4.2.9), et Vs = T,y — s sur {N, = n}. On en déduit alors
Iégalité (4.2.10), et la preuve est terminée. O

Pour le processus des ages (W) la situation est un peu plus compliquée. C’est toujours
un processus de Markov, mais en général non—homogene. L’homogénéité n’est assurée que
lorsque la loi initiale est Fy = F'. Notons aussi G, la loi conditionnelle de S1 — x sachant
que S; > x, pour x > 0, c’est—a—dire

(4) = { Pl J 14(s = 2) Loy F(ds) st F(Ja,00[) >0

(4.2.11)
F'(A) sinon,

ou F’ est une probabilité arbitraire (par exemple F' = F). Remarquer qu'on a aussi
Go=PF.

Proposition 4.2.4 Sous la probabilité IPr le processus (W) est de loi initiale eo et est
markovien relativement a la filtration (Fy) et au semi-groupe de transition (PYV) sur IRy

donné par
PV (z,A) = Pg,(W; € A). (4.2.12)
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Preuve. La premiére assertion est évidente. Pour le reste, on utilise la notation S, de la
preuve précédente. Chaque variable W, s’écrit W,, = h, (T, S1), ou h,, est une fonction
mesurable sur I'espace produit (IR x E,R ® &). Par suite P}V, défini par (4.2.12), vaut

P (o, A) = [ 1a((t.)) Go(d)Q(ds).

Comme G, (dy) est une probabilité de transition de IRy dans lui-méme, il est clair que
chaque PV est aussi une probabilité de transition.

Exactement comme dans la preuve précédente, et puisque toute variable Fs—mesurable
est, en restriction & lensemble { Ny = n}, une fonction de (71,...,T},), il nous reste &
montrer que pour tous n € IN, s,t > 0, et f, et g boréliennes bornées,

Er (fa(T1 . T)gWess) L=y ) = B (fa(T1 . Ty PV g(We))  (4.2.13)

Sur 1’Aensemble {Ng = n} ={T, < s < Tp41} on a Wsyy = (T, + S, — 5,§n+1.
Comme S, 11 est indépendant de (T1,...,T,,S,) et de loi @, la partie gauche de (4.2.13)
vaut

FEr <fn(T17 o Tn) Yt <s<tt80) /9 o hy(Ty, + Sy — s, §)Q(d§))
_ Ep ( FaTh . To) Lygyeqy F(| — Ty 0] / g0 hu(u, 3Gy 1, (du)Q(d§)> .

(Sin > 1 cela est vrai quelle que soit la loi initiale Fp, en fait; mais pour n = 0 on a besoin
que Fy = F). L’intégrale ci-dessus vaut en fait PV g(t — T;,). Comme W, = t — T}, sur
Pensemble {T,, < s < T,+1}, I'expression précédente vaut aussi

EF (fn(Tb ey Tn) 1{Tn§5} F(]t - TTL? OOD Pth(WS)) ’

qui égale le membre de droite de (4.2.13). O

En particulier si (N;) est un processus de Poisson de parametre A > 0, alors Fy = F
est la loi exponentielle de parametre A, de sorte que G, = F' pour tout z. La probabilité
PY(z,.) prend alors la forme PV (x, A) = IP(W; € A) = F(A), qui ne dépend pas de
x: le temps d’attente du prochain saut apres s est donc exponentiel, et indépendant du
passé avant s. Cette propriété, évidente, vient de ce que le processus (Nsjp+ — Ns)i>0 est
indépendant de F; et de méme loi que (Ny).

4.3 Le théoréme de renouvellement

L’objectif de ce paragraphe est de montrer le théoréeme suivant, appelé théoreme de renou-
vellement. Ce théoréme concerne le comportement asymptotique des mesures translatées
e_¢xU lorsque t — o0, ou U désigne le potentiel recentré d’un processus de renouvellement
de loi inter—sauts F'. Remarquer en effet que pour tout borélien A de IR on a

Ult+ A) = / La(z — DU (dx) = (e_;  U)(A). (4.3.1)
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Plus généralement, pour toute fonction f positive, ou bornée et a support compact, le
produit de convolution U % f est la fonction

Ut = [ f(t - )V (o)

(ceci a un sens, en vertu du lemme 4.2.1, qui implique notamment que U est une mesure
de Radon). Pour toute fonction f sur IR on définit sa “symétrique” fpar f(m) = f(—=x).
D’aprés (4.3.1), on a donc U(t+ A) = (U x14)(t). Plus généralement, pour toute fonction
f positive, ou bornée et a support compact, on a donc

~

Ux f(t) = (e_e x U)(F). (4.3.2)

Supposons d’abord que F' soit portée par un ensemble de la forme E, = {na : n € IN},
pour un a > 0. Cela veut dire que presque surement S7 est un multiple entier de a, et il en
est évidemment de méme de chaque variable T;, —T7. Par suite la mesure U est aussi portée
par E,, et la mesure translatée e, xU sera portée par ’ensemble E, —t = {na—t :n € IN}.
On ne peut donc pas espérer en général que les mesures €; x U convergent en un sens
quelconque vers une limite lorsque ¢ — oco. Pour obtenir un résultat, il nous faudra donc
faire une hypothese sur le support Sup(F') de la loi F': on rappelle que Sup(F') est le plus
petit fermé de IR dont la F—mesure du complémentaire soit nulle.

Définition 4.3.1 Une probabilité F' sur IR est dite non—arithmétique si le plus petit
sous—groupe fermé (additif) de IR contenant Sup(F') est IR lui-méme (rappelons qu'un
sous—groupe additif de IR est une partie non vide A de IR telle que a — b € A pour tout
a,be A).

Lemme 4.3.2 Si F' est une probabilité sur IR, trois cas sont possibles:
(a) F = eg, et alors le plus petit sous—groupe fermé contenant Sup(F') est {0}.

(b) F est portée par l’ensemble E], = {na :n € Z}, pour un a > 0, et alors E/, est le
plus petit sous—groupe fermé contenant Sup(F).

(c) F est non—arithmétique.

Preuve. Ce résultat est évident, une fois remarqué que les seuls sous—groupes fermés de
IR sont {0}, E/, pour un a > 0, et IR lui-méme. O

Il est aussi évident qu’on est dans le cas (c) si et seulement si Sup(F') contient au
moins deux points a,b qui sont “rationnellement indépendants”, ce qui signifie que a # 0
et b/a n’est pas rationnel. En particulier si F' admet une densité par rapport a la mesure
de Lebesgue (ou, bien plus gnéralement, admet une partie diffuse non nulle), alors elle est
non—arithmétique.

Dans le cas des processus de renouvellement, le cas (a) ci—dessus est exclus puisque F'
est portée par ]0,c0[. Donc, soit F' est portée par un ensemble de la forme FE,, soit elle
est non—arithmétique.
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Théoréme 4.3.3 Soit un processus de renouvellement de loi inter—sauts F de moyenne
m (cf. (4.1.2)) et de potentiel recentré U. Si la probabilité F' est non—arithmétique, les
mesures €_4 x U convergent vaguement lorsque t — oo wvers la mesure nulle st m = oo, et
vers la mesure % B stm < oo, ot p désigne la mesure de Lebesque sur IR.

On conviendra de dire que % 1 =0 si m = oco. Rappelons qu'une famille de mesures
de Radon vy sur IR converge vaguement vers une limite v (encore une mesure de Radon),
si on a v(f) — v(f) lorsque t — oo, pour toute fonction f continue a support compact.
Vu (4.3.2), ce théoréme signifie donc que, lorsque ¢ — oo,

Ux f(t) — % /f(ac)dx (=0 si m=00) (4.3.3)

pour toute fonction continue a support compact f, puisque les intégrales de f et de fpar
rapport a la mesure de Lebesgue sont égales.

Commencons par des lemmes. Le premier est appelé lemme de Choquet—Deny.

Lemme 4.3.4 Si F est une probabilité sur IR, non-arithmétique, toute fonction continue
bornée f qui vérifie [ f(x +y)F(dy) = f(x) pour tout x est constante.

Preuve. On pose
@) = [(fa+y) = f@)* Fdy),  Hala) = [ Hola +9)F™(dy)
et Sp = S0y Hi. L'hypothese sur f implique Ho(z) = [ f(z + y)2F(dy) — f(z)?, donc
Suw) = 3 ([ ot 0P = [ 1)
= [+ PPy - S <
si C' = sup |f|. D’autre part on a par Fubini et Cauchy-Schwarz:
M) = [Fy [(f+y+2) - faty) Fld2)

= [F@) [(a+y+2) - S+ y) Flay)

> [ ([t rue )~ s upP@n) e

= [+~ f@)FE:) = Holw),

ou 'avant—derniere égalité provient encore de ’hypothese faite sur f. Donc H; > Hy et
on en déduit facilement que la suite H,(z) est croissante en n pour tout z. En particulier
H,(x) > Hy(x), donc Sp(x) > nHp(z). Comme S, (z) < 2C il faut donc que Hy(z) = 0
pour tout x.
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Mais Ho(x) = 0 implique que f(x + y) = f(z) pour F-presque tout y. Comme f
est continue, cela implique que f(z +y) = f(x) pour tout y € Sup(F) et tout z: donc
tout point y € Sup(F) est une période pour la fonction f. L’ensemble des périodes d’une
fonction continue est & I’évidence un sous—groupe fermé de IR, donc il contient le plus petit
sous—groupe fermé contenant Sup(F'), qui égale IR puisque F' est non—arithmétique: donc
tout y € IR est une période pour f, ce qui signifie que f est constante. O

Lemme 4.3.5 Si¢(x) = F(]x,00]) 1z>0y, le produit de convolution Ux¢ est lindicatrice
de R+.

Preuve. Rappelons que U ne charge que IR, et vérifie U([0,T]) < C(T+1) par le lemme
4.2.1. Comme de plus ¢ est continue a droite et vérifie 0 < ¢ < 1r, la fonction h = U x ¢
est h(t) = [¢(t — x)1pg(x)U(dx), et est aussi continue a droite (théoreme de Lebesgue)
et vérifie 0 < h(t) < C(t+ 1) pour t > 0. Elle est donc entierement caractérisée par sa
transformée de Laplace h(u) = [5° h(z)e “*dz pour u > 0. Il suffit donc de montrer que
h(u) = 1/u, qui est la transformée de Laplace de 1, .

La transformée de Laplace d’un produit de convolution étant le produit des trans-
formées de Laplace, on a h(u) = ¢(u) Y ,5¢ F(u)", ot F(u) = [e " F(dt) et

B(u) = /O T ettt = / F(dz) /0 “etdt =< (1 F(w).

u

On a donc le résultat. O

Preuve du théoréme 4.3.3. On pose vy = ¢_; xU. D’apres le lemme 4.2.1, pour tout
compact K de IR on a sup, 1(K) < co. D’apres un résultat classique sur la convergence
vague, cela implique que la famille {14 : t € IR} est relativement compacte pour la topologie
vague des mesures. En d’autres termes, il existe des suites (t,,) tendant vers l'infini, telles
que v, converge vaguement, et de plus si les limites ainsi obtenues sont toutes les mémes,
disons v, alors 14 converge vaguement vers v quand ¢ — o0.

Par suite il nous reste a montrer que si ¢, — oo et si v, converge vaguement vers v,
—_—
alors v = L.

Soit f continue & support contenu dans le compact [—-T,T1], et g(z) = [ f(z+y)v(dy).
D’abord il est évident (par le théoreme de Lebesgue, et puisque v est de Radon) que g est
continue. Ensuite, y — f(x + y) est aussi continue & support compact, donc g(z) est la
limite de

9u@) = [ fa+ ) = [ fo = ta+y)U(dy). (43.4)

Si C = sup|f|, on a donc |g,(z)| < CU([-T + tp, + x,T + t, + z]) < Cagr par le lemme
4.2.1. On a donc aussi |g(z)| < Cagr. Enfin I’équation (4.2.5) implique

gule) = f@ = 1)+ [ Fd2) [ o+ = ta+n)Udy) = @ = ta) + [ gnla+2)F(d2),

et comme g,, converge vers g en restant uniformément borné et que f(x —t,) est nul pour
n assez grand, on obtient en passant & la limite que g(x) = [ g(xz 4 2)F(dz). Le lemme
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de Choquet—Deny entraine alors que la fonction g est constante. En d’autres termes, on a
montré que

/f(x+y)l/(dy) = /f(y)V(dy) vV,

et pour toute fonction continue a support compact: cela entraine que la mesure de Radon
v est invariante par translation, donc en fait est de la forme v = apu pour une certaine
constante v > 0.

La seule chose restant & montrer est donc que o = 1/m. Pour cela on va utiliser le
lemme 4.3.5, apres avoir rappelé que la fonction ¢ qui y figure vérifie p(¢) = m. On va
distinguer deux cas:

e On a m = oo: Pour chaque p € IN soit f, une fonction continue et vérifiant 1;_, ; <
Jp < 1—p—1pt1)- La fonction gg fp est positive bornée a support compact; elle n’est pas
forcément continue, mais elle est continue & gauche avec des limites a droite et donc n’est
discontinue qu’en au plus un nombre dénombrable de points; comme la mesure limite
v = apu ne charge pas les points, la suite vy, (g/b\ fp) converge vers a,u(gg fp). Par ailleurs
v, (QAﬁ) =1 d’apres (4.3.2) et le lemme 4.2.12, donc oau(quSfp) < 1 pour tout p. En passant
3 la limite en p (théoréme de limite monotone), on voit que au(¢) = au(¢) = am < 1.
Comme m = oo ceci n’est possible que si a = 0, et le résultat voulu est prouvé.

e On am < oo: La fonction 2 — ¢(x)/m est la densité d’une probabilité n, donc la mesure
n*U admet la densité z — (Ux¢)(z)/m, égale & L 1, par le lemme 4.2.12. Cela revient
a dire que mn x U est la restriction de p a IR, et par suite mnxv, = mn+xU xe_y,
est la restriction de u & [—t,, 00|, qui converge vaguement vers p puisque t, — co. Par
ailleurs si f est continue & support compact, on a vu que les g,, de (4.3.4) convergent vers
la constante v(f) en restant uniformément bornées, de sorte que (mn * v, )(f) = mn(gn)
converge vers mv(f). Il en découle que mv = p, soit a = 1/m. O

Le théoreme 4.3.3 est notre résultat fondamental, mais il n’est pas tout—a—fait suffisant
pour les applications. Une conséquence immédiate — mais fort utile — en est le corollaire
suivant.

Corollaire 4.3.6 Sous les hypothéses du théoréme 4.3.3, on a la convergence (4.3.3) pour
toute fonction f vérifiant l'une des hypotheses suivantes:

(i) f est bornée a support compact, et l’ensemble des points ot elle est discontinue est
de mesure de Lebesgue nulle.

(ii) f est positive et Lebesque—intégrable, et les deur sommes

S,;‘{ - — su x), S; = — lnf
n lezzxe[z/n,(zr—)i-l)/n[f( ) n Z.GZ;JCE[i/n,(i-i-l)/n[

£(2) (4.3.5)

convergent vers la méme limite (nécessairement u(f)) quand n — oco. On dit alors que f
est directement Riemann intégrable.

Bien entendu, on a aussi (4.3.3) pour toute combinaison linéaire finie de fonctions des
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types (i) ou (ii) ci-dessus. Noter que toute fonction positive décroissante et Lebesgue-
intégrable est de type (ii).

Preuve. Pour (i), c’est un résultat classique relatifs aux convergence (vague ou étroite)
des mesures.

Si f est de type (ii), elle est coincée entre les fonctions f,;F et f,, égales sur chaque
intervalle I,, ; =|i/n, (i+1)/n] respectivement au sup et a I'inf de f sur I,, ;. Notons aussi
f;\;n = +1[, ~N,N] €6 fn ., = fn 11—, Chacune de ces dernieres fonctions est constante

par morceaux et & support compact, donc de type (i), et par suite U f]‘\‘}m(t) — % u( f;{,n)
par exemple, quand t — oco. De plus, (ii) entraine clairement que les intégrales de Lebesgue
de fIJ\;,n et fy, convergent vers wu(f) lorsque n, N — oo.

Ona f > fy,, de sorte que liminf; U x f(¢) > 1 1(fn ) pour tous n, N, donc aussi
liminf, U % f(t) > L u(f).

L’inégalité inverse est un peu plus difficile. Fixons n tel que S, < oco. Sie > 0 il
existe N tel que SiF = %Ziez,\i\an SUPgeli/n,(i+1)/n] J (€) soit inférieur a . En utilisant
le lemme 4.2.1, on voit alors que

Uxf(t) < U*f;m(t) + eary /.
Donc limsup, U  f(t) < ,u(f;JL) + ey, En faisant ¢ — 0 (donc N — 00), on arrive a

limsup, Ux f(t) < L u(fF). Mais (ii) implique aussi clairement que p(f;7) — u(f) quand
n — oo, donc en définitive limsup, U * f(t) < = u(f)), et on a le résultat. O

Comme application de ce corollaire, on voit donc que, si F' est non—arithmétique, pour
tout borélien A de IR dont la frontiere est de mesure de Lebesgue nulle,

p(d).

m

Ut+A) — (4.3.6)

4.4 Quelques applications

4.4.1 Comportement asymptotique du potentiel

On peut s’intéresser au comportement asymptotique de Ug,: cf. (4.2.6). Le résultat est
le méme que pour le potentiel recentré:

Théoréme 4.4.1 Soit Ug, le potentiel d’un processus de renouvellement de loi inter—sauts
F et de loi initiale Fy. Si la probabilité F' est non—arithmétique et de moyenne m, on a

Up, % f(t) — % /f(x)dx (=0 si m=o0) (4.4.1)

pour toute fonction f vérifiant les conditions (i) ou (ii) du corollaire 4.3.6. En particulier
e_t x UR, converge vaguement vers p/m sit — oo.

Preuve. Pour f comme ci—dessus, on sait que g(t) = Ux f(t) converge vers p(f)/m. Mais
Ur, * f(t) = [ g(t — x)Fy(dz), et la fonction g est bornée, de sorte que le résultat découle
d’une simple application du théoreme de Lebesgue. O
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4.4.2 L’équation de renouvellement

Nous avons introduit en (4.2.5) une premiere équation de renouvellement. Plus généra-
lement, on appelle équation de renouvellement avec second membre n, pour les mesures,
I’équation

p=Fxp+n. (4.4.2)

Dans cette équation 7 est une mesure de Radon portée par IR,;. L’inconnue est p,
également une mesure de Radon portée par IR, .

Théoréme 4.4.2 Si n est une mesure de Radon portée par IRy, dont la transformée
Laplace fj(u) = [ e " n(dz) est finie pour tout u > ug pour un ug > 0 donné, ’équation de
renouvellement (4.4.2) admet une solution et une seule p dans l’ensemble des mesures de
Radon admettant une transformée de Laplace p(u) finie pour tout u > ug, et cette solution

est donnée par
p=Ux%n. (4.4.3)

1
o 1-F(u)’
est finie pour tout u > 0 puisque F(u) = [ e **F(dz) < 1 lorsque u > 0 (rappelons que
F est portée par ]0,00[). Donc la mesure p définie par (4.4.3), qui est évidemment portée

par IR, vérifie p(u) = U(u)7(u) < oo pour u > up; en particulier, p est de Radon. Enfin,
le fait que p vérifie (4.4.2) découle immédiatement de (4.2.5).

Preuve. La transformée de Laplace de la mesure U est U(u) = 3,50 F(u) = qui

Pour l'unicité, soit p une solution satisfaisant les propriétés requises. On a p(u) =

F(u)p(u) + n(u), donc p(u) = % pour u > ug. Comme la transformée de Laplace
en restriction a un intervalle |ug, oo sur laquelle elle est finie caractérise entierement la
mesure portée par IR, cela prouve I'unicité. O

On a aussi une équation de renouvellement du méme type, mais avec des fonctions
positives a support dans IR, qui s’écrit

g=F%g+h. (4.4.4)

La fonction h est encore appelée le second membre de I’équation. Comme g et h peuvent
étre considérées comme les densités de deux mesures p et 1) portées par IR, cette équation
se ramene en fait a (4.4.2), et on a le

Corollaire 4.4.3 Si h est une fonction borélienne positive a support dans IR, dont la
transformée Laplace h(u) = [ e “h(z)dz est finie pour tout u > uy pour un uy > 0 donné,
l’équation de renouvellement (4.4.4) admet une solution g dans l’ensemble des fonctions
boréliennes positives a support dans IRy et admettant une transformée de Laplace G(u)

finie pour tout u > ug, donnée par
g=Uxh. (4.4.5)

Cette solution est unique a un ensemble de mesure de Lebesgue nulle prés. Si de plus h
est continue et bornée, la fonction g ci—dessus est aussi continue.
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Le comportement asymptotique des solutions des équations de renouvellement se déduit
aisément du théoreme 4.3.3 et de son corollaire 4.3.6. Par exemple si h est une fonction
positive vérifiant (i) ou (ii) du corollaire 4.3.6, la solution (4.4.5) de 1’équation de renou-
vellement vérifie g(t) — p(h)/m quand t — oo dés que F' est non—arithmétique.

4.4.3 Comportement asymptotique du processus des ages

Nous allons maintenant revenir aux processus (V) et (W;) de (4.2.7).

Proposition 4.4.4 Pour toute fonction borélienne bornée f sur IR, la fonction g(t) =
Loy IEr(f(V2)) vérifie Iéquation de renouvellement (4.4.4) avec le second membre h
donné par

= L0y /f ) o>ty F(dz). (4.4.6)

Preuve. On a aussi h(t) = IEp(f(Vi)1{1,>¢) sit > 0, puisque V; =Ty —t si Ty > t. En
reprenant les notations de la preuve de la proposition 4.2.3, on a Vu = hy (11, §1) donc
aussi Vi = hy_1, (51, Sz) sur I’ensemble {T1 < t}. Donc comme (S7, Sg) est indépendant
de T et a méme loi que le couple (Sp, Sl) sous IPp, il vient pour t > 0:

gt) = h(t)+ Er (foh7,(5,%) ln<y)
= )+ [ Br(f(Vies)) 1z F(do)

qui vaut h(t) + F % g(t). Sienfin t <0 on a g(t) =0 = h(t) + F * g(t). O

Pour le résultat suivant, on utilise la méme notation qu’au lemme 4.2.12:

&(s) = F(]s, 00[) Lis>01- (4.4.7)

Rappelons que p(¢) = m, de sorte que si m < oo la fonction % ¢ est une densité de
probabilité portée par IR, .

Proposition 4.4.5 Supposons F non—arithmétique, de moyenne m. Pour tout x > 0 et
toute fonction continue bornée f sur IR, on a quand t — oo:

L s)o(s)ds st m < 00
PV f(z) — { g”” J 1 ()9ls)d = (4.4.8)

$1 M = 00.

Preuve. Comme P (z,.) ne charge que ]0,00[ et comme ¢(s) = 0 si s < 0, on peut
supposer que f(xz) =0 si < 0. D’apres les propriétés de la convergence étroite, il suffit
méme de considérer le cas o 0 < f <1 et le support de f est un compact de ]0, col.

Avec les notations g et h de la proposition précédente, on a PY f(z) = g(t — x) pour
t > x d’apres (4.2.9), donc il suffit de montrer la convergence de g(t) vers la droite de
(4.4.8). Comme h et g sont bornées, le corollaire 4.4.3 entraine que g = Uxh & un ensemble
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de mesure de Lebesgue nulle prés. De plus h et g sont continues a droite puisque f est
continue, donc en fait g = U x h partout. Il existe 7" > 0 tels que 0 < f < 1j5 7). D’apres
Fubini et comme f(t) =0 sit <0, il vient aussi

u(h):/ooodt /f(x—t)F(dq:) :/F(dx)/ozf(:p —t)dt :/F(dx)/oxf(s)ds :/f(s)¢(s)ds.

Distinguons les deux cas suivants:

e On a m = oo: Il est clair que h(t) < F(Jt,t 4+ T]), donc g = U * h vérifie
o(6) < [ F(t =26+ T ~ a)U(dz) = (U« F) b0+ T)) < Ul £+ 7)

en vertu de (4.2.5). Le résultat découle alors de (4.3.6).

e On a m < oo: Vu le calcul de p(h) fait ci-dessus, il suffit d’apres le corollaire 4.3.6
de montrer que la fonction h est directement Riemann-intégrable, sachant qu’elle est
Lebesgue-intégrable (car p(h) < [5° ¢(s)ds = m). Comme [ est continue & support dans
10,77, on a que &, = sup; g5 <1/n([f(t) — f(s)]) tend vers 0, et si Les<t<™lona
|f(z —t) = f(x = s)| < enljijn,oof(*). Comme dans (4.4.6) on peut supprimer I'indicatrice
Lz>¢) puisque f(s) = 0 pour s < 0, on en déduit que pour % <s<t< % on a
|h(t) — h(s)| < en¢(i/n). Il en découle que pour tout i € IV,

sup h(z)— inf  h(z) < en d(2).
ze[L, L] ze[L L] n

— ’
n’ n ntmn

Par suite, en utilisant aussi h(s) = 0 si s < 0, les deux sommes S, et S, associées a la
fonction h par (4.3.5) vérifient

S-S Ssn% Zgﬁ(%)ﬁen (i+/ooo¢(s)ds) =¢q (i—}-m)

>0

puisque ¢ est décroissante. Par suite S;” — S, — 0, et la preuve est achevée. O

Ce résultat nous permet d’étudier la stationnarité éventuelle du processus (V;) des
temps avant renouvellement:

Théoréme 4.4.6 Supposons F non-arithmétique et de moyenne m. Il existe une loi
initiale Fy sous laquelle le processus (Vi) est stationnaire si et seulement si m < oco. Dans
ce cas la stationnarité a lieu si et seulement si Fy est la loi de densité ¢(.)/m (cf. 4.4.7)).

Preuve. En vertu de la proposition 2.1.8, il suffit de montrer que le semi-groupe (P,”) des
transitions du processus markovien (V;) admet une probabilité invariante 7 si et seulement
si m < oo, et que dans ce cas I'unique probabilité invariante est Fy(ds) = L ¢(s) ds.

Supposons d’abord que 7 soit une probabilité invariante. Pour toute fonction positive
fonanPYf=n(f). Sienplus f est continue, & support compact dans IRy, les P} f(x)
sont évidemment majorés par une constante indépendante de x et t, et convergent vers 0
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(resp. Fp(f)) sim = oo (resp. m < oo, avee Fy(ds) = = ¢(s) ds). D’apres le théoreme de
Lebesgue on en déduit que n(f) vaut 0 (resp. Fy(f)). Lorsque m = oo cela entraine que 7
est la mesure nulle, d’ou une contradiction, et il n’existe pas de probabilité invariante. Si
m < 00, cela entraine que n = Fp, donc si Fj est une probabilité invariante, c’est la seule.

Il reste donc & montrer que si m < oo et n(dr) = ¢(x)dw, alors nP) f = n(f) pour tout
t et toute fonction f comme dans la proposition 4.4.5. Avec les notations de la proposition
4.4.4, on a alors PY f(z) = f(x — ) {z>ty +9(t — ) et g = U x h. Par suite

[o%e) t
WB S = [T o= 0ds+ [ o(s)lt - 5)ds
— /OOO St + 5)f(s)ds + U % éx h(t)
_ /OO gb(t~|—s)f(s)ds—|—/th(t—s)ds.
0 0
ou derniere égalité vient du lemme 4.3.5. Mais (4.4.6) implique
/Oth(t—s)ds :/Ot ds /f(x—s)F(dx) :/F(dx)/;f(s)ds :/Ooof(s)(gb(s)—qb(s—i—t))ds,
et par suite nPY f = [7° ¢(s)f(s)ds = n(f). 0

Pour terminer nous traitons rapidement le cas du processus (W5).

Proposition 4.4.7 Pour toute fonction borélienne bornée f sur IR, la fonction g(t)
Loy Er(f(Wy)) vérifie léquation de renouvellement (4.4.4) avec le second membre h =

fo.

Preuve. En reprenant les notations de la preuve de la proposition 4.2.4, on a W,, =
(T, S1) donc aussi Wi = hy_7, (S1,S2) sur Pensemble {7} < t}. Donc comme (i, S5)
est indépendant de T} et a méme loi que le couple (Sy, §1) sous IPr, et comme W; =t si
Ty > t, il vient pour t > 0, avec h = f¢:

g(t) = Pr(Ti>Df#) + Br (foher(S1,%) <)
— )+ [ Br(f(Wies) Ly Flda),

qui vaut h(t) + F % g(t). Sienfin t <0 on a g(t) =0 = h(t) + F * g(t). O

Proposition 4.4.8 Supposons F' non—arithmétique, de moyenne m. Pour tout x > 0 et
toute fonction continue bornée f sur IR, on a quand t — oo:

L s)o(s)ds st m < 00
PY f(z) — { m | ()9ls)d - (4.4.9)

0 ST M = 00.
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Preuve.La encore, on peut se limiter au cas ou f est a support compact dans [0, 00[
(puisque P/ (z,.) ne charge que IR, ), et vérifie 0 < f < 1. Avec les notations g et h
de la proposition précédente, la fonction h est bornée a support compact dans IR, et est
continue a droite, donc vérifie la condition (ii) du corollaire 4.3.6. Par suite g(¢) converge
vers u(h)/m quand t — oo, c’est—a—dire vers le membre de droite de (4.4.9). Etant donné
(4.2.12, on a (par le méme argument que dans la proposition précédente):

P f(@) = FOGa(t o) + [ gt = 5)L(pcyGalds) (4.4.10)

et le résultat en découle par le théoreme de Lebesgue. O

En ce qui concerne 'existence de probabilités invariantes pour le semi—groupe (PtW),
la situation est radicalement différente de celle de (P)). En effet si m = co on montre
comme dans le théoreme 4.4.6 qu’il n’y a pas de probabilité invariante. Si maintenant
m < 00, la proposition précédente montre que pour tout x et tout € > 0 on a pour t assez
grand: PV (z,[0,¢]) > 0, de sorte que si 7 est une probabilité invariante on a aussi on a
n(]0,€]) > 0 pour tout € > 0. Mais W; = ¢ si et seulement si 77 > ¢, de sorte que d’apres
(4.2.12),

o(t + x)
¢(x)

lorsque ¢(z) > 0. Si alors o = sup(s : ¢(s) > 0), la probabilité invariante 7 vérifie

TORY R wes

PtW(xv {t}) = Gx(]t7 OOD =

Lityacayn(de),

qui est strictement positif pour tout ¢ assez petit des que 7(]0,¢]) > 0 pour tout € > 0, ce
qui est toujours vrai comme on vient de le voir. Mais il n’existe pas de probabilité telle
que n({t}) > 0 pour tout ¢ proche de 0. Par suite on a:

Théoréme 4.4.9 Le semi—groupe (P}V) n’admet jamais de probabilité invariante.

“Moralement”, toutefois, il est possible en modifiant la définition de W, d’en faire
un processus de Markov stationnaire, avec la méme loi invariante que V; (& cause de
la proposition 4.4.8): il faut remplacer Wy par W}, qui égale W; si t > T} et qui vaut
W/ =t+Z si Ty > t, o Z est une variable indépendante de tout le reste et qui admet
également pour loi la loi invariante de V;. Le calcul, facile a faire, est laissé au lecteur.
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