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“Introduction aux processus de diffusion” (L.Zambotti)

Chapitre VI. Formule d’Itô et applications

Exercice 1. Soient X et Y deux (Ft)-mouvements browniens réels indépendants, et soit

H un processus progressif. On pose

βt =

∫ t

0

cos(Hs) dXs −
∫ t

0

sin(Hs) dYs,

γt =

∫ t

0

sin(Hs) dXs +

∫ t

0

cos(Hs) dYs .

Montrer que β et γ sont des (Ft)-mouvements browniens indépendants.

Exercice 2. (intégrale de Stratonovich). Soient X et Y deux semimartingales continues.

L’intégrale de Stratonovich
∫ •
0
Y ◦ dX est définie par∫ t

0

Ys ◦ dXs :=

∫ t

0

Ys dXs +
1

2
⟨X, Y ⟩t .

(i) Montrer que pour tout t > 0 et toute suite 0 = tn0 < tn1 < · · · < tnpn = t de subdivisions

embôıtées de [0, t] dont le pas tend vers 0,

lim
n→∞

pn−1∑
i=0

Ytni+1
+ Ytni

2
(Xtni+1

−Xtni
) =

∫ t

0

Ys ◦ dXs en probabilité.

(ii) Montrer que si F : R → R est une fonction de classe C3, alors

F (Xt) = F (X0) +

∫ t

0

F ′(Xs) ◦ dXs.

Exercice 3. Soit B un (Ft)-mouvement brownien. Montrer que
∫ t

0
1{Bs=0} dBs = 0.

Exercice 4. On note Px la loi du mouvement brownien (Bt, t ≥ 0) issu de x > 0, et on

pose τ := inf{t ≥ 0 : Bt = 0}. Soit f : R+ → R continue à support compact. Calculer

Ex(
∫ τ

0
f(Bs) ds).

Exercice 5. Soit Z = X + iY un mouvement brownien complexe issu de 0. On pose

τ := inf{t : |Yt| ≥ π
2
}. À l’aide de la martingale eZ , déterminer la loi de Xτ .

Exercice 6. (i) Soit g : R+ → R+ une fonction continue. Soit f : R+ → ]0, ∞[ une fonction

de classe C2 telle que f ′′ = 2gf sur R+ et que f(0) = 1, f ′(1) = 0. On pose

u(t) :=
f ′(t)

2f(t)
, t ≥ 0.

Montrer que u′ + 2u2 = g sur R+.
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(ii) Soit β un (Ft)-mouvement brownien réel standard. Soient x0 ≥ 0 et a ≥ 0 des réels

positifs. Soit (Xt, t ≥ 0) un processus continu et adapté, à valeurs dans R+, tel que

Xt = x0 + 2

∫ t

0

√
Xs dβs + at.

Montrer que u(t)Xt −
∫ t

0
g(s)Xs ds = u(0)x0 +

∫ t

0
u(s) dXs − 2

∫ t

0
u(s)2Xs ds, t ≥ 0.

(iii) Posons Mt := u(0)x0 + 2
∫ t

0
u(s)

√
Xs dβs, t ≥ 0. Montrer que

f(t)−a/2 exp
(
u(t)Xt −

∫ t

0

g(s)Xs ds
)
= E (M)t.

(iv) Montrer que f est décroissante sur [0, 1]. Montrer que

E
[
exp

(
−

∫ 1

0

g(s)Xs ds
)]

= f(1)a/2ex0f ′(0)/2.

(v) Montrer que

E
[
exp

(
− θ2

2

∫ 1

0

Xs ds
)]

=
1

(chθ)a/2
exp

(
− x0

2
θthθ

)
, ∀θ ∈ R.

(vi) Soit B un mouvement brownien réel standard. Montrer que pour tout x ∈ R,

E
[
exp

(
− θ2

2

∫ 1

0

(Bs + x)2 ds
)]

=
1

(chθ)1/2
exp

(
− x2

2
θthθ

)
, ∀θ ∈ R.

(vii) Soient B et B̃ des mouvements browniens réels standard indépendants. Montrer que

pour tout t > 0 fixé, inf{s ≥ 0 : |Bs| = t} et
∫ t

0
B2

s ds+
∫ t

0
B̃2

s ds ont la même loi.

Exercice 7. Soit (Bt, t ∈ [0, 1]) un mouvement brownien issu de 0, et soit (Ft, t ∈ [0, 1])

(l’augmentation habituelle de) la tribu canonique de B. On se donne f : R → R une

fonction borélienne bornée, et on pose Mt := E[ f(B1) |Ft], t ∈ [0, 1]. Écrire explicitement

une constante c et un processus progressif H tels que Mt = c+
∫ t

0
Hs dBs.

Exercice 8. (troisième identité de Wald). Soit B un (Ft)-mouvement brownien standard,

et soit τ un temps d’arrêt tel que E(eτ/2) < ∞. Montrer que E[exp(Bτ − τ
2
)] = 1.

Exercice 9. Soit B un (Ft)-mouvement brownien, et soit St := sups∈[0, t] Bs. On pose

Xt := St −Bt.

(i) Montrer que
∫ t

0
1{Xu ̸=0} dSu = 0.

(ii) Montrer que Yt := X2
t − t est une (vraie) martingale.

(iii) Soit τ := inf{t ≥ 0 : Xt = 1}. Calculer E(τ).

Exercice 10. Soit B un mouvement brownien issu de 0.

(i) Soit Q la probabilité sur F∞ telle que pour tout t, Q|Ft = eγBt− γ2

2
t • P|Ft . Soit τ un

temps d’arrêt fini P-p.s. Montrer que E[eγBτ− γ2

2
τ ] = 1 si et seulement si τ < ∞ Q-p.s.

(ii) Soit γ ∈ R et a ∈ R des réels tels que γa ≥ 0. Si τ
(γ)
a := inf{t ≥ 0 : Bt + γt = a},

alors pour tout λ ≥ 0, E[e−λτ
(γ)
a ] = eγa−

√
(γ2+2λ)a2 .
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Exercice 11. Soit B un (Ft)-mouvement brownien standard, et soit H un processus

progressif. On suppose qu’il existe des constantes 0 < c ≤ C < ∞ telles que c ≤ Ht(ω) ≤ C

pour tout (t, ω) ∈ R+ × Ω. Montrer que pour toute fonction mesurable f : R+ → R telle

que
∫∞
0

f 2(t) dt < ∞, on a

exp
(c2
2

∫ ∞

0

f 2(t) dt
)
≤ E

{
exp

(∫ ∞

0

f(t)Ht dBt

)}
≤ exp

(C2

2

∫ ∞

0

f 2(t) dt
)
.

Exercice 12. Soit B un mouvement brownien issu de 0, et soit γ ∈ R. On pose τ :=

inf{t ≥ 0 : |Bt + γt| = 1}. Montrer que Bτ + γτ et τ sont indépendantes.

Exercice 13. Soit B un mouvement brownien standard, et soit f : [0, 1] → R une fonction

convexe de classe C2 telle que f(0) = 0 et b :=
∫ 1

0
(f ′(t))2 dt < ∞. Montrer que pour tout

x > 0,

P
(

sup
t∈[0,1]

|Bt + f(t)| ≤ x
)
≤ eax−(b/2) P

(
sup
t∈[0,1]

|Bt| ≤ x
)
,

où a := |f ′(1)|+
∫ 1

0
f ′′(t) dt.

Exercice 14. Soit B un (Ft)-mouvement brownien réel standard. Soit U une variable

aléatoire réelle F1-mesurable indépendante de B telle que E(eaU) < ∞, ∀a ∈ R. On pose

f(t, x) := E(exU−tU2/2), g(t, x) := E(UexU−tU2/2) et h(t, x) := g(t,x)
f(t,x)

.

(i) Soit Q la probabilité sur F1 définie par Q := f(1, B1) • P|F1 . Montrer que Bt −∫ t

0
h(s, Bs) ds, t ∈ [0, 1], est un Q-mouvement brownien.

(ii) On pose ξt := Bt + tU , t ∈ [0, 1]. Montrer que pour toute F : C([0, 1],R) → R+

mesurable,

E
{
F (ξt, t ∈ [0, 1])

}
= E

{
f(1, B1)F (Bt, t ∈ [0, 1])

}
.

En déduire que ξt −
∫ t

0
h(s, ξs) ds, t ∈ [0, 1], est un P-mouvement brownien.

(iii) Soit G := σ(ξt, t ∈ [0, 1]). Calculer E(U |G ).

(iv) Définissons la probabilité Q̃ sur F1 par Q̃ := e−UB1−U2/2 • P|F1 . Montrer que sous

Q̃, (ξt, t ∈ [0, 1]) et U sont indépendants, et que la loi de U est la même sous P et sous Q̃.


