M2 “Probabilités et Finance” Sorbonne Université Année 2022 — 2023
“Introduction aux processus de diffusion” (L.Zambotti)

Chapitre VI. Formule d’'It6 et applications

Exercice 1. Soient X et Y deux (%;)-mouvements browniens réels indépendants, et soit
H un processus progressif. On pose

t t
By = /cos(HS)dXS—l—/ sin(Hy) dYs,
0 0

t t
v o= /sin(Hs)dXs—/cos(Hs)dYs.
0 0

Montrer que § et 7 sont des (%;)-mouvements browniens indépendants.

Exercice 2. (intégrale de Stratonovich). Soient X et Y deux semimartingales continues.
L’intégrale de Stratonovich fo. Y o dX est définie par

t t

1

/Y;o dXs::/stXs—{—§<X,Y>t.
0 0

(i) Montrer que pour tout ¢ > 0 et toute suite 0 = 5 < 7 < --- < t; =t de subdivisions
emboitées de [0, t] dont le pas tend vers 0,

Pl Vi 4 Yo t
lim ) :%(Xﬁ“ — X)) = / Y,0 dX,  en probabilité.
n—00 o B

i=0 0

(ii)) Montrer que si F': R — R est une fonction de classe C3, alors
t
F(X,) = F(X0)+/ F'(X,) o dX,.
0

Exercice 3. Soit B un (.%;)-mouvement brownien. Montrer que fot 1ip,—0ydB; = 0.

Exercice 4. On note P* la loi du mouvement brownien (B, ¢ > 0) issu de z > 0, et on
pose 7 :=inf{t > 0: B, = 0}. Soit f: R, — R continue a support compact. Calculer

E*( [y f(Bs)ds).

Exercice 5. Soit Z = X + ¢Y un mouvement brownien complexe issu de 0. On pose
To=inf{t: |V}| > T }. A T’aide de la martingale eZ, déterminer la loi de X .

Exercice 6. (i) Soit g : R, — R, une fonction continue. Soit f : R, — ]0, oo[ une fonction
de classe C? telle que f” = 2¢gf sur R, et que f(0) =1, f/(1) = 0. On pose

u(t) := % t>0.

Montrer que v’ + 2u? = g sur R.



(ii) Soit B un (.%;)-mouvement brownien réel standard. Soient zo > 0 et a > 0 des réels
positifs. Soit (X, ¢ > 0) un processus continu et adapté, a valeurs dans R, tel que

t
Xt:xo—i-Z/ v/ XsdBs + at.
0

Montrer que u(t)X; — fot g(s)X,ds = u(0)xg + fot u(s)dX, — 2 fotu(s)sz ds, t > 0.
(iii) Posons M; := u(0)xo + 2fgu(s)\/XS dfs, t > 0. Montrer que

F() 2 exp (u(t)Xt — /Ot g(s) X ds) =& (M),.

(iv) Montrer que f est décroissante sur [0, 1]. Montrer que

]E[exp ( - /01 g(s) X ds)} = f(1)%/2em0d" (02,

(v) Montrer que

E|exp ( " /1X ds) | e (-Some),  voeR
xp | — — s =— - — : :
PU77% (chg)e2 “PAT 2
(vi) Soit B un mouvement brownien réel standard. Montrer que pour tout z € R,
2 1 1 332
R — 2 —_— P —
E[exp < 5 /0 (Bs + ) ds)] CTIRE exp ( 5 9th9>, Vo € R.

(vii) Soient B et B des mouvements browniens réels standard indépendants. Montrer que
pour tout t > 0 fixé, inf{s > 0: |By| =t} et [} B2ds+ [} B2ds ont la méme loi.

Exercice 7. Soit (By, t € [0,1]) un mouvement brownien issu de 0, et soit (%, t € [0,1])
(laugmentation habituelle de) la tribu canonique de B. On se donne f : R — R une
fonction borélienne bornée, et on pose M, := E[ f(By) | %], t € [0,1]. Ecrire explicitement
une constante ¢ et un processus progressif H tels que M; = ¢+ f(f H,dB;.

Exercice 8. (troisieme identité de Wald). Soit B un (:#;)-mouvement brownien standard,
et soit 7 un temps d’arrét tel que E(e”/2) < co. Montrer que E[exp(B, — )] =1

Exercice 9. Soit B un (#;)-mouvement brownien, et soit S; := sup,cjy 4 Bs. On pose
X, =85, — By.

(i) Montrer que fot 1{x,+0y dS, = 0.

(ii) Montrer que Y; := X? — ¢ est une (vraie) martingale.

(iii) Soit 7 := inf{t > 0: X; = 1}. Calculer E(7).

Exercice 10. Soit B un mouvement brownien issu de 0. ,
(i) Soit Q la probabilité sur .Z., telle que pour tout t, Q|7 = "%~ 2! e P| 5. Soit 7 un
2
temps d’arrét fini P-p.s. Montrer que E[e?? =% 7] = 1 si et seulement si 7 < 0o Q-p.s.
(i) Soit v € R et a € R des réels tels que ya > 0. Si 7= inf{t > 0: By +~t = a},
alors pour tout A > 0, E[e‘”‘gv)] = 10V (742N )a?,



