EXAMEN 4 mai 2026
Rough Paths
M2 Probabilités et Modéles Aléatoires

D’abord, quelques commentaires :

(1) En corrigeant les copies, je me suis aper¢u d’un probléme dans la question 4
de l'exercice 2, aussi grace aux doutes de quelques uns de vous. Maintenant
c’est corrigé, je demande pardon.

(2) L’un des buts principaux de ce cours est d’apprendre & utiliser la borne de
couture. Une faute fréquente consiste a affirmer que : si |0 Rgy| S [t — s|7 avec
n > 1, alors |Rg| S |t — s|7. Cela est faux : il suffit de considérer Ry =t - s,
pour trouver 0R =0 et
t-s
su =
0<s<£)<1 |t - 5|77
L’énoncé de la borne de couture est : SI Ry = o(t - s), alors | R, < K,|0R)],
pour tout 1 > 1. L’hypothése Ry = o(t — s) doit étre vérifiée a part.

+00

Dans 'exercice 2, ce point est important :
(a) Dans la question 2, le seul outil & disposition pour prouver que ||B?|, <
+00 et |B3|34 < +00 est le Théoréme 4.1 du cours.

(b) Dans la question 4, on doit majorer | R"|34 S [|0R"]34, et pour utiliser la
borne de couture il faut prouver d’abord que R” = o(t - s) : peu d’entre
vous l'ont fait (voir la correction ci-dessous pour 'argument complet).

(c) Dans la question 6 on peut prouver que |RY |3, < +oo sans la borne de
couture.

(d) Dans la question 10, on n’utilise pas & nouveau la borne de couture.
(e) Dans les questions 9 et 12 on doit appliquer la borne de couture mais il
faut d’abord montrer que B”, = o(t - s), respectivement Ys[t"] =o(t-s).
(3) Dans la question 2 de I'exercice 2, on ne peut pas dire que [B2,| < |t—s[>* parce
que [B%| S |t - s[> et B3, = ['B2 dB, : le seul moyen que je connaisse est
appliquer le point 3 du Théoreme 4.1 au reste J*) — J& - J& BL - J B2,

Durée 3h.

Dans tout le sujet, nous considérons un mouvement brownien standard B =
(Bi)0 sur un espace de probabilité filtré (Q, %, (%), P).
Exercice 1. Définir Z; := exp ()\Bt - ATQt) pour \ € R fixé.

(1) Montrer que Z satisfait 'EDS au sens d’Ito :

t
Zt:1+f AZ,dB,,  t>0. (1)
0
1



(2) Quelle équation rough est résolue par Z 7 Donner le développement local de
Z avec un reste o(t — s) par rapport a un rough path approprié.

Exercice 2. Définir pourn>0et 0<s<t

t
Bgt = 17 BZ;—I = / B?r dB?"’

t
IO = g = [0 B,

Fixer are (3,1) et T> 0.

(1) Montrer (par exemple par récurrence) que pour n >0 :
n—1 . )
By =J" - ) VB,
i=0
(la somme de 0 & -1 est nulle par définition).
(2) Montrer, a l'aide d’un résultat sur les développements locaux pour les inté-
grales d’'It6, que pour n =1,2,3, p.s.
IBZ| S |t - s|™, 0<s<t<T.
(3) Définir pour n > 0 les deux restes :

T = 5Js(tn)—Js(n_l)Bl 0<s<t
0

st
Ry =873 - IV By, - IV B,
avec J(-1 = J(=2) := 0. Montrer que
MW=R'=z0, r'=R'=0, R?=0,
et calculer JR" en fonction de r"~! et J(7=2),
(4) Montrer qu’il existe une constante C' = Cr 1|, 82|, > 0 telle que
1670 o+ [0TC Do+ 8T 2o + [ R 34
<C (|07 Do+ 82 o+ 6T o + [ R 30)

pour tout n > 3. Conseil : utiliser la notation x <y a la place de x < C'y si la
constante C' dépend uniquement de T, a, |B!||4, |B?|2,. Donc en particulier
on veut prouver que pour tout n >3

|67 o+ 670D o + |87 2 o + | R 50
S 100D o+ 87D o+ 6T o + [R50
(5) Montrer
167 a + 6@ a + [R50 £ 1,
167 o+ 6TV o + 6o + [ R0 51,
[67 o + 1670 Do + [R50 $C",  neN.



(6) Fixer A € R avec |\ < C~! et définir (avec la convention 0° :=1)
Y: = Z Ath(i)a RsYt = 0Yy — \Y By, - NY B2,
i=0

Montrer que Y et RY sont bien définis et que | RY |34 < +00.

(7) Quelle est I'équation rough satisfaite par Y 7 Quelle est 'EDS a la Ito satis-
faite par Y 7 En déduire une formule explicite pour Y.

(8) Montrer (par exemple par récurrence) la relation de Chen pour (B"),; :

sut — ut

n-1
oBr, = Y BEBYE, nx1,
k=1

(9) Montrer par récurrence et a ’aide de la borne de couture que p.s.
IBL| S |t - s™, 0<s<t<T, n>4.
Préciser la différence entre le cas n <3 et n > 4.
(10) Définir pour n >0 :

n-1
v =Y -y, Y N B,
i=0
Montrer que pour n =1,2,3, p.s.
Yl sE-s, 0<s<t<T.

(11) Montrer (par exemple par récurrence) que pour tout n > 1
n-1 I
syl = S yl-ig,
i1

(12) Montrer a 'aide de la borne de couture que pour tout n >4, p.s.
VI gle-sre, 0<s<t<T.

(13) Interpréter et discuter ce dernier résultat.
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Solution de I’exercice 1.

(1) 11 s’agit d’une application classique de la formule d’It6.

(2) L’équation (1) est une EDS a la It6 avec coefficient de diffusion o(z) = Az.
Le cours nous apprend que I'équation rough est basée sur les coefficients o et
09 :=0'c. Ici 09(z) = A22. Nous avons donc

B, - Bs)?-(t-
Zy— Zy - A\Z(B; - By) —)\QZS( i )2 (t-5) =o(t - ).
Ici, en une dimension, le rough path de 1td est donné par Bl, = B, — B; et

Bi—Bs)?—(t-s
Bgt ( %()

Solution de ’exercice 2.

(1) L’égalité est vraie pour n=0; or

B?;l / B dB f ( (”) ZJ(" 1)181) B

_ J(n+1) J(n+1) Z J(n i) BHl Jt(n+1) _ Z J§n+1—i) th

=0 1=0

(2) Pour n =1 nous avons |BL| =|B; - B,| < |t - s|*. Pour n = 2 nous avons
B2, = [ (B, - B,)dB, = J® - J® _ 1B, - B,)

et par le point 2 du Théoréme 4.1 du cours nous obtenons [B2| < |t — s|?.
Enfin

t
Bit:f (72~ J2 - 1 (B, - B,)) B,
:J(S) _J(3)_J(2) Bl _J(l) Bgt

et on en déduit par le point 3 du Théoréme 4.1 du cours que p.s. |[B2,| < [t—s]3.
(3) Pour tout n >0

ORL, = (67570 - IO BL ) Bl + 005 VB,
g

n— 1B1 +5J(” Z)BQ

En particulier
[6R 30 S I o + 6772 o

(4) Pour n > 3 nous avons J\"™ = J{" = 0 et donc
[67 o < 1TV oo [BH o + 702 oo [B o + | R
<T0 D ol B o + T|6 T2 o B2 o + T2 R 30
S 160 Vo + 16772 o + [ R 5a-



Nous obtenons
16 o + 6T D] + 62 o + | R 30
S 6TV + 6T g + | R 30-

Maintenant nous voulons appliquer la borne de couture pour majorer | R"|3,.
Pour cela nous devons montrer que p.s. R, = o(t—s). Cela suit du Théoréme
4.1 du cours avec [ = J™ h = J01D et b1 = J(=2) qui implique |R?| < |t—s[>
presque surement ; pour cela il faut aussi J(»2) € C'@, qui suit par récurrence.

Nous avons donc
[R50 S JOR™ 30 S |1 oa + 67072 |

par le point précédent. Maintenant [r"!aq S [ R 2a + |03, donc

16T o+ 67 o + | B30

SN8TO D0+ 16702 o + 6D o + [ R 2.
En conclusion

167 o+ 6TV o + (8T 2o + | R 30

SU8TCD o+ 10T o + 6T o + [ R 30
Pour n=1,2

167 = [R 20 = [R?|2a =0, [6JW ] =[BYa 51,
[6J@ o < T[0T D o] B o + |B?|a
<TO(IB o)? + 7B |20 5 1.
Par le point précédent
|60+ 167D o + [R50 sC*, €N,

Par le point précédent
[V]w €1+ TS N[6TO |, <1477 SN < +oo.
i=1 i=1

Maintenant :
RY, = 0Yy - Y, Bl - \?Y, B,
=YX (819 - IV BY - VB ) = Y NRY,
>0 >0
d’ou
[RY 30 § YN R[50 < Y. (AC) < +o0.

120 120



(7) Nous avons obtenu en particulier
Y- Y, - AY.BL, - A2V, B2 = o(t - 5)

ce qui correspond & une équation rough a la Itd, avec coefficient o(y) = Ay,
d’out 02(y) = o’o(y) = N\2y. L'EDS correspondante est

t
Yt:1+/ Y, dB,
0

qui est égale a 'EDS (1) et a donc Z comme unique solution.

(8) Le cas n =0 est B! = 0, pour la récurrence nous trouvons :
swit = [ (B -BL,) dB,
[ 6Bsur dB?“ + B?u B}zt
t
_ Z B!, [ Bi*dB,+Bl,Bl,
— ZBk Bn+1 k+]Bn Blltt — ZBk Bn+1 k'

(9) On raisonne par récurrence sur n > 3. Nous savons par le point 2 que la
formule est vraie pour n = 1,2,3. Supposons que la formule soit vraie pour
tout ¢ =1,...,n, avec n > 3. Alors

5Bn+1 ZBk Bn+1 k

sut

et par récurrence I'expression a droite est < |t —s|(*De. Pour utiliser la borne
de couture il faut vérifier préalablement que B = o(¢ - s). Pour cela on sait
que

B?;l _ 5‘]5(:“) _ JS(”) B;t _ (n 1) B2 Z J(”” i) Bz
n o n+1-1 i
=Ry -3 IR,
=3

Or R = o(t-s) comme discuté dans la correction du point 4 et |B? |3, < +00
pour 3 <t <n par l’hypothése de récurrence.

(10) Remarquons que Y3 RY donc p.s. Y33, < +00 par le point 6. Or
U= RY 4 Y, B, + \2Y, B2

st

donc pour n=1,2

[V e < [RY e + Z MY oo [ B e <

=n



(11)

(12)

(13)

ST Z Y S (B, - B + Y, 3 NBY,
=1 =1
- Y, S NGB, +6Ys, S NBL,
=1 i=1
n 1—1

==Y, Y X' Y BEBLF +6Y,, znj NBY,
1 i=1

su— ut
=1 k=
n—1 n n
==Y, > BE, Y NBLF+6Y,, > ANBY,
k=1 i=k+1 i=1
n—1 n-k no
==Y, Y BEAR Y NBL, +60Ys, ) NB,
k=1 i=1 i=1
=Y viig,
i=1
Pour n = 4 nous obtenons
DEVEDI b
i=1
et dans ce cas
0¥ | $ = |70t — '™ |t = s
La borne de couture nous dit que, si Y;,[t4] =o(t - s), alors
[Y ¥ 40 < K[ 144 < +oo.
Pour prouver que Y;[;l] =o(t - s), nous voyons que
4 3
vl =Y - N B},
et YSE?’] = o(t - s) par le point 10, B3, = o(t — s) par le point 2. Pour le cas
général, on raisonne par récurrence de la méme fagon. Par le point 7 :

sut

syl o Syl g
i=1

Par récurrence, Y=, 150 < +00 et |Bi];o < +oo par le point 9. On

prouve que Y™ = o(t - s) en raisonnant comme pour Y14,

Avec la construction précédente, nous avons obtenu p.s. un développement
de Taylor généralisé de la solution de I'EDS (1) avec un reste arbitrairement
petit.



