CGP TD 1 - Convergence de Mesures Master PMA

Exercice 1.  Soient (E,1g) et (F,7p) des espaces topologiques et f : E — F. Montrer
que f est continue si, et seulement si:

VYA C E, f(A) C f(A).

Exercice 2.  Soient (E,Tg) et (F,Tr) des espaces topologiques compacts et f : E — F
une application bijective et continue. Montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 3 (Bases et Sous-Bases de Topologie). Soit E un ensemble. Une base de
topologie sur E est une collection I'g de sous-ensembles de E telle que:

o Tout x € E est contenu dans l'au moins un des éléments de I'g.

e Pour tout x € E qui se trouve a la fois dans deux éléments By et By de I'g, il existe
un élément Bs de I'p tel que x € B3 C By N Bs.

On définit la classe T sous-ensembles de E comme suit:
AempeVere A dBel'g;x € BC A

1. Montrer que Tg est une topologie dont tout ouvert s’écrit comme réunion d’éléments
de I'p. Cette topologie est dite engendrée par I'g.

2. Montrer que dans un espace métrique, [’ensemble des boules ouvertes de rayons ra-
tionnels est une base de topologie qui engendre la topologie métrique.

Considérons maintenant un autre ensemble F' munit d’une base I'r qui engendre la topologie
Tp et f:E—F.

3. Montrer que [ est continue si, et seulement si:
VA e I'r, f_l(A) € TE.
Que signifie cette assertion dans le cas d’un espace métrique ?

Une sous-base Sg de topologie de E est une collection de sous-ensembles de E dont la réunion
est L.

4. Montrer que la classe des intersections finies d’éléments de Sg est une base de topologie.
La topologie engendrée est appelée topologie engendrée par S.

5. Montrer que le résultat de la question 3 reste vrai en remplacant VA € I'r par VA € Sp
ou Sr est une sous-base qui engendre Tr.

Exercice 4 (Topologie Initiale).  Soient I un ensemble d’indice et (F;,T;)ic; une famille
d’espaces topologiques. Soit F' un ensemble . On considére pour tout 1 € I une application
m - F — E;. On appelle topologie initiale relative a ((Fy, 7;)icr, F, (m:)ier) la topologie la
plus petite sur F' rendant continues toutes les applications w;. Pour ¢ € 1,0 € 1;, on pose:
S’i,O = 7TZ_1(O)
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1. Montrer que {S;0;0 € 1;,i € I} est une sous-base.
En déduire que la topologie engendrée par cette sous-base est la topologie initiale.

Faire le lien avec la topologie faible—x.

Soit (G, X) un troisieme espace topologique et Z : G — F une application. Montrer que
Z est continue si, et seulement si pour tout 1 € I, m; o Z est une application continue
de G dans E;.

Exercice 5 (Topologie Produit).  Soient I un ensemble d’indice et (E;, T;);cr une famille
d’espaces topologiques. On définit le produit [[,., E; par:

[1E = {@:1—>UE,;W € 1,0(i) eE}

el el

et on y pense bien sir comme une famille (u;);e; dont chaque u; est dans E;. On définit
de plus les applications projections comme suit. Pour j € I, mj : x = (23)ier € [[;c; Ei —
m;(z) = x; € Ej. La topologie produit est la topologie initiale relative ((E;, 7i)ier, [ [;e; i, (7i)ier)

1. Donner la forme d’un ouwvert de [[,.; E;.
2. Montrer que si I est dénombrable et les E; sont séparables, alors [[,., E; est séparable.

3. Montrer que si I est fini et les E; sont des espaces métriques de distance d;, alors la
topologie produit n’est autre que celle de l’espace métrique produit, c’est a dire engendrée
(entre autres) par la distance d définie par:

Vo = (23)ier,y = (Yi)ier € HEz‘ad(%Z/) = Zdi(ﬂfi,yi)-

el el

4. On considere maintenant le cas ou I = N et pour tout i € N, E; est un espace métrique
de distance d;. On définit d : [[,cn Bi X [Len Ei — R par:

L di(ws,y:)

Vo = (2i)ien, ¥ = (Yi)ien € HEi,d(x,y) = Z 21 + di(xi, y;)

i€N ieN
(a) Montrer que d est une distance.
(b) Montrer que la topologie induite par d coincide avec la topologie produit.
(c) Montrer qu’une suite (z")nen converge pour d si, et seulement si elle converge
composante par composante.

5. Montrer que le produit dénombrable d’espaces polonais est polonais.

Exercice 6 (Topologie de Kuratowski). Dans cet exercice, on souhaite caractériser
une topologie par une approche opératoire, notamment par les opérateurs de fermeture et
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d’intérieur. On va commencer par se donner un espace topologique (E,T) et considérer
Vopérateur f: P(E) — P(FE) défini par:

VAeP(E),fA=A= ()| F

Ffermé ACF

Dans un premier temps, on va exhiber des propriétés importantes de f puis dans un Sec-
ond temps montrer que la donnée d’ un opérateur vérifiant de telles propriétés induit une
topologie.

1. Montrer les propriétés suivantes de f:

(a) fO=0.
(b) VA,Be P(E),AC B= fAC fB.
(c) VAe P(E),AcC f(A).

(d) fof=Ff.
(¢) VA, B € P(E), f(AUB) = fAU fB.

A-t-on nécessairement f(ANB) = fAN fB ? Prouver ou donner un contre exemple.

On se donne maintenant un ensemble E et un opérateur opérateur f : P(E) — P(F) qui
vérifie les propriétes (a) a (e) de la question précédente. On pose:

7 ={0 € P(E); fcO = cO},
ou ¢ désigne ['opérateur de complémentation.
2. Montrer que T est une topologie telle que l'adhérence d’une partie A est fA.

3. Peut on vérifier la continuité des applications entre deux espaces topologiques en util-
isant exclusivement f ¢

4. Ezxpliquer comment peut-on retrouver rapidement ce qui préceéde en utilisant un opérateur
dintérieur 1 a la place d’un opérateur de fermeture.

5. Dans cette question, il s’agit de faire un petit jeu. Si on prend un ensemble A, on peut
s’amuser a construire 1A, fiA,ifiA,icA,.... En prenant

A=1[0,1[U]1,2] U {3} U ([4,5] N Q)

dans la topologie usuelle de R, montrer que l’on peut former au moins 14 ensembles
différents. Montrer qu’en fait ce nombre 14 est maximal.

Exercice 7 (Preuve topologique de Furstenberg sur I'infinité des nombres premiers).  Dans
cet exercice, on se propose de démontrer que l’ensemble des nombres premiers est infini par
un moyen topologique. On se place dans Z et pour a € Z*,b € Z, on définit:

S(a,b) ={na+b;n € Z} =aZ +b.

3
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1. Montrer que (S(a,b))@p)ez-xz est une base de topologie sur Z . On munit alors Z de
la topologie induite par cette base.

2. Montrer que les S(a,b) sont aussi fermés.

3. Montrer que:

=11 = |J smo)

p premier

et en déduire que l’ensemble des nombres premiers ne peut pas étre fini.

Exercice 8.  Le but de cet exercice est de montrer que tout sous-ensemble fermé ou ouvert
d’un espace polonais est polonais. Soit E un espace polonais.

1. Soit F C E un fermé. Montrer que F' est polonais.

On considere maintenant U un ouvert propre de E. Soit d une distance sur E telle que
(E,d) soit complet. On définit dy: U x U — R par:

1 1
Vr,y € U,do(z,y) = d(z,y) + d(z,U°)  d(y,U°)|

2. Montrer que dy définie une distance sur U.
3. Montrer que dy induit sur U la topologie trace de E sur U.
4. Montrer que (U,dy) est un espace métrique complet. Conclure.

Exercice 9.  Soit C(]0,+0o0]) l'ensemble des fonctions réelles continues sur l'intervalle
[0, 4-00].

1. On définit sur C([0,+o00]) x C([0,40c[) Uapplication d:
Vf.g € O((0, +oo). d(f. g) = sup{1 A |£(t) — g()]; € [0, +00)}.

(a) Montrer que d définie une distance sur C([0,+00]).

(b) On suppose que f et fi, fa, ... appartiennent a C([0, +oo[). Montrer que (fi)ren-
converge vers f pour d si, et seulement si elle converge uniformément vers f sur
[0, +o0].

(¢c) Montrer que C(]0,+0o0[), muni de d n’est pas séparable et donc n’est pas polonais.
2. On définit sur C(]0,+oo]) x C([0,400]) lapplication D:

+o0

V.9 € C(10, +ool), Y g sup{LALF() — g(0): € [0,n]}

n=1

(a) Montrer que D est une distance.
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(b) On suppose que f et fi1, fa, ... appartiennent a C([0, +oo[). Montrer que (fi)ren
converge vers f pour D si, et seulement si elle converge uniformément vers f sur
tout les sous-ensembles compacts de [0, +00].

(c) Montrer que munit de D, C([0,+o0[) est polonais.

Exercice 10.  Soient (E,7g) et (F,7r) deux espaces polonais, et f : E — F une fonction
continue. Montrer que A : M(E) — M(F') définie par:

Ve M(E),Au) = po f~
est continue.

Exercice 11.  Soit X un espace topologique métrisable. Pour p,v € M(X), on définie la
distance en variation totale entre u et v par :

dvr(p,v) = sup [u(A) —v(A4)[.
AEB(X)

1. Montrer que si dyr(pn, ) — 0 alors pu, = p.
n—oo

2. La réciproque est-elle vraie en génerale ?

3. Montrer que si X = Z alors cette distance métrise la convergence en loi. Montrer ains:
que dans ce cas:

dyru,) = 5 3 0lk) = (R

kEZ

Exercice 12 (Distance de Lévy-Prohorov).  Soit (X, d) un espace métrique séparable. On
définie sur M(X) x M(X) Uapplication suivante:

(1, v) = dpp(p,v) = inf{e > 0;VA € B(X), p(A) < v(A%) + € et v(A) < p(A°) + e},
ot pour A C X et e >0 on note
A ={z € X;3y € A avec d(z,y) < €}.
1. Pour z,y € X, calculer dpp(d;,0y).
2. Montrer que dpp est une distance sur M(X).

3. Montrer que l'on a en fait:

drp(p,v) = inf{e > 0;VA € B(X), u(A) < v(A°) + €}

4. Montrer que si i, ji1, fi2, ... sont des éléments de M(X) tels que dpp(pn, p) —— 0,

n—o0

alors i, = .

On veut montrer maintenant que l'on a réiproquement : Si fu, fi1, b2, ... sont des éléments
de M(X) tels que p, = p, alors dpp(pn, 1) — 0. Soit (x,)nen une suite dense dans X.
n—oo

Fizons € > 0.
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5. Montrer qu’il existe un m € N tel que :

1 (U B(:ci,e)) >1—e.

Soit U 'ensemble des ouverts de la forme :

UB(ie),J c{1,...,m}.

ieJ
6. Montrer que pour n assez grand :

VU €U, j1,(U) > p(U) —e.
Pour A € B(X), on pose:

U(A) = U B(;,€).

i=1,...,m;ANB(z;,e)#D
7. Montrer que pour n assez grand, on a u(A) < pu,(U(A)) + 2e.

8. Conclure que dpp(pin, 1) — 0.

n—o0

9. En déduire que dip métrise la topologie de la convergence en loi sur M(X).

Exercice 13.  On travaille sur ([0, 1], B([0,1]). On définit pour n € N:

1

Montrer que p, = A, la mesure de Lebesque sur [0, 1].

Exercice 14. Soit (un)nen une suite réelle. Sous quelles conditions nécessaires et suff-
isantes la suite de mesures 0, est tendue ¢

Exercice 15.  Montrer que toute suite de variables aléatoires réelles bornée dans L' admet
une sous-suite qui converge en loi.

Exercice 16. Soit 1 une mesure de probabilité tendue sur un espace métrique (E,d).
Montrer qu’il existe un borélien A C E tel que (A,d) soit séparable et pu(A) = 1.

Exercice 17. Soient Fy et Fy deux espaces topologiques, et I' une famille de mesure
borélienne sur E; X FEy. Montrer que I' est tendue si, et seulement si les deux familles:

{n(- x E)ip e} et {p(Eyx-);uel}
sont tendues.

Exercice 18 (M(FE) compact = E compact.).  Soit (E,d) un espace métrique séparable.

6
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1. Montrer que Uapplication F : x — 0, est un homéomorphisme de E sur Ey = {d,,y €

Soit p, = 6,, une suite de Ey qui converge étroitement vers p.

2. On suppose que (xp)n>1 n'admet aucune sous-suite convergente. Montrer que {x,}n>1
est un fermé, ainsi que toutes ses parties.

3. Montrer que cela est contradictoire avec la convergence étroite de (fin )nen, et en déduire
que (Ty)n>1 admet une sous-suite convergente.

4. En déduire que Ey est un fermé de M(E), et puis que si M(E) est compact, alors E
est compact.

Exercice 19 (Le Théoreme de Paul Lévy).  Soit pn une mesure borélienne de probabilité
sur R. On définit sa transformée de Fourier par:

F(u):teR— /Rexp(itx),u(dx).

On veut montrer le théoreme de Paul Lévy suivant:

Théoréme. Soient i et iy, pio, ... des mesures de probabilité boréliennes sur R. Alors la
suite (fin)nen converge faiblement vers p si, et seulement si la suite F(u,) converge simple-
ment vers F(fin).

1. Montrer le sens “facile” du théoreme.

2. Soient v une mesure de probabilité borélienne et € > 0,

/_ Fo)()dt = /R Zsinler) i),

xZ

(a) Montrer que:

(b) En déduire que:

v ({x ER:|a| > %}) < %/_1(1 _ F)®) dt.

3. Montrer que (fin)nen est tendue.
4. Conclure la preuve du théoréme.

Exercice 20. On considére la suite de fonctions (fn)nen donnée par:

Vi € N,Vt € [0, 00[, fu(t) = sin <\/t n 4(n7r)2) .

1. Montrer qu’il s’agit d’une suite de fonctions équicontinues convergent simplement vers

0.
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2. La suite (f,)nen admet-elle une sous-suite qui converge uniformément? Commenter.

Exercice 21.  Soit K : C([a,b]) — C([a,b]) donnée par:

Vs € [a,B], (K f)(s) = / k(s 1) (1),

ot k € C([a,b] x [a,b]), et soit (f,) une suite bornée de X = (C([a,b]), || - ||cc). Montrer que
(K f,) admet une sous-suite uniformément convergente.

Exercice 22.  Dans le cours, on a définie la tribu cylindrique sur C([0,1], E) comme la
tribu engendrée par les applications évaluations. En fait, cette méme définition nous donne
une tribu sur l’espace de toutes les fonctions de [0, 1] dans E appelée la tribu produit. Montrer
que, par exemple si E =R, C([0,1],R) n’est pas mesurable pour la tribu produit.

Exercice 23.  Soit (E,d) un espace polonais dans lequel les fermés bornés sont compacts.
Soit I' une partie de M(W(E)). On suppose que:

o {1 e} est tendue.

o Pour tous e >0 et n >0, il existe un § > 0 tel que:

VueTl, p({x e W(E);w(z,0) <n})>1—c¢

Montrer que pour tout t € [0,1], {u*; u € T} est tendue.

Exercice 24. Soient X,,, n > 0, et X des processus croissants, continus, de [0,1] dans
R. Montrer que X,, converge en loi vers X pour la topologie uniforme sur C([0,1]) si, et
seulement si X,, converge vers X au sens des marginales de dimensions finies.

Exercice 25. Montrer le théoréeme de Donsker dans le cas ou les variables aléatoires ont
un moment d’ordre 4.

Exercice 26. Soient (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires i.i.d. centrées et de vari-
ance 1. On pose:
S, =X +---+ X, et M,, = max S;.

1<i<n
On définit g - C(]0,1]) — R par:
vfeC([0,1]),9(f) = sup f(?).

te(0,1]
1. Montrer que g est mesurable.

2. Montrer que:
M,
Vn

ou B est un mouvement Brownien standard.

= g(B),
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Ce résultat nous dit que st l’on connait la loi de sup,e(g 1) B, on connait la distribution limite

de <%> quelle que soit la suite de variable i.i.d. (X,)p>1 correspondante. Dans la suite
n>1 -

de l'exercice, on se propose de calculer la loi de supyey 1) Bi. On se place alors dans le cas

particulier ot P(X; = 1) = P(X; = —1) = 3.

3. Montrer que pour tout entier positif a:

P(M,, > a) =2P(S,, > a) +P(S, = a).

4. En déduire que sup,co ) B(t) ~ [N| ot N ~ N(0,1).

Exercice 27.  On se place sur l'espace de Banach C([0,1]) des fonctions continues de
0,1] dans R, muni de sa tribu borélienne. On munit l'espace M(C([0,1])) des mesures de
probabilités boréliennes sur C ([0, 1]) de la topologie de la convergence faible.

Pour tout réel H €)0, 1], on admettra l’existence et l'unicité d’un élément Py de M(C([0,1]))
tel que sous Py, le processus canonique (Wi)ico1) s0it gaussien et centré, de covariance
donnée par la formule suivante:

1
Vs,t €0,1], EFE[WW,] = 3 (s + 27— |s —t]*).

On peut noter que pour H = %, Py est la mesure de Wiener. Un processus de loi Py s’appelle
un mouvement brownien fractionnaire d’exposant de Hurst H.

1. Montrer que si Z est une variable aléatoire gaussienne centrée, alors E[Z*] = 3E[Z*]?.
2. Montrer que Uapplication H — Py de ]0,1] dans M(C([0,1])) est continue.

3. Soit H €]0,1] et soit X = (X)) un processus de loi Py. Montrer que pour tout
« €)0, H|, les trajectoires de X sont presque sirement Holdériennes d’exposant c.

Exercice 28. On se place sur l’espace de Banach C([0,1]) des fonctions continues de [0, 1]
dans R, muni de sa tribu borélienne. On munit l'espace M(C|0,1]) des mesures de probabilité
boréliennes sur C([0,1]) de la topologie de la convergence faible. Pour tout réel @ > 0, on
admettra ’existence et l'unicité d’un élément Py de M(C|0,1]) tel que sous Py, le processus
canonique (Wy)ie1) soit gaussien et centré, de covariance donnée par la formule suivante:

1
VS,t € [07 1]7 E@[WSWt] = %(6*9|t78| _ 679(t+s))'

Un processus de loi Py s’appelle un processus d’Ornstein—Uhlenbeck de paramétre 6.
1. Montrer que si Z est une variable aléatoire gaussienne centrée, alors E[Z*] = 3E[Z%]?.
2. Montrer que application 0 — Py de ]0,400| dans M(C([0,1])) est continue.

3. Soit 0 > 0 et soit X = (Xy)sejo,1) un processus de loi Py. Montrer que pour tout réel
a < %, les trajectoires de X sont presque surement Holdériennes d’exposant o. Peut-on
dire mieuxr ¢
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4. La limite limg_,q Py existe-t-elle ¢ Et la limite limg_,oo Py ¢

Exercice 29. On considére lespace (C([0,1],R), | - ||o), muni de sa tribu borélienne. On
considere sur cet espace la mesure de Wiener W qui est la loi d’un mouvement brownien
standard sur [0,1]. Dans le cours, on a vu qu’une mesure sur un espace polonais est toujours
tendue. Le but de cet exercice est d’exhiber des compacts explicites qui vérifient la propriété
de tension.

1. Montrer qu’il existe un sous-espace vectoriel H de C([0,1],R) et une norme || - || g sur
H tels que :
o (H,||-||g) soit un espace de Banach,
e [injection canonique i : (H,| - ||x) — (C([0,1],R), || - [ls) s0it compacte,
e W(H)=1.

2. En déduire que W est tendue.
3. Eziste-t-il un compact K de C([0,1],R) tel que W(K) =1 ¢ Justifier.

Exercice 30. Partie A. Soit (E,T) un espace topologique. On dit que (E,T) posséde la
propriété de Baire si toute intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.

1. Montrer qu’il est équivalent de dire que (E,T) posséde la propriété de Baire si, et
seulement si toute union dénombrable de fermés dintérieurs vides est d’intérieur vide.

2. Montrer qu’un espace topologique métrisable par une distance compléte posséde la pro-
priété de Baire.

Partie B. On souhaite maintenant utiliser la partie A pour montrer que [’espace Mp(R)
des mesures boréliennes finies sur R n’est pas polonais pour la topologie de la confergence
vague, définie comme étant la topologie la plus petite sur Mp(R) rendant continues les formes
linéaires de la forme : 1€ Mp(R) = [ fdu ot f € Co(R,R). On pose, pour n € N :

Fo = {n € Mp(R): u(E) < n},

1. Montrer que F,, est fermé.

2. Montrer que F,, est dintérieur vide.

3. Montrer alors que Mp(R) ne posséde pas la propriété de Baire. Conclure.

Exercice 31. Soit A un ensemble non-vide d’indice totalement ordonné. On considére une
famille d’espaces polonais muni chacun d’une mesure de proibabilité borélienne (Xq,Pa)aca
. On se donne de plus, pour tout N < a € A, une application continue f, ) : X, — X telles
que pour tous A < a < v:

1. fa,a = [d;

2. fl/,)\ = fa,)\ o fV,Oé}

10
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3. Px=Pso f )

On considere de plus un espace polonais X et des applications continues fy : X — X,. On
veut montrer qu’il existe une mesure de probabilité borélienne P sur X telle que pour tout
NENPy=Po f;', siet seulement si :

* Ve > 0,3K. compact de X ;¥ € A,Po(fo(K)) >1—¢

1. Montrer que l’existence de P implique la condition .
On s’intéresse maintenant a la réciproque.

2. Montrer qu’il existe une suite croissante de compacts (K, )nen de X telle que :

Vo € A Po(fu(Ky)) > 1 — .

n
Soit .
M={pe M(X);V¥ne NVae A uk, >1- ﬁ}

3. Monrer que M est non-vide et relativement compact dans M(X).

On pose maintenant, pour o € A\,
My = {p € M;po f' =P}
4. Montrer que M, est compact.
5. Montrer que si o < B, alors Mg C M,.

6. Montrer que si pour tout o, M, est non-vide, alors on a bien [’existence de P.

Dans la suite, on va montrer que les M, sont effectivement non-vide. Soit o« € A. Soit B,
le sous-espace de Cy(X) formé des fonctions de la forme ¢ o fo ou ¢ € Cp(X,). On définit
sur B, la forme linéaire

L:gof,— odP,,.

Xa

7. Montrer que pour tout n € N,

L6 0 L)l < 160 fulcy + 1100,

et en déduire que L est continue.

8. En appliquant le théoréme de Hahn-Banach, montrer que L s’étend en une forme
linéaire continue sur Cp(X).

9. En utilisant le théoreme de représentation de Riesz, montrer l’existence d’un élément
dans M.
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