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Chapitre 1

Intégrale de Riemann.

Il existe différentes théories de 'intégration qui s’appliquent & des classes de
fonctions plus ou moins vastes. La théorie que nous allons examiner dans ce
cours a été formulée par Bernhard Riemann, professeur a 'université de Got-
tingen (Allemagne), en 1854. Elle a le mérite de reposer sur une construction
relativement simple et s’applique bien aux fonctions continues par morceaux,
qui sont les seules au programme officiel.

Dans ce chapitre, nous considérons des applications définies sur un intervalle
[a,b] et a valeurs dans un espace de Banach E sur le corps K =R ou C.
Dans la pratique, nous intégrerons trés souvent des applications a valeurs
dans R ou C mais la construction de I'intégrale de Riemann pour des applica-
tions & valeurs dans un espace de Banach général n’apporte aucune difficulté
supplémentaire.

De méme, nous allons définir 'intégrale de Riemann sur une classe plus large
que celle des applications continues par morceaux, a savoir la classe des ap-
plications réglées, car cela ne nous demandera aucun effort de construction
supplémentaire.

1.1 Applications réglées.

Définition 1.1.1 On appelle subdivision d’un intervalle réel [a,b] toute fa-
mille finie 0 = (a;)o<i<n d’éléments du segment |a, b] telle que :

a=a<a1<---<a,=>
On appelle pas de la subdivision o le réel positif

o]l = fgfg(az‘ — @i-1)

11
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On dit qu’une subdivision o' est plus fine qu’une subdivision o si tous les
éléments de o appartiennent a o’.

Nous allons maintenant définir deux classes de fonctions de [a, b] dans E qui
nous seront utiles dans la construction de l'intégrale de Riemann.

Définition 1.1.2 On dit qu’une application f : [a,b] — E est en escalier s’il
existe une subdivision o0 = (a;)o<i<n de [a,b] et des constantes (¢;)o<i<n—1 €
E™ telles que, pour tout 0 <1 <n—1, fllaa1] = G-

On dit que f : [a,b] — E est une application continue par morceaux s’il existe
une subdivision o = (a;)o<i<n de [a,b] et des applications fo, ..., fo_1 telles
que, pour tout 0 < i <n —1, f; est définie et continue sur [a;, a;+1] avec

Va € lag, ain|  f(z) = fi(2)

Dans les deux cas, on dit que la subdivision o est adaptée a application en
escalier (resp. continue par morceauz) f.

Remarques.

1. Cette derniére condition équivaut au fait que, pour tout 0 <i <n—1,
I'application f |jq; q,,,[ €St continue et prolongeable par continuité aux
extrémités de l'intervalle. Ainsi, Papplication suivante f : [—-1,1] — R
est continue sur | —1,0[ et ]0, 1] mais n’est pas continue par morceaux :
flx)y=1sixz#£0et f(0)=0.

2. On peut avoir f(a;) # fi(a;). L’hypothése de continuité sur les appli-
cations f; nous donne les relations :

Vie [0;n—1], fi(a) = flait) et filair1) = flaia—).

3. Si o est adaptée a f, alors toute subdivision ¢’ plus fine que o est
encore adaptée a f.

4. On en déduit que si f et g sont deux applications en escalier (resp.
continues par morceaux), avec des subdivisions adaptées respectives o
et o/, alors 0 U o’ est une subdivision adaptée aux deux applications f
et g a la fois.

5. Dans le cas particulier ou £ = R ou C, le lecteur pourra montrer a
titre d’exercice que le produit de deux applications en escalier (resp.
continues par morceaux) est encore une application en escalier (resp.
continue par morceaux).

6. Pour tout £ € N* U {+oo}, on définit de fagon analogue la notion
d’application de classe C* par morceaux.
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Notations et rappels : Nous noterons C([a,b], E), resp. Cy([a,b], E),
E([a,b], E), B([a,b], E) 'ensemble des applications f : [a,b] — E conti-
nues, resp. continues par morceaux, en escalier, bornées. Nous rappelons que

B([a,b], E),+, > est un espace vectoriel que nous munirons de la norme

suivante :

[fllee = sup [[f(z)]le
z€[a,b]
Cette norme est encore appelée norme de la convergence uniforme pour une
raison que nous allons rappeler maintenant.

Définitions 1.1.3 Soit (f,)nen €t f des applications définies sur lintervalle
[a,b] et & valeurs dans l’espace de Banach E.

On dit que la suite d’applications (f,)nen converge simplement vers [’appli-
cation f sur Uintervalle |a,b] si

Vo € [a,b], Ve>0, INeN, Vn>N, [fu(z)- f(2)]<Le

On dit que la suite d’applications (f,)nen converge uniformément vers [’ap-
plication f sur Uintervalle [a,b] si

Ve>0, dANeN, VYn>N, Vzelab], |fulz)—f(2)]<e (1.1)

Remarques.

1. La convergence simple de (f,,) vers f sur [a, b] équivaut donc a dire que
pour tout x € [a, b], la suite (fn(x))neN converge vers f(x) dans F.

2. La convergence uniforme est plus forte que la convergence simple, la
différence venant de ce que N ne dépend pas de x dans le cas de la
convergence uniforme, contrairement a ce qui se passe pour la conver-
gence simple. Ainsi, si l'on prend f,(z) = 1six €1]0,1/n[et f,(z) =0
sinon, la suite (f,,)nen+ converge simplement vers f = 0 sur R mais ne
converge pas uniformément vers f sur R.

Proposition 1.1.4 Soit (f,) une suite d’applications bornées de [a, b] dans E
qui converge uniformément vers une application f : [a,b] — E.
Alors f est une application bornée et || f,, — f|loc — 0.

Démonstration: En prenant ¢ = 1 dans la définition de la convergence
uniforme, nous avons en particulier :

AN eN, Vn>N, Vzelab], |fulx)—f(x)| <1
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En particulier, nous avons la majoration :

Vr € [a7b]7 HfN(x) - f@)” S L.

Or, par hypothése, I'application fxn est bornée, disons par M. L’inégalité
triangulaire nous donne alors :

Ve € la, 0], [f(@)] <I[f(x) = fv@) + [[In(@)] <1+ M,

si bien que 'application f est bornée.

Ainsi, toutes les applications en jeu sont bornées et nous pouvons raisonner
dans T'espace vectoriel normé (B([a,b], E), +, -, || - [|)-

La formule (1.1)) se réécrit :

Ve>0, IANeN, Vn>N, |fu— fllo <k,

ce qui nous donne bien la convergence annoncée.

O

Remarque. L’espace vectoriel normé (B([a,b], E), || - ||«) est un espace de
Banach car il « hérite » de la complétude de E. Preuve : [DAN 43].

Il est facile de vérifier qu'une application continue par morceaux est bornée,

en utilisant le fait que chacune des applications fy,--- , f,,_1 de la définition

est continue sur un intervalle compact donc bornée.

Nous constatons alors que £([a, b], E') est un sous-espace vectoriel de Cy([a, 0], E),
qui est lui-méme un sous-espace vectoriel de B([a, b], F).

Nous allons maintenant prouver 1’égalité suivante :

Cu(la, 0], E) = C([a, b], E) + E([a, b], E)

Commencons en introduisant une définition simple mais bien utile dans la
pratique.

Définition 1.1.5 Soit F' un ensemble quelconque et A une partie de F'. On
appelle fonction indicatrice de A Uapplication notée 14 : F — {0,1} définie
par 1a(z) =1siz € A et 14(x) =0 si x ¢ A.

Remarque. Cette application est appelée dans certains ouvrages d’analyse
“fonction caractéristique” de A mais nous n’utiliserons pas ce vocable dans
ce cours car la notion de fonction caractéristique en calcul des probabilités
est tout autre.

Proposition 1.1.6 Pour toute application f € Cy([a,b], E), il existe une
application f, € C([a,b], E) et une application f. € E([a,b], E) telles que :

f:fc+fe
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Démonstration: Nous allons prouver par récurrence sur n € N la propo-
sition suivante :

P,, : ‘Toute application f € Cy([a,b], E) admettant au plus n points de dis-
continuité peut s’écrire sous la forme annoncée’

La proposition P est trivialement vraie. Montrons maintenant que P,,_; im-
plique P,.

Soit f admettant au plus n points de discontinuités et xo I'un de ces points.
Nous définissons Papplication g € &([a, b], E) par :

Vo € [CL, b]v g<$> = f(xo_)l[a,xo[(x) + f(x0>1{xo}(x) + f(x0+)1]xo,b}(x)

On vérifie facilement que 'application h = f — g admet au plus n — 1 points
de discontinuité donc par hypothése de récurrence, on peut écrire h = h.+ he.
Nous avons donc f = h. + h. + ¢ et nous concluons en posant :

fc:hc ) fe:he+g

O
A titre d’exercice, le lecteur pourra montrer que les applications f. et f. sont
uniques a constante additive preés.

Définition 1.1.7 On dit qu’une application f : [a,b] — E est réglée si elle
est limite uniforme d’une suite d’applications en escalier.

Autrement dit, l'ensemble R([a,b], E) des applications réglées est le sous-
espace vectoriel de B(|a,b|, E) défini comme l'adhérence de E(|a,b], E) pour
la norme de la convergence uniforme :

R(la,b], E) = E([a, 0, B) =

Proposition 1.1.8 Toute application f : [a,b] — E continue par morceaux
est réglée. Autrement dit, on a Uinclusion : Cy([a,b], E) C R([a,b], E).

Démonstration: Nous avons évidemment &([a,b], E) C R([a,b], E) donc,
d’aprés la proposition précédente, il suffit de prouver 'inclusion :

C([a,b], E) C R([a, b], E)

Considérons donc f : [a,b] — E continue et, pour tout n € N*, définissons la
fonction en escalier f, : [a,b] — E par

n

n—1 h—
Vo € la,b], fu(z) = Z f(a + kTCL)l[a-&-kb:—La,a—i-(k—&—l)b_a[(m) + f(0)1y ()
k=0
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Puisque f est continue sur U'intervalle compact [a, ], elle est uniformément
continue d’aprés le théoréme de Heine. Ainsi, pour € > 0 arbitraire, on peut
trouver a > 0 tel que :

V(z,y) € 0,0 |z—yl<a = [f(x) - f)) <e
Posons N = [Z’?T“} + 1 de sorte que n > N = b’T“ < «. Nous avons alors :

V2N, [If = fullo <e

Comme € > 0 était arbitraire, ceci prouve que f est limite uniforme de la
suite (fy)-
O

On peut caractériser les fonctions réglées par la propriété suivante. Nous
renvoyons le lecteur & [SK 57| pour la démonstration.

Proposition 1.1.9 Une application f : [a,b] — E est réglée si et seulement
si elle admet une limite & droite en tout point de [a,b[ et une limite & gauche
en tout point de ]a,b].

Remarque. Nous déduisons de cette caractérisation des applications ré-
glées que toute application monotone f : [a,b] — R est réglée et qu'un
produit de deux applications réglées de [a,b] dans R (ou C) est encore une
application réglée.

Exemple. L’application f : [0,1] — R définie par f(z) = (E[z~'])"! pour
0<x<1let f(0)=0 est réglée : on peut le prouver directement d’aprés la
définition ou bien constater qu’elle est croissante.

En revanche, elle n’est pas continue par morceaux. En effet, 'ensemble de
ses discontinuités est infini dénombrable : ¢’est {1/n, n > 2}.

Nous constatons donc que l'inclusion énoncée dans la proposition [I.1.8] est
stricte : Cy([a, b], E) € R([a,b], E).

1.2 Construction de ’intégrale de Riemann

1.2.1 Rappels sur les applications linéaires continues

Soient (F,|| - ||r) et (G,|| - |l¢) deux K-e.v.n. Nous noterons L(F,G), resp.
L.(F,G) le K-espace vectoriel des applications linéaires, resp. linéaires conti-
nues de F dans G. Rappelons le théoréme suivant dont le lecteur pourra
retrouver la démonstration dans [DAN 167].
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Théoréme 1.2.1 Soit f € L(F,G). Il y a équivalence entre :
1. f est lipschitzienne sur F';
2. f est uniformément continue sur F';
3. f est continue sur F';
4. f est continue en 0;
5. f est bornée sur la boule unité fermée de I ;
6. f est bornée sur la sphére unité de F';
7. Il existe une constante M > 0 telle que Vo € F, || f(2)|lc < M||z| F.

Définition et proposition 1.2.2 Soient (F,| - ||r) et (G, | - |l¢) deuz K-
espaces vectoriels normés. On définit une norme sur L.(F,G) en posant :

[u(@)ll
lull] = sup = sup [Ju(z)llc-
w0 ||7llF B
On ’appelle norme subordonnée auz normes || - ||r et || - ||¢. On dit encore

que |[|ul]|] est la norme de Popérateur w.

1.2.2 Intégrale d’une application en escalier

Proposition et définition 1.2.3 Soit f : [a,b] — E une application en
escalier et 0 = (a;)o<i<n une subdivision adaptée a f :

VO<i<n-—1, f

lai,ait1] = G;.

Alors la somme Z;L:_Ol(aiﬂ — a;)c; est un élément de E indépendant de la
subdivision o choisie. On Uappelle intégrale sur [a,b] de Uapplication f et

l'on note : .
b n—

/ f@)de =S (@i — i) e,
a i=0

Démonstration: Pour prouver que les sommes associées a deux subdivi-
sions adaptées o et ¢’ sont identiques, on compare chacune d’entre elles & la
somme associée a la subdivision plus fine o U ¢’, ce qui permet de conclure
facilement. U

Proposition 1.2.4 Pour toute application f € E([a,b], E), on a ||f] €

£([a. b, B) et | b
| [ s < [1r@las
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Démonstration: Si o = (a;)o<i<n est une subdivision adaptée & f, nous
constatons immédiatement qu’elle est aussi adaptée a l'application ||f|| qui
est encore en escalier. L’inégalité que nous cherchons & prouver s’écrit donc

n—1 n—1
H Y (@ —a)e| < (aser — ai)ei]
=0 i=0
et résulte de I'inégalité triangulaire. O

Proposition 1.2.5 L’application I : E([a, b, E) — E définie par

b
vfee(a bl B) 1) = [ f)ds
est linéaire et continue, de norme subordonnée ||I|; = b — a.

Démonstration: On vérifie immédiatement que

V(A p) €R? (ouC?) Y(f,g9) € &([a,b], E)* TN+ png) = M(f) + pl(g)

en effectuant le calcul avec une subdivision o adaptée a la fois & f et g.
La proposition précédente nous donne

b n—1 -1
| [ ] < S~ el < S (a1~ a9l = 0= @)
a =0 i=0

donc I est une application linéaire continue de norme au plus égale a (b—a).
Il nous reste a remarquer que 1’égalité est obtenue pour une fonction constante
non nulle, ce qui nous permet de conclure. 0

1.2.3 Intégrale d’une application réglée

Pour prolonger 'application linéaire continue I de £([a,b], E) a R([a,b], E),
nous allons utiliser un procédé général énoncé dans la proposition suivante.

Proposition 1.2.6 Soit [ un K-espace vectoriel normé, soient Fy un sous-
espace dense de F et E un K-espace de Banach. Alors, toute application
linéaire continue u : Fy — FE se prolonge de maniére unique en une ap-
plication linéaire continue 1 : F' — E. En outre, U et uw ont méme norme
subordonnée : |||a||| = |||l -
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Démonstration: Soit z € F; il existe une suite (z,) € F}' qui converge
vers . La suite (x,,) étant convergente dans F', elle est de Cauchy et I'inégalité

[uzn) = ulm) || < 1wl lzn = zml]

prouve que la suite (u(x,)) est de Cauchy dans I'espace de Banach E donc
convergente.
Nous pouvons poser 4(x) = limu(x,) sans ambiguité car la valeur de cette
limite ne dépend pas du choix de la suite (x,) qui converge vers x ; en effet, si
(x) et (yn) convergent toutes deux vers x, alors ||z, — y,|| — 0 et 'inégalité
) — ()| < [l | 2 — gl implique lim u(z,) = lim ().
L’application 4 : F' — E ainsi définie est linéaire puisque, si (z,,) converge
vers x et (y,) converge vers y, alors la suite (Az, + uy,) converge vers A\x+ uy
d’ou :

a(\x + py) = limu(\z, + pyy) = imu(z,) + pu(y,)) = Mi(x) + piy)
Si (z,,) converge vers x, en passant a la limite dans l'inégalité

luCza) | < llw ]l flzall,

nous obtenons ||a(x)| < |||u|||||z]]- Ceci étant vrai pour x € F arbitraire, nous
en déduisons la continuité de 4, puis I'inégalité entre normes subordonnées :

lall < [l -

Par ailleurs, en notant S (resp. Sp) la sphére unité de F' (resp. F}), on a :

lall] = sup [|a(z)|| = sup [Ja(z)]] = sup [lu(z)]| = [|u]],
€S €S €S
dott finalement ||| = [[lu]].

Il nous reste & démontrer 1'unicité de ce prolongement. Soit donc v : F — F
une application linéaire continue telle que Vo € Fy, v(x) = u(x).

Soit z € F quelconque ; alors il existe (z,,) € FIY qui converge vers z.

A fortiori, (z,) est une suite d’éléments de F' qui converge vers x et donc,
par continuité de v sur F, v(z) = limv(z,).

D’autre part, pour tout n € N, x,, € F} et donc v(x,) = u(x,).

En définitive, nous obtenons pour z € F' quelconque :

v(x) = limv(z,) = limu(z,) = u(x)

O
Nous en déduisons immédiatement la proposition suivante, qui nous permet
de définir I'intégrale de Riemann d’une application réglée.
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Proposition 1.2.7 L’application I : E([a,b], E) — E définie par

Vfe&(ab), E / f(z

se prolonge de facon unique en une application linéaire continue I : R([a, b, E) — K.

Celle-ci a pour norme subordonnée ||I|| = b — a.
Pour toute application f : a,b] — E réglée, nous appellerons intégrale de
Riemann de f sur [a,b] la valeur I(f) et nous noterons

/f

Remarque. Selon la preuve de la Proposition[I.2.6] ce prolongement consiste
a définir I'intégrale de Riemann d’une fonction f € R([a,b], E) comme suit.
Il existe une suite (f,,)nen dans £([a, b], E') qui converge uniformément vers f
sur [a, b]. On pose alors (sans équivoque) :

b b
/a f(x) dx:ngriloo/a fu(z)dx

Corollaire 1.2.8 (Inégalité de la moyenne)
Vf € R([a,b], E H/f dxH< (b= a)||flle

Remarques.

1. On appelle moyenne de 'application f sur l'intervalle [a,b] 1’élément

de E suivant : ,
1
- a/a f(x)dx

Sa norme (dans E) est donc majorée par || f||c-

2. Par convention, nous poserons

/baf(x)d:c:—/abf(:c)dx

1.2.4 Propriétés élémentaires

Proposition 1.2.9 (Relation de Chasles) Soit f € R([a,b], E) et soil
¢ € la,b[; alors, on a l’égalité

/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf(az)dx
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Démonstration: Si f € £([a,b], F), il suffit de choisir une subdivision o
adaptée & f et contenant le point ¢ (ce qui est toujours possible, quitte a
rajouter ce point a la subdivision) pour obtenir I’égalité.

Dans le cas général, il existe une suite (f,,) d’éléments de £([a,b], E) qui
converge uniformément vers f et nous concluons en passant & la limite dans

Iégalité b b
/ fola) do = / folw) do + / f(2) d.

Proposition 1.2.10 (Inégalité triangulaire)
b b
ver(anB). | [ @< (@l

Démonstration: Nous prenons une suite (f,) d’éléments de E([a, b, E)
qui converge uniformément vers f et nous écrivons I'inégalité donnée par la
Proposition [1.2.4] :

H /ab fn(2) dxH < /ab | £ ()| dz. (1.2)

Remarquons maintenant que (|| f,||) est une suite d’éléments de &([a, b], R)
qui converge uniformément vers || f|| puisque, par inégalité triangulaire,

vneN, Vrelatl [Ifa@l - 1@ < 1@ = F@ < 1= flle

Nous en déduisons que ||f|| € R([a,b],R) et que, par définition méme de
I'intégrale de Riemann, nous avons 1'égalité :

b b
1@ e =tim 15, d

Il nous reste alors a passer a la limite dans 1’égalité ((1.2)) pour conclure.
0

Exercice. Soit f € R([a,b],C). Nous savons qu’il existe une suite (f,)
d’éléments de £([a,b],C) qui converge uniformément vers f. Montrer que
(Re f,,) est une suite dans £([a,b], R) qui converge uniformément vers Re f.
Procéder & un raisonnement similaire avec (Im f,,). En déduire I’égalité :

/abg(t) dt = /abReg(t) dt+i/ab1mg(t) dt.
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1.2.5 Intégrale d’une application a valeurs réelles

Nous allons maintenant énoncer des propriétés de l'intégrale de Riemann
spécifiques au cas ou f est une application a valeurs dans F = R.

Proposition 1.2.11 Soient f, g : [a,b] — R deux applications réglées. Nous
avons les propriétés suivantes.

1. (Positivité) f >0 = fab f(z)dx > 0.
2. (Croissance) [ > g = f;f(x) de > ffg(x) dx.

Démonstration: La premiére propriété résulte de I'inégalité triangulaire
(cf. Proposition |1.2.10) puisque nous avons :

/abf(x)dx:/ab!f(mﬂdxz ‘/abf(x)dx‘ > 0.

La seconde propriété est une conséquence de la premiére par linéarité. O

Proposition 1.2.12 Soit f € C([a,b],R) telle que f > 0. Alors, nous avons
ltmplication suivante.

b
/f(a:)d:z::0:>f50.

Démonstration: Nous raisonnons par ’absurde en supposant |’existence
de zy € [a,b] tel que f(xy) > 0. Nous remarquons alors que, par continuité
de f en x, il existe un segment non réduit & un point [¢, d| inclus dans |[a, b|
et tel que, pour tout = € [c,d], f(x) > f(xo)/2.

En utilisant la relation de Chasles et la croissance de l'intégrale de Riemann,
nous en déduisons :

b d — ) f(xy
/af(‘”)dxz/c flayda > =M

d’ol une contradiction. O

Remarque. La proposition précédente ne se généralise pas au cas d’une
application f continue par morceaux. Il suffit de considérer f = 1y, pour le
constater.
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Proposition 1.2.13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f,g € R([a,b],R) ;
alors, nous avons l’inégalité suivante :

’/“bf(x)g(x) ] < </b Fe) d“”‘“‘)%(/abgz(x) dx>%.

Si nous supposons en outre f et g continues sur [a,b|, alors il y a égalité si,
et seulement si, f et g sont linéairement liées.

Démonstration: Considérons I'application P : R — R définie par
b
VAER P()) :/ (M +9)*(z) dz.

D’aprés la positivité de l'intégrale de Riemann (¢f. Proposition [1.2.11]), nous
avons P(X\) > 0, pour tout A € R. En outre, nous constatons que P est un
polynome de degré au plus 2, puisque :

b b b
VAER, P()) :/\2/ A(z) dx+2)\/ f(z)g(z) dx+/ g*(v)dx.

Si f; f?(x)dx = 0, inégalité P(\) > 0, YA € R, implique fabf(x)g(x) dz =0
(faire tendre A\ vers —oo ou +00) et donc 'inégalité de Cauchy-Schwarz est
immeédiatement vérifiée.

Sinon, le polyndéme P est de degré 2 et ne prend jamais de valeur strictement
négative donc son discriminant est négatif ou nul, d’ou I'inégalité voulue.
Passons maintenant au cas d’égalité en supposant que

(/ ' fglayds) = ( / Py do) / P ds).

Sif=0,ilyaévidemment une relation linéaire entre f et g. Sinon, d’apres
o b ro A

la, Proposition [1.2.12} nous avons [ f*(z)dz > 0, et P est un polynome de

degré 2 de discriminant nul. Il admet alors une unique racine double, que

nous notons Ag. Nous avons donc :

b
/()\Of+g)2(x)dx20 dou MNf+g=0,

puisque (A\of + g)? € C([a,b],R) (cf. Proposition [1.2.12).
Réciproquement, on vérifie facilement que s’il existe (a, ) € R?\ {(0,0)} tel
que o f+ g = 0, alors on se trouve dans le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz.[]
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Remarques.

1. On démontre par une preuve tres similaire I'inégalité de Cauchy-Schwarz
dans le cadre beaucoup plus général des espaces préhilbertiens réels. Le
lecteur pourra trouver cette preuve dans [DAN 9-10].

2. Dansle cas ou f, g € R([a, b],C), I'inégalité de Cauchy-Schwarz s’écrit :

1/af<x rydr| < ( /|f )2z’ /!g dr)*

et le cas d’égalité pour des applications continues reste celui ou f et
g sont linéairement liées. Le lecteur pourra adapter la démonstration
précédente a titre d’exercice en choisissant, pour (f,g) fixé, un couple

(p,0) € R, x R tel que fab f(x)g(x) dx = pe?, puis en considérant :
b
= / |f(z) + Xeg(z)|* d.

Exercices Référence :EMPSI pages 81-83
1. Soit f € C([a,b],R) telle qu’il existe x1 € [a,b] tel que f(z1) > 0, et
f:f = 0. Montrer qu'il existe x5 € [a,b] tel que f(xq) < 0.
2. Déterminer les limites respectives des suites :
an, :/1 v dx:; b, = /7r Smxdm; Cp = /”nsmxdx; d, = /lmda:.
0o 1+ 0o TN 0 T+n 0
3. Soient f,g € C([0,1],R) telles que f > 0, g > 0, fg > 1. Prouver

I'inégalité
/ f(x dx/ g(x)dz > 1.
4. Soit, f € C([0,1],R) telle que

[r-fr-[r

Montrer que f =0 ou f = 1.
ook ook

Nous terminons ce paragraphe en énoncant deux résultats classiques (mais
hors programme) faisant intervenir la notion de moyenne d’une application f
sur le segment [a, b], définie dans la remarque qui suit le Corollaire [1.2.8]

Proposition 1.2.14 (Premiére formule de la moyenne) Considérons des
applications f € CY([a,b],R) et g € R([a,b],R), telle que g > 0. Alors,

e € [a,b], /f dx—f()/abg(a;)dx.
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Démonstration: Considérons I'application h : [a,b] — R définie par :

Vo € |a,b], h(z)= f(x)/ g(x)dx.

L’application f étant continue sur [a,b], le théoréme des bornes et le théo-
réme des valeurs intermédiaires impliquent f ([a, b]) = [min[aﬁb] f, maxi, f}.
L’intégrale de g sur [a, b] étant positive, nous avons donc :

h([a,0]) = r[ranbnf / 7)dz, max f x /

Puisque g > 0, nous avons les inégalités :

Va € [a,b], r[ranbnfxg( r) < f(x)g(z )<T[I;55<f><9( ).

Par intégration sur l'intervalle [a, b], nous en déduisons :

nglbr]lf/ dx</f d:r<maxf/

Autrement dit, le réel f; f(x)g(z) dz appartient a h([a,b]), d’ou D'existence
de ¢ € [a, b] tel que

[ rwar =10 = 1) [ gya

4

Proposition 1.2.15 (Seconde formule de la moyenne) Considérons des
applications f : [a,b] — R, positive et décroissante, et g € R([a,b],R). Alors,

dc € [a, b), / f(x)g(z)dz = f(a+) /cg(a:) dx.

Démonstration: Voir [DAN 201-202] qui prouve ce résultat dans le cas
ou f et g sont continues par morceaux. Dans le cas général, remarquons que
f f(z dx est bien définie a cause de la remarque faite a la suite de la
Pr0p0s1t10n . [ est réglée car décroissante et fg est réglée en tant que
produit d’ apphcatlons réglées. Le reste de la démonstration s’adapte sans
difficulté. O
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1.3 Outils pratiques de calcul d’une intégrale

Tous les outils que nous présenterons dans ce paragraphe reposent en fait sur
le lien entre intégrale et primitive, que nous allons donc traiter en premier.
Pour cette partie trés classique, le lecteur pourra se reporter de préférence a
[IDAN 190-195], ou encore a [CMPSI 230-234].

Dans tout ce paragraphe, I désigne un intervalle réel d’intérieur non vide
(i.e. I ni vide ni réduit a un point). Rappelons d’abord le résultat suivant.

Proposition 1.3.1 (Inégalité des accroissements finis) Soit E un es-
pace vectoriel normé et soit f : [a,b] — E une application continue sur |a, b
et dérivable sur |a,b[. Sl existe M € R, tel que ||f'(x)|| < M, pour tout
x €la,b[, alors nous avons l'inégalité :

1F(b) = fla)|| < M(b—a).

Corollaire 1.3.2 Soil f : I — E une application dérivable telle que f' = 0.
Alors, Uapplication [ est constante sur I.

Démonstration: Considérons deux réels z < y de Uintervalle I. Alors, f
est dérivable sur le segment [x,y] C I et nous pouvons appliquer la propo-
sition précédente avec M = 0, d’ou f(z) = f(y). Les réels x < y ayant été
choisis arbitrairement dans I, nous obtenons la conclusion voulue. 0

1.3.1 Utilisation d’une primitive

Définition 1.3.3 Soient f et F' deux applications de I dans E. On dit que
F est une primitive de f sur I si F' est dérivable sur I et telle que F' = f.

Proposition 1.3.4 Soient F' une primitive de f sur I et G : I — E. Alors,
G est une primitive de f sur I si, et seulement si,

AC e E, Vxel, G(x)=F(x)+C.

Démonstration: Il est immédiat de vérifier qu’une application G de la
forme précédente est bien une primitive de f sur .

Réciproquement, si nous supposons que G est une primitive de f sur 7, nous
constatons que I'application G'— F' est dérivable sur I, de dérivée nulle. Nous
concluons grace au Corollaire [1.3.2 0
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Remarque. Dans la définition et les deux propositions précédentes, nous
avons simplement supposé que E est un espace vectoriel normé quelconque.
Désormais, nous aurons besoin de supposer que E est un espace de Banach,
afin de pouvoir introduire des intégrales d’applications a valeurs dans E.

Théoréme 1.3.5 (fondamental de l’analyse) Soit f € C°(I,E) et soit
a € 1. Alors, Uapplication F : I — E définie par

vrel, F(z)— / F(#)dt, (1.3)
est une primitive de f sur I.

Démonstration: Soit o € I; nous allons prouver que F' est dérivable
en xg et que F'(xg) = f(zo).

Soit € > 0 arbitraire. Puisque I'application f est continue au point xy, nous
pouvons choisir a > 0 tel que

viel, |t—xol <a = [[f(t) = flzo)ll <e

Pour tout réel h non nul tel que zo+h € I et |h| < a, nous avons, en utilisant
la relation de Chasles,

5 (Fteo =P~ st = |5 j0+hf(t)dt ~ Jtao)

- [ o - sl

zo

L’inégalité triangulaire dans une intégrale nous donne alors :

1 zo+h
< W’/ edt‘ <e.
xo

Nous en déduisons que F' est dérivable en xq et que F'(xq) = f(xo).

|5 (P o+ 1) = Fao)) = fwo)

O
L’importance de 'hypothése de continuité de 'application f est manifeste
dans cette preuve. Nous conservons néanmoins un résultat intéressant en
affaiblissant un peu cette hypothése.

Définition 1.3.6 Une application f : I — E est dite continue par morceaux
(resp. C* par morceauz) si elle Uest sur tout segment [a,b] C 1.
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Proposition 1.3.7 Soit f : [ — E une application continue par morceaux
et soit a € I. Alors, l'application F : I — E définie par

Vo e I, F(x):/wf(t)dt

est conlinue, de classe C' par morceauz, et vérifie F'(x) = f(x) en toul point
x €l ou f est continue.

Démonstration: La continuité étant une propriété locale, pour montrer
que F € C°I, E), il suffit de prouver que l'application F est continue sur
tout segment [b,c] C I .

Or, sur [b, ¢|, Papplication f est continue par morceaux, donc bornée, disons
par M. Si nous considérons des réels x et y tels que b < x < y < ¢, la relation
de Chasles et I'inégalité triangulaire impliquent :

7w - F@l| = | [ swa < [Clrwlar< ar - o).

Ainsi, Papplication F' est M-lipschitzienne sur [b,¢|, donc continue sur ce
segment.

Montrons maintenant que 'application F est de classe C! par morceaux sur
tout segment [b,c] C I, ce qui suffira. Puisque l'application f est continue
par morceaux sur le segment [b, c], il existe une subdivision o = (a;)o<;<, de
b, c] et des applications fo, ..., f,_1 telles que :

Vi € HO, n — 1]], fz c CO([CLi, Cli+1], E) et Vx e }Cli, a/iJrlI:’ f(.flf) = fz(l’)

Soit xg € [b, ] fixé. Si xg est un point de continuité de f, la démonstration du
théoréme précédent s’applique et prouve que F' est dérivable au point x, de
dérivée F'(x¢) = f(xo). Sinon, z( est un élément de la subdivision o. Dans
un premier temps, supposons que xy = a;, avec i € [0;n — 1], et montrons
que 'application F' est dérivable a droite au point a;, avec :
Fifa:) = fila:) = Jim f(2).
r>a;

Soit € > 0 arbitraire. Puisque I'application f; est continue au point a;, nous
pouvons choisir a € ] 0, a;41 — a; [ tel que Vt € [a;, a; +a, |fi(t) — fi(a;)| < e.
Pour tout h € ]0, a], nous avons, en utilisant la relation de Chasles,

I LY R IORTR

a;

- |5 [ v s

aj

H% (F(ai +h) = Fa:)) — fi(a:)
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L’inégalité triangulaire dans une intégrale nous donne alors :

a;+h
HE(F(GH’}L)_F(%))—fi(az’) S%/{l edt <,

h

ce qui nous donne le résultat voulu.
Un raisonnement analogue montre que, pour tout ¢ € [1;n], 'application F
est dérivable a gauche au point a;, avec :

Fy(a;) = fimi(a;) = lim f(z).

T—ra;
rx<a;

Finalement, nous avons prouvé que, pour tout i € [0;n — 1], F est dérivable
sur le segment [a;, a;11], de dérivée f; € CO([ai, i1, E), ce qui nous permet
de conclure. O
Le théoréeme fondamental de ’analyse admet le corollaire immédiat suivant.

Corollaire 1.3.8 Toute application continue f : I — E admet au moins
une primitive sur I.

En choisissant f : RY — R définie par f(z) = 1/z, nous pouvons définir le
logarithme népérien comme 'unique primitive de f s’annulant au point 1.

Grace au théoréme fondamental de ’analyse, nous obtenons une méthode qui
est a la base du calcul pratique des intégrales : I'utilisation d'une primitive.
C’est de cette méthode de calcul que découlent 1'intégration par parties et le

changement de variable que nous énoncerons ci-dessous.

Proposition 1.3.9 Soit f : I — E une application continue, soit [a,b] un
segment inclus dans I, et soit F' une primitive de f sur [a,b]. Alors,

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a).
Démonstration: Nous définissons 'application G : [ — E par

Veel, G(x)= /xf(t)dt.

En appliquant la Proposition nous constatons que 'application G — F'
est constante sur [a,b]. En particulier, G(b) — F(b) = G(a) — F(a), ce qui
s’écrit encore G(b) — G(a) = F(b) — F(a), d’ou la conclusion. O



30 CHAPITRE 1. INTEGRALE DE RIEMANN.

Remarque. Nous utiliserons la notation suivante :

1.3.2 Intégration par parties

Proposition 1.3.10 Soient f, g € Cl([a, b],K). Alors on a Uégalité :
b , b
[ a1 @) = [y, - [ F@gle)do

Démonstration: Nous utilisons 1'égalité (fg)’ = f'g + fg' et, puisque
toutes les applications en jeu sont continues sur [a, b|, nous l'intégrons entre
aethbh:

/ab(fg)/(w) dz = /ab f(z)g(x)dx + /abf(x)g’(x) de.

D’aprés la Proposition [1.3.9) le membre de gauche est égal a [f(x)g(x)}z
d’ou la conclusion.

bl

O

Remarque. On peut facilement généraliser la proposition précédente au
cas ot f € C'([a,b],R) et g € C*([a,b], E). Voir [DAN 192].

Exemple. Une application classique de I'intégration par parties est le calcul
des intégrales de Wallis (|CMPSI 234] ou [DAN 206-208| plus détaillé) :

w/2
VneN, I,:= / sin" z dz.
0

On peut en déduire la formule de Wallis [CMP 261] qui nous donne un
équivalent de I, lorsque n — 400 :

| T
Iy~ —-
n 2n
Cet équivalent est utile notamment pour déterminer la constante intervenant
dans la formule de Stirling : n! ~ v/2mx n"t1/2 e, O
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Exemple. [EMP 221-223] Pour toute application ¢ € C'([a, b],C), on éta-
blit facilement la convergence suivante par intégration par parties.

/ab o(x)sin(nz) de —— 0.

n—-+o0o

Si 'on définit application ¢ : [0,7/2] — R par ¢(0) =0 et

1 1
\V/ € 0, 2 5 _ — — ?
relon/2, ele)=1- -
on vérifie que p(0+) = 0 et ¢'(0+) = —1/6 grace a des développements

limités ; ceci entraine que ¢ € C*([0,7/2],R) et nous déduisons donc de ce
qui précéde, par extraction de sous-suite,

/W/2 <Sin ((Qn + 1)$) B sin ((QTL + I)I)

_ ) d 0.
T SInx n——+o0o

Or, on établit par des calculs élémentaires que pour tout z € [0, 7 /2],

in ((2 1 i /2 gin ((2 1
sin (( .n+ )) =142 Zcos(?k‘x) , d’ou / sin (( .n—l— )z) de = .
sin x sin x

k=1 0

Nous en déduisons la convergence

/“/2 sin ((2n + 1)z) q T

T v n—-+o00 5
En anticipant sur la suite, avec le changement de variable ¢ = (2n+ 1)z, nous
en déduisons la valeur de [’intégrale de Dirichlet :

+00 3
t
/ sint ., _ T
0 t 2

i

Exemple. |GOU 181-182] On démontre que 72 est irrationnel (et donc 7
aussi) en raisonnant par absurde : si 72 = a/b, avec (a,b) € (N*)2, on
établit, & I'aide d’une intégration par parties, que :

Lan(1 — )"

n!

Vne N, I, := Wa"/ sin(rz)dz € Z.
0
Comme on prouve facilement par ailleurs que 0 < I, < 1 dés que n est
suffisamment grand, on aboutit & une contradiction.
U
On établit la proposition suivante par récurrence en utilisant une intégration
par parties.
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Proposition 1.3.11 (Formule de Taylor avec reste intégrale) Soient [
un intervalle non réduit a un point, n € N et soit f € C"(I,K).
Pour tout (a,b) € I?, nous avons [’égalité :

b—t)"

n!

dt.

s =3 50w C P [ ey
k=0 ' @

Exercices

1. (EMPSI 83) Soit f € C*([0,27],R) une application convexe. Prouver
Iinégalité

2m
/ f(z)coszdx > 0.
0
2. (CMPSI 235) Prouver la convergence suivante lorsque z — 400 :

J et ntdt

— 1
ezlnx

1.3.3 Changement de variable

Proposition 1.3.12 Soit f € C°(I, E) et soit u € C'([a,b],I). Alors,
b u(b)
/ flu(t))w'(t)dt = / f(z)dz.
a u(a)
Démonstration: Considérons I'application G : I — E définie par

vrel, G(x):/j)f(t)dt,

puis Papplication F : [a,b] — E définie par F = G o u.

D’aprés le Théoréme [1.3.5 V'application G est une primitive de f sur I;
en particulier, G € C'(I,E). Comme en outre u € C"([a,b],]), nous en
déduisons par composition que F' € C1([a,b], E) et

Vit € [a,b], F'(t) = f(u(t)) W(2).

Ainsi, F est une primitive de Iapplication continue ¢ — f(u(t))«/(¢) sur le
segment [a, b], et nous concluons par la Proposition [1.3.9] O
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Remarque. On dit couramment que I'on a posé le changement de variable
x = u(t) et donc que « dax = u/(t)dt ».

Proposition 1.3.13 Soit f € Cy([«, 8], E) et soit uw € C'([a, b], [a, B]) sup-
posée strictement monotone. Alors, on a l’égalité :

b u(b)
[ soyiwar= [ s

Démonstration: Voir [DAN 194] qui montre aussi que, si u n’est pas sup-
posée strictement monotone, on peut avoir fou & Cy([a,b], E), si bien que
I'intégrale du membre de gauche n’est pas définie.

0
Voici une application du changement de variable dans une intégrale au cas
d’une fonction T-périodique, ou T > 0.

Proposition 1.3.14 Soit f € C(R, E) une application T-périodique. Alors,

t1+T to+T
V(ti, 1) € R?, /+ f(x)dx:/ ’ f(z)dz.

t1 to

Démonstration: D’aprés la relation de Chasles,
t1+T to to+T t1+T
/ f(z)da :/ f(x) dx+/ f(z) dx—l—/ f(z)dx.
t1 t1 to to+T

Il nous suffit donc pour conclure de prouver I’égalité :

[ rwa= [ Fla)d,

qui s’écrit encore, en vertu de la T-périodicité de I'application f,

/ fo+Tyar= [ .

1+T

et cette derniére égalité résulte du changement de variable y =z + T U

Remarque. FEn vertu de la remarque précédente, cette proposition se gé-
néralise au cas ot f est continue par morceaux. En effet, le changement de
variable que nous avons utilisé dans la démonstration est strictement crois-
sant puisqu’il s’agit simplement d’une translation.
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1.3.4 Exercices suggérés.

Référence :EMPSI pages 81-83
1. Soit f € C([0,1],R). Prouver I'inégalité

\/ 2) o f(L—2)dz] < 2|7l

2. Calculer la valeur de l'intégrale

27
1
/ /1+ cosx s
0 2

3. Calculer la valeur de I'intégrale

w/4
/ In(1 + tanz) dz.
0

4. En utilisant une comparaison avec une intégrale, prouver la majoration
1
Vn € N* —<1+Inn
DS

et en déduire :
Vn € N* Zd <n(l+Inn).

dln

5. Déterminer les limites suivantes :
w/2 3u

lim e M x ; lim
u—0+ J u—0+ /., x

COS ™

dzx.

6. Déterminer I'ensemble des applications f € C(R,,R) telles que f >0
et

veeR, f@)< [ zf(t) at

Indication : Introduire g(z) = exp(—x) [ f(

7. Etudier et représenter graphiquement l’apphcatlon f R — R définie
par l'intégrale dépendant d’un paramétre aux bornes suivante :

2x
VeeR f(z)= / e~ dt.

Indication : Utiliser les valeurs numériques qui vous sont données ci-

dessous :

In2
a= %%0,481 . f(@) ~ 0,286
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8. Soit f : Ry — R une application k-lipschitzienne (k > 0). On définit
I'application F': R, — R par F(0) = f(0) et

Ve e R, F(z) = i/ £Vt
0

Montrer que l'application F' est k/2-lipchitzienne.
Indication : Effectuer un changement de variable pour fixer les bornes
de 'intégrale.

9. Soit f € C([0,1),R) telle que
V(z,y) € [0,1]" zf(y) +yflx) <1
Prouver l'inégalité :
1
/ f(z)dx < T
0 4

Indication : Ecrire de deux facons différentes cette intégrale en utilisant
les changements de variable x = sinu et © = coswv.

Référence :CMP 143

1. Calculer les intégrales suivantes :

w/2 :
CcOS T sin

_ de ; J= / : dx.
o V1+sinzcosx o V1+sinzcosx

2. Soit 6 € [0, 7/2[ fixé. Calculer I'intégrale

20
/ — L __du.
o cos(z—0)

3. Calculer I'intégrale suivante :

/2
I =

/
dx.

Indication : Effectuer les changements de variables successifs © = cos @
puis 6 = 2(p + 7/4).
4. Soient a > 0 fixé et f € C([0,a],R%). Calculer 'intégrale

N0
/o O+ fla—n™

En déduire la valeur de I'intégrale suivante :

w/2 £)sint
/ (cost)*™ dt.
o (cost)sint 4 (sint)cost
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1.3.5 Applications suggérées.

Pour un exposé systématique sur le calcul de primitives, le lecteur pourra
par exemple consulter le chapitre 9 de [CMPSI 309].

Le lemme de (Riemann-)Lebesgue, qui concerne les séries de Fourier, est
traité dans le cas C! par intégration par parties dans [CMPSI 234-235] et
dans le cas plus général d’une application continue par morceaux dans [DAN
209-211].

Les applications de R dans R qui sont additives et continues sont exactement,
les applications linéaires : une démonstration a ’aide d’intégrales de ce ré-
sultat classique est donnée dans [EMPSI 83].

Le lecteur trouvera dans [CMPSI 232| la démonstration du lemme classique
suivant en utilisant le lien entre primitive et intégrale :

Lemme 1.3.15 (Gronwall) Soient T € R et f,g: [0,7[— R continues,
f>0,9>0, telles que

3C >0 VYxe|0,T] f(x)< C+/ fg.
0
Alors on a l'inégalité suivante :

Ve € [0,T] f(z) §Cexp</oxg>.

Le lemme de Gronwall est trés utile en théorie des équations différentielles.
Prouvons par exemple que 1'équation

dy

—=b ; 0)=a

i) y(0)
avec a € R fixé et b : R — R supposée k-lipschitzienne, admet au plus une
solution.
Supposons donc que x et y soient deux solutions de cette équation différen-
tielle si bien que, pour 7' > 0 arbitraire,

¢ ¢
Ve [0,T] z=a —|-/ b(zs)ds et yy = a +/ b(ys) ds.
0 0

Nous en déduisons, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, que pour tout
tel0,T]

(0 — ) = (/0

t t

b = Wyl ds) <t [ b~ b ds.

0
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Puisque 'application b est supposée k-lipschitzienne, nous en déduisons :
t
e 0.T( (- <TH [ (o~ y)ds
0

En appliquant le lemme de Gronwall avec g = Tk? et C' > 0 arbitraire, nous
en déduisons :

Vte[0,T[ (z;—y)?* < Cexp(Tk*).

Nous pouvons alors conclure en faisant tendre C' vers 0 puis en utilisant
T > 0 arbitraire.

1.4 Sommes de Riemann

La notion de sommes de Riemann est introduite dans |[CMPSI 222-226| et
illustrée par plusieurs exercices.

Elle ne figure pas au programme officiel mais sera néanmoins bien utile dans
plusieurs lecons pour fournir des illustrations ou des exercices.

Le résultat essentiel, que nous allons énoncer immédiatement aprés une pre-
miére définition, est assez intuitif (faire un dessin).

Définition 1.4.1 On appelle subdivision pointée d’un segment [a,b] tout
couple (0,0), ot 0 = (a;)o<i<n €st une subdivision de [a,b] et © = (0;)1<i<n
est une famille de points de [a,b] telle que :

V1 S 1 S n, 9@ S [ai_l,ai].

Définition et proposition 1.4.2 Soit f € R([a,b], E) et soit (o,0) une
subdivision pointée de [a,b]. On appelle somme de Riemann associée a 'ap-
plication f et & la subdivision pointée (0,0) la quantité :

n

S(f.0.0) = (a; — a;1) f(6:).

i=1

Considérons maintenant une suite (on, On)nen+ de subdivisions pointées du
segment [a,b] telle que la suite des pas (||on]|)nen+ tende vers 0. Alors,

b
S(f,on,OnN) M/a f(z)dz.
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Démonstration: Le lecteur trouvera la preuve dans [DAN 196-197] qui se
restreint au cas f continue par morceaux mais la démonstration est exacte-
ment la méme pour f réglée.
L’idée est d’examiner d’abord le cas ot f est de la forme c1j, ), ¢c € E , puis
de passer au cas d’une application en escalier par linéarité, pour terminer la
démonstration par densité de £([a,b], E) dans (R([a,b], E), | - ||lcc)-

OJ

Remarque. Dans le cas ou f € C([a,b], E), 'énoncé précédent résulte de
la construction de l'intégrale de Riemann. En effet, en écrivant une somme
de Riemann comme l'intégrale d’une fonction en escalier bien choisie et en
utilisant P'uniforme continuité de f (qui résulte du théoréme de Heine), on
peut écrire le résultat précédent sous la forme

b b
/(; f :N1—1>r—1|/—loo/av fN’

ol (fn)nen- est une suite dans € ([a, b], E) qui converge uniformément vers f.

Un cas particulier souvent utilisé dans la pratique est obtenu en prenant des
subdivisions réguliéres de [a,b]. Plus précisément, pour tout N € N* nous
définissons la subdivision oy comme la famille (a;)o<i<n telle que :

b_
VO<i<N, a=a+i-—2

En outre, nous définissons la subdivision pointée (oy,Oy) en choisissant
simplement 0; = a;_1 pour tout 1 < i < N. Alors, on a :

Corollaire 1.4.3 Pour toute application f € R([a,b], E),
N-1

b]—va Z;f<a+ib]_va> . /abf(x)dx

1=

Lorsque E = R, ce résultat nous fournit une méthode pour calculer une
approximation d’une intégrale, dite méthode des rectangles.

Dans le cas ot f est suffisamment réguliére, on peut utiliser I'inégalité de
Taylor-Lagrange pour mesurer la qualité de cette approximation, ce qui est
essentiel dans la pratique. Nous écrivons la proposition suivante dans le cas
a = 0et b =1, ce qui ne fait pas perdre de généralité puisqu’on peut toujours
se ramener & ce cas par changement de variable (transformation affine).

Proposition 1.4.4 Supposons f € 03([0, 1],R). Alors,

/ f(1) —£0)  f'(1)— f(0) 1
sz /f oN T 12A2 +O<W)'
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Démonstration: Voir [DAN 198-199]. O
Nous reviendrons beaucoup plus précisément sur les différentes méthodes de
calcul de la valeur approchée d’une intégrale dans un chapitre ultérieur.

Exemple. (Intégrale de Poisson) Pour tout a € R\ {—1; 1}, on définit :
I(a) = / In(1 — 2acosz + a?) d.
0

D’aprés le Corollaire nous avons donc :

n—1
~fm T 294005 P 4 1) = Tim ©
I(a) _nl—lgloon;m (a 2a cos - +1) _nl—lﬁloonlnpn(a)’ (1.4)

ol le polynome P, est donné par :

) = [T (x = e G (X =0 (53) = 2y 2y

k=1

Revenant a la formule (1.4)), nous en déduisons :

la| <1 = I(a)=0 ; |a|>1 = I(a)=2nln|al.

Exercices. Référence : EMPSI pages 82-83

1. Montrer que la suite de terme général

n
1
Up = —_—
" ; Vn? + 2kn
est convergente et calculer sa limite.

2. Montrer que la suite de terme général

105

k=1
est convergente et calculer sa limite.

3. Montrer que la suite de terme général

n

Up, = Z(n +k)(n+k+1)77,

k=0

ol a>0,8>0et a+ =1, est convergente et calculer sa limite.
Indication :Introduire v, = Y ,_,(n+ k)~! et prouver que

Up — —+ < Up < Uy

n 2n-+1
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4. Montrer que la suite de terme général

n
Uy = g sin—2$in—
n n

k=1

est convergente et calculer sa limite.

Indication :Introduire v, = Y ,_, ni sin% et montrer 'inégalité

3
€ .
Ve e R, m—ggsmxgx.

5. Soit f € C([0,1],R) et ¢ : R — R convexe. Montrer I'inégalité de

o s@(/olf) < /01 e(f)-

1.5 Convergences de suites d’applications

Les définitions des convergences simple et uniforme ont été données page
Rappelons simplement ici que la continuité en un point o (ou sur l'intervalle
la, b]) est conservée par passage a une limite uniforme [DAN 271], ce qui n’est
pas le cas pour une limite simple.

On peut en déduire que (C([a,b], E), || - ||oc) st un espace de Banach en tant
que sous-espace fermeé de (B([a,b], E), || - ||«) qui est lui-méme un espace de
Banach.

Proposition 1.5.1 Soit (f,)nen une suite d’applications réglées de [a, b] dans
E qui converge uniformément sur |a,b] vers une application f.
Alors f € R([a,b], E) et nous avons ’égalité :

/abf(x)dx: lim /abfn(x)dx.

n—-+0o00

Démonstration: Dans I'espace vectoriel normé (B([a,b], E), | - ||«), nous
avons f = lim f,, avec (f,) € (R([a,b], E))N. Or R([a,b], E) est un sous-
espace fermé de (B([a,b], E), || - ||s) puisque, par définition,

R([a,b], E) = E([a,0, E) '™

Nous en déduisons que f € R([a,b], E) et donc que 'intégrale du membre de
gauche est bien définie.
Par construction, I'intégrale de Riemann est une application linéaire continue
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I:(R([a,b],E),| - |l) = E de norme (b — a), comme nous l’avons établi
dans la proposition Nous déduisons de cette propriété de continuité
que I(f) =limI(f,), d’ou la conclusion.

Une autre fagon d’aboutir a cette conclusion est d’écrire les inégalités :

WK?@ﬁu—[fhumﬂk;LWﬂ@—ﬁmMMws@—awf—nmy
O

Remarque. Cette interversion entre limite et intégrale n’est pas valable
lorsqu’il y a seulement convergence simple, méme si toutes les applications
en jeu sont continues. Un contre-exemple est obtenu en prenant a =0, b =1
et en définissant comme suit f,, n € N* : f(z) = n*zsi 0 < x < 1/n,
fo(z) =2n—n%zsil/n <z <2/net f,(r) =0 sinon. O
Dans toute la suite de ce paragraphe, nous allons considérer des applications
numeériques définies sur [a,b] et nous allons définir de nouveaux types de
convergences pour des suites de telles applications.

Proposition et définition 1.5.2 L’application ||-||1 définie sur C([a,b],R)
par

v/ € C((a, b, R) th/ﬁ@Mx

est une norme sur C([a,b],R) appelée norme 1.

Soient (fu)nen €t f des applications numériques continues sur [a,b]. Si la
suite (fn) converge vers f dans (C([a,b],R),| - |l1), on dit que (f,) converge
en moyenne vers f.

Démonstration: La seule vérification qui ne soit pas immédiate est celle
de l'implication suivante : ||f||; = 0 = f = 0. Elle résulte de la proposition

L2.12 O

Remarque. L’énoncé précédent se généralise sans difficulté a C'([a,b], E),
avec E espace de Banach quelconque. En revanche, le produit scalaire que
nous allons introduire maintenant pourrait étre généralisé a C'([a, b], C) mais
pas au-dela.

Proposition et définition 1.5.3 L’application (-,-) définie sur (C([a,b],R))?
par

b
Y(f.9) € (C(la, b, R))? mmsz@mmm
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est un produit scalaire sur C([a,b],R). La norme induite par ce produit sca-
laire est appelée norme 2 et donc définie par :

W et ® = ( [ Pwar)’

Soient (fn)nen et f des applications numériques continues sur [a,b]. Si la
suite (f,) converge vers f dans (C([a,b],R),| -|l2), on dit que (f,) converge
en moyenne quadratique vers f.

Démonstration: Le lecteur vérifiera sans difficulté que application (-, -)
est bilinéaire symétrique positive. Le fait qu’elle soit définie résulte de la

proposition [1.2.12] 0]

Remarque. L’inégalité de Cauchy-Schwarz, énoncée dans la proposition
1.2.13] se réécrit donc dans notre cadre

Y(f.9) € (C([a,0].R)* [(f,9)| < [I£]l2llgll2-

Sous cette forme, elle est d’ailleurs vraie dans le cadre beaucoup plus général
des espaces préhilbertiens, ainsi que son cas d’égalité. Le lecteur pourra se
reporter & [DAN 9-10].

C’est précisément 'inégalité de Cauchy-Schwarz que nous allons utiliser pour
comparer les trois normes que nous avons précédemment définies sur C([a, b, R).

Proposition 1.5.4 Pour toute application f € C([a,b],R), nous avons les
négalités

[l < Vb —=allfllz < (b= a)|[flle-

Démonstration: Grace a l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous pouvons
écrire (en notant 1 I'application constante et égale a 1 sur [a, b))

b
(alh =/ [f (@) dz = ([f],1) < [[fll2l1]l2 = Vo —all ]2,

d’ou la premiére inégalité. Nous obtenons alors la seconde inégalité en écri-
vant

= ([ Pwan)’ < ([ )’ = il
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Corollaire 1.5.5 Soient (f,)nen et [ des applications numériques continues
sur [a, b].

Si (fn) converge uniformément vers f sur [a,b], alors (f,) converge en moyenne
quadratique vers f sur |a,b].

Si (fy) converge en moyenne quadratique vers f sur [a,b], alors (f,) converge
en moyenne vers f sur [a,b]

Dans les deux cas, la réciproque est fausse comme nous allons le voir main-
tenant.

Contre-exemples :

1. Prenons a =0, b =1,f = 0 et définissons f,,, n € N* par :
fa(x)=nlzsi0 <z <1/n f(z)=2n—n'zsil/n® <z <2/ndet
fn(z) = 0 sinon.

Alors la suite (f,) converge en moyenne quadratique vers f mais ne
converge pas uniformément vers f.

2. Prenons a =0, b = 1,f = 0 et définissons f,, n € N* par :
fol@)=n3zsi0 <z <1/n? fulx) =2n—n3zsil/n? <z <2/n?et
fn(x) = 0 sinon.

Alors la suite (f,,) converge en moyenne vers f mais ne converge pas en
moyenne quadratique vers f : on pourra remarquer que f,(z) > n/2

deés que 1/(2n?) <z < 3/(2n?).

Remarque et exercice suggéré : On peut montrer que pour tout p € N*,
I'application || - ||, définie sur C([a, b],R) par

W et ®) Il = ( [ 1@k’

est une norme sur C'([a, b],R) : on I'appelle norme p. Ce résultat qui repose
en fait sur une inégalité de convexité n’est pas trivial. Le lecteur intéressé
par la démonstration pourra se reporter aux inégalités dites de Hélder et
Minkowski dans tout livre de théorie de la mesure et de 'intégration.

La notation que nous avons utilisée pour la norme de la convergence uniforme
est alors justifiée par le résultat suivant :

vf e Cla,bLR)  tm £l = Ifl

Le lecteur trouvera ce résultat sous la forme d’un exercice corrigé dans [DAN
205-206.
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1.6 Intégrale d’une fonction dépendant d’un pa-
rametre

Nous considérons une application f : E X [a,b] — F, ou (F,d) est un espace
métrique et F' un espace de Banach.

Rappelons ici que E X [a,b] est alors lui-méme un espace métrique en tant
que produit de deux espaces métriques.

Théoréme 1.6.1 (Continuité) Si f : E X [a,b] — F est continue, alors
nous pouvons définir Uapplication ® : E — F par :

b
Vee B, ®(x) :/ f(z, t)dt,
el cette application @ est continue.

Démonstration: Pour z € E arbitrairement fixé, I'application t — f(x,t)
est continue du segment [a, b] dans l'espace de Banach F', ce qui permet de
définir 'intégrale ci-dessus.

Nous allons prouver la continuité de ® par caractérisation séquentielle :
siz € E etsi (Tn)pen- € EY est une suite qui converge vers z, alors
(@(acn))neN* converge vers ®(x) dans F.

Sous ces hypothéses, il est bien connu que {z,,n € N*} U {z} est un sous-
ensemble compact de E (cf. [SKA 23|). Ainsi, il suffit de démontrer la conti-
nuité de la restriction de ¢ a un sous-ensemble compact quelconque K de
I'espace métrique F.

Puisque K X [a,b], muni de la distance di ((z, s), (y,t)) := d(z,y) + |s — t],
est alors un compact, le théoréme de Heine implique que la restriction de
lapplication f & K X [a, b] est uniformément continue. Soit xy € E arbitraire
fixé. Pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que, pour tout x € E et tout t € [a, b],

d(x,70) < 6 = dy (2, 1), (w0, 1)) < & = |f(w, 1) — (w0, t)] < ——

Grace a I'inégalité triangulaire dans une intégrale, nous en déduisons :

Az, 20) < 6 = |B(x) — ()| < / (@, t) — Flo, D) dt < e,

ce qui nous permet de conclure.
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Exemple. [CMP 190-191] Soit 7" > 0 et soient f,g : R — C deux appli-
cations continues et T-périodiques. Le produit de convolution de f et g est
I’application f * g : R — C définie par :

vz €R, f#g(x) :/O F(t)g(e — 1) dt.

Grace au théoréme précédent, on vérifie sans peine que 'application f* g est
continue et T-périodique.

Nous supposons désormais que E = I, intervalle réel.

Soit (xo,tg) € I X [a,b]. Rappelons que la dérivée partielle f!(xzg,ty) désigne,
sous réserve de son existence, la dérivée au point xo € I de 'application
x+— f(z,tp) de I dans F.

A P’aide de I'inégalité des accroissements finis, on peut établir le résultat
suivant (cf. Ramis-Deschamps-Odoux tome 3, paragraphe 8.1.8, dont on peut
adapter la preuve en se référant a la démonstration précédente).

Théoréme 1.6.2 (Dérivabilité) Si f : Ix[a,b] — F est continue, telle que
la dérivée partielle f. existe et soit continue sur I x [a,b], alors l'application
® . I — F définie par :

Veel, &(x) :/bf(x,t)dt

est de classe Ct et nous avons l'égalité :

b
Veel, & (x) :/ fo(z,t)dt.

Ces résultats seront considérablement généralisés dans la section grace
au théoreme de convergence dominée.

1.7 Arcs paramétrés

1.7.1 Rectification d’un arc paramétré.

Le lecteur pourra se reporter & [DAN 203-205] a propos de la rectification
des arcs paramétrés, que nous présentons trés succinctement ici.

Définition 1.7.1 Soit d € N* fizé et f € C([a,b],RY).On dit que le couple
[ = ([a,b], f) est un arc paramétré continu de RY. Cet arc est dit rectifiable
St

sup Z 1 (aien) = flall} < +oc,
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cette borne supérieure portant sur toutes les subdivisions (a;)o<i<n (n € N*)
de Uintervalle [a,b] et || - || désignant la norme euclidienne dans RY,

Dans ce cas, cette borne supérieure est appelée longueur de l'arc paramétré
continu I' et notée L(T).

Un exemple d’arc continu non rectifiable nous est donné par 'application
f:10,1] — R? définie par

£(0) = (0,0) et V¢ €]0,1]  £(t) = (4 tsin%).

Le lecteur pourra démontrer que la borne supérieure ci-dessus est infinie en

choisissant judicieusement des subdivisions et en utilisant la divergence de la
L, . . . 1

série harmonique (i.e. ) - = +00).

Proposition 1.7.2 Soit f € C'([a,b],R?) et T' = ([a,b], f) I’arc paramétré
associé. Alors cet arc est rectifiable, de longueur

L(T) = / |/ (@) d.

Exercice suggéré : Référence :“Topologie, Analyse” par G. FLORY, exer-
cices avec solutions, tome 3, éditions Vuibert.
Calculer la longueur totale de I'astroide définie sous forme paramétrée par :

f(t) = (acos’t,asin®t) |, 0<t <2

1.7.2 Intégrale curviligne d’une forme différentielle.

Une autre application aux arcs paramétrés concerne la notion d’intégrale cur-
viligne d’une forme différentielle le long d’une courbe orientée. Cette notion
permet en particulier de calculer le travail d’une force le long d’une courbe
en Physique. Référence : [CMPSI 396-403].



Chapitre 2

Intégrales impropres.

Dans tout ce chapitre, nous considérons des applications a valeurs dans le
corps K =R ou C.

Nous pourrions en fait définir les intégrales impropres dans le cadre plus
général des applications a valeurs dans un espace de Banach F mais dans
la pratique ce sont surtout des intégrales impropres réelles ou complexes qui
apparaissent. Le lecteur intéressé par les énoncés généraux dans E pourra les
trouver dans les anciens livres de classes préparatoires (Ramis-Deschamps-
Odoux par exemple).

2.1 Deéfinition des intégrales impropres.

Définition 2.1.1 Soit I un intervalle réel et soit f : I — K. Nous dirons
que Uapplication f est continue par morceaur sur I si la restriction de [ a

tout segment inclus dans I est continue par morceaur. Dans ce cas, nous
noterons f € Cy(I,K).

Exemple. Soit I = [a,b], avec —o0 < a < b < 4o0. Alors, f € Cy([a, b, K)
si, et seulement si, pour tout x € [a, b[, la restriction de f a I'intervalle [a, z]
est continue par morceaux.

Remarque. Si nous définissons une application en escalier sur [a,b[ par
I’existence d’une subdivision o : a =ag < --- < a, = b, telle que

A(¢i)o<i<n—1 € K", Vi=0,...,n—1, f

}ai,ai_;,_l[E Cl ?

remarquons qu’une application continue par morceaux sur [a, b[ n’est pas for-
cément limite uniforme sur [a, b[ de fonctions en escalier car cela impliquerait

47
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qu’elle soit bornée. L application f : [0, 1[— R définie par f(z) = (1 —x)~!
fournit alors un contre-exemple.

Définition 2.1.2 Soit f € Ciy([a, b, K) avec —0o < a < b < +o0.
Nous définissons Uapplication F : [a,b]— K par :

Vo € |a,b], F(z)= /9& f(t)dt.

St Uapplication F admet une limite | € K lorsque x tend vers b, nous dirons
que lintégrale impropre fabf(t) dt est convergente et que sa valeur est :

[%@u:a

Dans le cas contraire (F n’admet pas de limite ou bien tend vers l'infini),
nous dirons que lintégrale tmpropre est divergente.

Remarque. Si ¢ € [a,b], la relation de Chasles implique immédiatement

que les intégrales impropres f; f(t)dt et fcb f(t)dt ont méme nature, conver-
gentes ou divergentes. Dans le cas ou elles convergent, nous avons I'égalité :

l%@a—l%@a+1w@@

La notion d’intégrale impropre généralise 'intégrale de Riemann dans deux
directions : intervalle non borné (cas b = +00) ou bien application non bornée
(par exemple, f(x) tend vers +oo lorsque x — b—). Nous allons rencontrer
ces deux situations dans I’exemple trés classique suivant.

Exemple de Riemann L’intégrale impropre f;rOO % est convergente si, et
seulement si, a > 1.

L’intégrale impropre f: dt

(b—t)~

converge si, et seulement si, a < 1.

Malgré la simplicité de la preuve (prendre une primitive), cet exemple est
important car il sert souvent de référence lorsqu’on emploie des relations de
comparaison pour étudier la convergence d’une intégrale impropre (nous y
reviendrons ci-dessous).

Méme si, pour fixer les idées, nous avons travaillé jusqu’a présent avec des
intégrales impropres sur un intervalle de la forme [a, b[, il est évident que tout
ce qui précéde s’adapte immédiatement pour définir des intégrales impropres
sur un intervalle de la forme ]a,b]. Ainsi, exemple de Riemann se réécrit
comme suit sur |a, b].
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Exemple. L’intégrale impropre ff (td—cf)a converge si et seulement si o < 1.

Nous pouvons alors combiner les deux cas précédents pour définir comme
suit une intégrale impropre sur un intervalle ouvert.

Proposition et définition 2.1.3 Soit I = |a,b] avec —00 < a < b < +00,
et soit f € Cp(la,b[,K). Supposons qu’il existe co € |a,b| tel que les in-
tégrales [° f(t)dt et fcl; f(t)dt convergent. Alors, pour tout ¢ € ]a,b[, les
intégrales [7 f(t)dt et fcb f(t)dt convergent et leur somme est indépendante
du choix de c.

On dit que l’intégrale impropre f; f(t)dt converge et que sa valeur est :

l%@mzlvwm+lvwa

Dans le cas contraire, on dit que lintégrale impropre fff(t) dt diverge.

Dans la suite de ce cours, nous allons mettre en évidence diverses méthodes
d’étude de la convergence d’une intégrale impropre; nous écrirons les pro-
positions dans le cas d’une intégrale impropre définie sur un intervalle de la
forme I = [a, b[, laissant au lecteur le soin de les adapter aux autres cas.

2.2 Etude de la convergence : cas positif
Avant d’examiner plusieurs critéres de convergence ou divergence, nous com-

mencons par un lemme, propre au cas positif.
Soit f € Cy([a, b, Ry); nous définissons I'application F': [a,b] — R par :

vz € [a,b), Z%@::/mf@)&. (2.1)

Alors, ’hypothése f > 0 implique la croissance de F', comme le montre la
relation de Chasles. Nous en déduisons le résultat suivant.

Lemme 2.2.1 Soit f € Cuy([a,b[,Ry) et soit Uapplication F : [a,b] — R
définie par la formule . Alors, nous avons [’égalité dans R, :

lim F(x) =sup F < +oo0.

r—b— [a,b]
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Preuve : Sisupy,, I = +oo, alors VA > 0, Jc € [a,b], F(c) > A.
Grace a la croissance de 'application F', nous pouvons donc écrire :

VA>0, 3dcelab], Vrel,b, Flx)>A,

si bien que lim,_,, F(z) = 4+00.

Si supy, , F' = M € Ry alors, la borne supérieure étant le plus petit des
majorants, Ve > 0, 3¢ € [a,b], F(c) > M —e.

En utilisant la croissance de F', nous obtenons donc :

Ve >0, dc€la,b], Vreleb, M—-—e<F(x)<M,

d’ou lim,_,,_ F(x) = M.

O
Il résulte de ce lemme que, si supy, ,; /' < +0o0, I'intégrale impropre f; f)de
converge et ’on a :

b
/ f(t)dt =sup F.

[a,b]

Dans le cas contraire, I'intégrale impropre ff f(t) diverge et nous adopterons
la convention suivante.

Convention 2.2.2 Soit [ € C’M([a,b[, R+) et soit F : [a,b] — R lapplica-
tion définie par la formule . St supy, p F' = 400, alors nous noterons :

/abf(t) dt = +o0.

Insistons sur le fait que cette convention est propre au cas ou l'intégrande f
est une application positive.

Nous allons maintenant décrire plusieurs méthodes permettant de déterminer
la nature d’une intégrale impropre (convergente ou divergente) dans ce cas.

2.2.1 Comparaison avec une intégrale de référence.

Proposition 2.2.3 Soient f,g € Cy([a,b[,R) telles que 0 < f < g. Alors,
on a les implications suivantes.

1. Si f;g(t) dt converge, alors f;f(t) dt converge.
2. Si f: f(t)dt diverge, alors f: g(t)dt diverge.
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Démonstration: Définissons F': [a,b[ — R comme précédemment et ’ap-
plication GG de facon similaire. Puisque 0 < f < g, on a :

Vo € [a,b], F(z)<G(z).

1. Les hypothéses impliquent que

b
sup ' <supG = / g(t)dt < 400,
[a,b] [a,b] a

d’oti la convergence de F'(z) vers supy,, ', lorsque  — b—.
2. C’est la contraposée de la premiére implication.
O
En utilisant I'exemple de Riemann, nous en déduisons les critéres suivants,
souvent utiles dans la pratique.
Corollaire 2.2.4 Soient —oco < a < b < +oo et soit f € Cp([a,b[,R,).
1. Sl eziste a < 1 tel que lim, (b — x)*f(x) = 0, alors Uintégrale im-
propre fabf(x) dz est convergente.
2. Sl existe a > 1 tel que lim,_,(b — z)* f(z) = +00, alors lintégrale
impropre fabf(x) dz est divergente.

Démonstration: Nous traitons le premier cas, laissant le second a titre
d’exercice au lecteur. L’hypothése implique I'existence de ¢ € [a, b[ tel que :

Vo € [e,b], (b—x)*f(zx) <1.

Nous concluons en appliquant la proposition précédente aux intégrales

/be(t)dt et /cba):i—tt)a?

cette derniére intégrale étant convergente d’aprés I'exemple de Riemann. [

Corollaire 2.2.5 Soient a € R et f € Cy([a, +oo[,Ry).

1. Sl existe a > 1 tel que lim,_, oo x* f(x) = 0, alors Uintégrale impropre
+00
L7 f(x) da est convergente.

2. 8%l existe « < 1 tel que lim,_, o 2®f(x) = 400, alors l'intégrale im-
propre f;roo f(z)dz est divergente.

Ce corollaire implique immédiatement la convergence de ["intégrale de Gauss :

+o0 )
/ et dt.
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2.2.2 Intégration des relations de comparaison

Dans toute cette sous-section, nous considérons deux applications continues
par morceaux f, g : [a,b] = R, avec —0o < a < b < +o0.

Le lecteur pourra réviser les notions de comparaison locale ou asymptotique
de fonctions (domination, prépondérance et équivalence) dans [DAN 119ss].

Proposition 2.2.6 (Intégration de la domination) Supposons qu’au voi-
sinage de b, Uapplication f est dominée par g, ce que nous notons f = Oy(g).
Alors, nous avons les implications suivantes :

1. Si ffg(t) dt converge, alors fabf(t) dt converge et

/:f(t)dt: ob</:g(t)dt).

2. Si f; f(t)dt diverge, alors fab g(t) dt diverge et

/:f(t)dt:Ob</:g(t)dt>.

Remarque. Lorsque z — b, les intégrales qui apparaissent dans les re-
lations de domination établies par ce théoréme ont pour limite 0 dans le
premier cas (on parle de reste intégral d’une intégrale impropre convergente)
et pour limite +oo dans le second cas.

Démonstration: Voir [DAN 220|. Nous détaillons plutét la preuve de la
proposition suivante qui est légérement plus difficile.

Proposition 2.2.7 (Intégration de la prépondérance) Supposons qu’au
voisinage de b, Uapplication [ est négligeable devant g (on dit encore que g est

prépondérante devant f), ce que nous notons f = o0y(g). Alors, nous avons
les implications suivantes :

1. Si f:g(t) dt converge, alors fabf(t) dt converge et

/:f(t)dt:ob</:g(t)dt>.

2. Si f: f(t)dt diverge, alors f: g(t)dt diverge et

/;f(t)dt:ob</jg(t)dt>.
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Démonstration: Soit ¢ > 0 arbitraire ; notre hypothése nous donne :
dc € [a,b], Vte|eb, 0< f(t) <eg(t). (2.2)

1. Puisque fabg(t) dt converge, il en est de méme de fcbg(t) dt. L’inégalité
précédente implique alors la convergence de fcb f(t)dt, d’ou celle de
fab f(t)dt. En outre, si ¢ <z <y < b, nous avons :

/jf@) at < e/jgw dt.

En passant a la limite lorsque y — b—, nous obtenons :

Vz € [c,b], /bf(t) dtﬁe/bg(t) dt,

d’ou la relation de prépondérance annoncée lorsque x — b— entre les
restes intégrau.

2. Puisque f; f(t)dt diverge, il en est de méme de fcbf(t) dt. L’inégalité
(2.2)) implique alors la divergence de fcbg(t) dt, d’ott celle de f;g(t) dt.
Cette divergence (vers +00) implique l'existence de ¢’ € [c, b] tel que :

Va € [, b], /m g(t) dt > %/cf(t) dt.

Nous en déduisons, pour tout x € [/, b,

[rwa=[so s [soa<e g are [Ty a

En majorant cette derniére intégrale par fax g(t) dt, nous en déduisons :

vz € )b, /xf(t) dt < 2 /xg(t) at,

ce qui nous permet de conclure puisque € était arbitraire.

g

Proposition 2.2.8 (Intégration de 1’équivalence) Nous supposons qu’au
voisinage de b, les applications f et g sont équivalentes, ce que nous notons
f ~ 9 Alors, nous avons les implications suivantes :

1. Les intégrales f; f(t)dt et fabg(t) dt sont de méme nature.
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2. (a) Si ces intégrales convergent, alors :

/:f(t) dt ~ /:g(t) dt.

(b) Si ces intégrales divergent, alors :

/f(t)dt ~ / g(t) dt.
Démonstration:

1. Puisque f = O(g) et ¢ = O(f), la proposition nous donne le
résultat.

2. (a) Puisque f—g = 0,(g), ce qui équivaut a | f — g| = 0p(g), 'inégalité
triangulaire et la proposition impliquent :

‘/:f(t)dt—/:g(t)dt\ S/:|f(t)—g(t)|dt:ob</:g(t)dt>,

ce qui nous permet de conclure.
(b) La relation |f — g| = 0y(g) ne nous permet pas de savoir si I'in-

tégrale impropre fab |f(t) — g(t)| At est convergente ou divergente.
Dans le premier cas, on obtient directement :

10 =golde=a( [oar).

Dans le second cas, la proposition précédente nous donne la méme
formule. Nous concluons alors en utilisant I'inégalité triangulaire :

‘/jf(t)dt—/:g(t)dt\ S/ax’f(t)—g(t)\dtzob(/;g(t)dt)

Exemple. On définit f € C*(R*,R) en posant :

VteRY,  f(t) = ——

On montre facilement que —f’(t) ~ exp(—t?) lorsque ¢ — +o00 et I'on en
déduit, grace au corollaire précédent,
2

+o0 —x
e
/ e dt ~ lorsque x — +o00.
x 2z

En calcul des probabilités, on évalue ainsi la queue de distribution gaussienne,
c’est-a-dire le comportement asymptotique de = — P(Z > z), ol Z est une
variable gaussienne centrée réduite.
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Exercices suggérés IL’exercice 14.4 de |[DAN 222-223|, T'exercice 3.1.1
de [CMP 164], les exercices 3.3.1 & 3.3.3 de [CMP 184], I'exercice 3.1 de
[EMP 195| permettent de mettre en oeuvre les méthodes précédentes sur des
exemples assez simples.

Remarque. Les résultats précédents tombent en défaut lorsque nous consi-
dérons des fonctions de signe quelconque.
Ainsi, il est facile de constater que nous avons 1’équivalence suivante :

sint  |sint| sint
Vit t Vit

En effet, nous avons bien str :

lorsque t — +00.

|sint|  |sint| " r (sint

t Vi Wi Vi
Néanmoins, a I'aide de méthodes que nous verrons ci-dessous, nous pourrons
établir que :

/+°° <sint+\sint\>dt di . /+°O sintdt
—+— iverge e —— dt converge.
1 Vi t RYAZ

> lorsque t — +o0.

2.2.3 Comparaison avec une série

En utilisant la fonction F' définie par I'égalité (2.1]), le lecteur montrera faci-
lement la proposition suivante.

Proposition 2.2.9 Soit a € R et soit f € Cy([a, +oo[,Ry).

Si f:oo f converge, alors pour toute suite (x,) € [a, +oo[N de limite +00, la
série ) [T f converyge.

S’il existe une suite croissante (x,) € [a,+ooN de limite +oo telle que la
série Zf;n"“ f converge, alors l'intégrale impropre f:oof converge.

Exemple. La fonction f : Ry — R, définie par f(t) = @ sit#0et

f(0) =1, est continue sur R,. Nous allons prouver la divergence suivante.
+oo +00 | &3
sint
f= / u dt = 4o0-
0 0 t

En contraposant la premiére phrase de la proposition ci-dessus, nous consta-
tons que Pexistence d’une suite (z,) € [0, +oco[N de limite +oo telle que la
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série Y- [*"*! f diverge implique la divergence de I'intégrale impropre f0+oo f.
Prenons z,, = n7 et étudions donc la suite (u,)nen définie par :

(n+1)mw int
Vn e N, unz/ ‘Slf‘dt.

nm

Par décroissance de 'application ¢t — % sur RY, nous avons la minoration :

1 (n+1)m
VHEN, ’U/nzm/ \smt\dt,
n ™

nm
qui s’écrit encore, en calculant l'intégrale par m-périodicité et a 'aide d’une
primitive :

vneN, wu,> L
(n+ )7

Nous en déduisons la divergence de la série > u,, ce qui nous permet de
conclure.

Remarque. Contrairement & ce qui se passe pour les séries positives, la
convergence d’une intégrale impropre positive sur [a, +oo| n’implique pas
que son intégrande tende vers 0 : on trouvera un contre-exemple avec un
intégrande continu et non borné au voisinage de 'infini dans [DAN 234].
En revanche, si 'intégrande est uniformément continu, il est nécessaire qu’il
tende vers 0 en +o00 pour que l'intégrale impropre converge : voir par exemple
« Oraux X-ENS, Analyse 3 » par Francinou, Gianella et Nicolas page 183.

2.3 Cas général : critére de Cauchy et autres
méthodes.

Dans toute cette section, sauf indication explicite, nous considérons une ap-
plication f € Cy([a,b],K) avec —oco < a < b < +o0.
2.3.1 Critére de Cauchy et conséquences.

Puisque K = R ou C est complet, nous avons la condition nécessaire et
suffisante de convergence suivante :

Proposition 2.3.1 (Critére de Cauchy pour les intégrales) L intégrale
impropre ff f(t)dt converge si et seulement si :

Ve > 0, Jc € [a,b], V(x,y) € [c,b[* ‘/y f(t) dt‘ < €.
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Démonstration: Soit F': [a,b[— R définie par

Vr € [a,b] F(z)= /ﬂﬂ f(t)dt.

Il s’agit de démontrer I’équivalence entre les deux propositions suivantes :
1. L’application F' admet une limite dans K lorsque x — b.
2. Le critére de Cauchy suivant est satisfait :

Ve >0, Ic € [a,b], V(z,y) € [c,b]* |F(y) — F(x)] <e

L’implication (1 = 2) résulte facilement de 'inégalité triangulaire.

Pour prouver I'implication réciproque, on utilise une caractérisation séquen-
tielle et le fait que si (z,,) € [a, b[" tend vers b, alors (F(ycn))neN est une suite
de Cauchy dans K qui est complet.

Le lecteur trouvera les détails dans [DAN 223-224|. [

Nous allons maintenant énoncer trois conséquences de cette proposition, en
commencant par un corollaire presque immeédiat.

Corollaire 2.3.2 Si —0co < a < b < +0 et si f € Cy([a,b],K) est bornée
sur [a, b[, alors lintégrale impropre fab f(t)dt converge.

Démonstration: En notant M = supy,,|f| < +oo et en prenant € > 0
arbitraire, nous constatons que le critére précédent est satisfait en prenant

c:max<a,b—%>

puisque nous avons les inégalités, pour x <y,

‘/:f(t)dt‘ < /:|f(t)|dt§M(y_x),

Par exemple, l'intégrale impropre fol sin(1/t) dt est convergente.

Une importante conséquence du critére de Cauchy pour les intégrales concerne
la notion d’absolue convergence.

Proposition et définition 2.3.3 Soit f € Cy([a,b],K). Alors nous avons
limplication :

b b
/ |f(t)] dt converge = / f(t) dt converge.

On dit dans ce cas que ['intégrale impropre de f est absolument convergente
sur [a,b]. Si Uintégrale impropre de f sur [a,b] est convergente mais non
absolument convergente, on dit qu’elle est semi-convergente.
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Démonstration: Puisque l'intégrale impropre f; | f(t)] dt est convergente,
le critére de Cauchy suivant est satisfait :

Ve > 0, 3c € [a,b], V(x,y) € [c,b]? /y |f(t)]dt < e.

Il suffit alors d’appliquer 'inégalité, valable si ¢ < z <y < b,

[ < [l

pour conclure en utilisant de nouveau le critére de Cauchy pour les intégrales.
O

Exemples. Nous montrerons ci-dessous que I'intégrale f0+oo s‘tﬂ dt est semi-
convergente. On ’appelle intégrale de Dirichlet.

Pour a > 1, l'intégrale impropre f1+oo %t dt est absolument convergente.

O
En utilisant la seconde formule de la moyenne, nous pouvons énoncer une
autre conséquence du critére de Cauchy pour les intégrales.

Proposition 2.3.4 (Régle d’Abel) Considérons deuz applications f € Cy([a, b, Ry)
et g € Cp([a,b],K). Supposons que les deuz conditions suivantes sont satis-
faites :

1. [ est décroissante avec lim,_;, f(x) =0,

2. il existe M > 0 tel que
Vo € [a,b] ‘/ g(t) dt’ < M.

Alors Uintégrale impropre f;f(t)g(t) dt converge.

Démonstration: Traitons dans un premier temps le cas K = R.
Puisque f > 0 et lim,,;, f(z) = 0, pour € > 0 arbitraire, nous pouvons
trouver ¢ € [a, b[ tel que

Vo ele,b] 0< f(z)<e

Soit (x,y) € [c, b[? tel que x < y. La seconde formule de la moyenne (Propo-
sition [1.2.15| page implique l'existence de z € [z, y] tel que

/ " F gt dt = f(rt) / Cg(t)dt
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Nous en déduisons

/ (e de| < 20,

ce qui permet de conclure puisque le critére de Cauchy pour les intégrales est
ainsi satisfait.

Passons maintenant au cas K = C en écrivant ¢ = Reg + i¢Im g. Les hypo-
théses sur g impliquent alors que, pour tout x € [a, b|,

‘/;Reg(t)dt‘ _ ‘Re(/;g(t)dtﬂ < )/;g(t)dt‘ <M

(on a utilisé I'inégalité, valable pour tout z € C, |Re z| < |z]).

Nous constatons que les applications f et Re g satisfont les hypothéses de
I’énoncé dans le cas K = R. Nous en déduisons la convergence de 'intégrale
impropre fab f(t) Reg(t)dt. Par un raisonnement similaire, nous obtenons la

convergence de l'intégrale impropre f; f(t)Img(t)dt, d’ou finalement celle
de l'intégrale impropre complexe fab f(t)g(t)de.
U

Exemple. Pour tout a > 0, I'intégrale impropre suivante est convergente :

+00
sint
/ dt
1 A

Il suffit en effet d’appliquer la régle d’Abel avec f(z) = 7% et g(x) = sinx
sur [1, +00[, en constatant que

Vo € [1,+oo] ‘/ sintdt’:|cosx—cosl|§2.
1

On peut obtenir ce résultat sans la régle d’Abel, en procédant par intégration
par parties, mais ¢’est un peu plus long : voir [EMP 216-217].

2.3.2 Meéthodes directes

On peut étudier directement la convergence d’une intégrale impropre en ap-
pliquant les outils classiques de calcul d’une intégrale, comme l'intégration
par parties ou le changement de variable. Une application classique de ce
dernier est 'exemple de Bertrand, qui généralise 'exemple de Riemann.
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Exemple de Bertrand Pour (a,3) € R? nous considérons l'intégrale

impropre
+o0 1
—dx.
/2 z*(Inx)B

Cette intégrale converge si et seulement si & > 1 ou (a« = 1 et 8 > 1). Le
lecteur pourra consulter la démonstration dans [CMP 162].

On peut avoir recours a un développement asymptotique pour appliquer en-
suite I'intégration des relations de domination, prépondérance ou équivalence.
Par exemple, dans son exercice 3.4.1 d), [CMP 189| établit ainsi la conver-
gence de l'intégrale impropre

+o00 z(er%)
/ ¢ dz.
0 xXr

Intégrale de Dirichlet Par comparaison avec des séries, [GRA 34| prouve

. N . +00 gint
la semi-convergence de I'intégrale impropre fo - dt.

2.4 Calcul des intégrales impropres

Puisqu’une intégrale impropre est par définition la limite d’une intégrale de
Riemann (fonction de la borne d’en haut par exemple), nous allons retrouver
dans cette section les méthodes classiques de calcul d’une intégrale de Rie-
mann : utilisation d’une primitive, intégration par parties, changement de va-
riables. Ces deux derniéres méthodes admettent des généralisations qui nous
fournissent des formules directement applicables aux intégrales impropres
comme nous allons le voir maintenant.

2.4.1 Intégration par parties généralisée

Proposition 2.4.1 Considérons deur applications f,g € C'([a,b[,K). Alors
nous avons les propriétés suivantes :

1. Silim, .y, f(x)g(z) existe, alors les deuz intégrales impropres suivantes
sont de méme nature :

/ f(t)g'(t)dt et / F(H)g(t) dt.

2. Dans le cas ou ces deux intégrales convergent, nous avons l’égalité

b b
[ rg @t =tm pw)g(e) - flargta) - [ 7opgle)dr
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Démonstration: Pour tout x € [a, b], la formule d’intégration par parties
classique nous donne :

| 1090t = @)gte) — f@gte) ~ [ gt

Silim,p, f(2)g(x) existe, la convergence d’une des intégrales impropres équi-
vaut donc a celle de 'autre, d’ot le premier point.

Nous obtenons alors le second point par simple passage a la limite lorsque
x — b dans I’égalité précédente. U

Remarque. Dans le cas ou les deux intégrales impropres convergent, nous
emploierons encore la notation

b b
[ rgar= (gl - [ rosa

Exemple. Existence et calcul de I'intégrale :

/;Oo (/;OO SITM dt) dz. (2.3)

Posons, pour tout x > 0, F(x) = f;oo st dt et calculons, pour tout y > 0,

y y y
I, = / F(z)dx = [zF(x)]§ — / oF'(x)dz = yF(y) + / sinzx dz,
0 0 0
d’ou I'égalité :
Vye R, [I,=yF(y)—cosy+ 1. (2.4)

Or, une IPP généralisée nous donne, pour tout y > 0,

too - +oo +oo

sint —costytee cost Cos cost

F(y):/ Tdt:[ t } —/ ot = y—/ dt.
y 4 y Yy y

En reportant cette égalité dans (2.4]), nous obtenons :

+o0 t
VyeR:, I,=1- y/ C?j dt. (2.5)
Yy

Une nouvelle IPP généralisée nous donne :

+00 . +00 . . +00 .

cost sin ¢ +o° 2sint sin 2sint
/ e = [ 2] +/ L dt = - 2y+/ 2t
Y t t? 1y Y t Y Y t

Par inégalité triangulaire dans une intégrale, on montre facilement que ce
dernier terme est un O(1/y?) lorsque y — +oo et finalement, revenant a
’égalité (2.5)), nous obtenons lim, . I, = 1, ce qui nous donne l'existence
et la valeur de l'intégrale (2.3).
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2.4.2 Changement de variable généralisé

Proposition 2.4.2 Soit u une application de classe C* bijective strictement
croissante de Uintervalle [a,b] sur Uintervalle [a, 5] et f € Cu([e, B[, K).
Alors les deux intégrales impropres

b g
/ flu®) W' (¢)dt et / f(z)da (2.6)
sont de méme nature et égales en cas de convergence.

Démonstration: Voir [DAN 230-231]. O

Remarque. En cas de convergence des intégrales impropres, ’égalité énon-
cée par la proposition s’écrit encore :

/a " () () dt — / " ) de,

(a)

Sous cette forme, elle reste valable avec u € C'([a,b], ], 3]) strictement
décroissante et f € Cyy (]a, 5],]1{). Si 'on veut garder la forme 1) il faut
remplacer u/(t) par |u'(t)].

Exercices suggérés Quand il s’agit de calculer une intégrale impropre, on
commence toujours par étudier la convergence de celle-ci. Le lecteur pourra
procéder ainsi pour l'exercice 3.2.6 de [CMP 180] et pour les exercices 3.2,
3.5, 3.6 de [EMP 195-205|. L’exercice 1.3 de [EMP 201] utilise la formule de
Wallis (qui nous fournit un équivalent de I'intégrale de Wallis) pour calculer
I'intégrale impropre suivante, dite intégrale de Gauss, utile par exemple en
calcul des probabilités pour définir la densité gaussienne.

“+o0o
/ e dz = ﬁ
0 2

2.5 Application a ’étude de séries.

Proposition 2.5.1 Soit f € Cp([1,+o0[, Ry ) une application décroissante.
Alors la série ), -, f(n) et Uintégrale impropre f;roo f(t)dt sont de méme
nature. En outre, nous avons :

1.8 [ f(t)dt diverge, alors S, := Y, f(k) ~ [ f(t)dt.
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2. 51 f1+oo f(t)dt converge et si la condition suivante est satisfaite

+oo
t)dt

nrtoo [T £(p)dt
alors Ry, == 3070 | f(k) ~ [7 f(t)dt.

k=n-+1

1
converge vers () en décroissant. La condition énoncée dans le deuxiéme point
exprime que cette convergence est lente (le lecteur pourra se reporter aux
définitions générales dans [DAN 147]). Si cette condition n’est pas respectée,
la conclusion tombe en défaut comme le montre le contre-exemple suivant :
Si f(t) = e~ pour tout t € [1,+00], alors on trouve

Remarque. Si [ f(t)dt converge, nous savons que la suite (f;roo f(t) dt>

—n o0
et ft)dt=e"

n

VneN R, =-—

donc les suites (R,,) et (j:roo f(t) dt) ne sont pas équivalentes.

La démonstration de la proposition précédente passe par un lemme que nous
allons maintenant prouver, laissant le lecteur se reporter a [DAN 242-244]
pour le reste de la démonstration.

Lemme 2.5.2 Soit f € Cp([1, +o0o[, R) une application décroissante. Nous
définissons la suite (Uy)nen par

VneN* u, =) f(k) - / £(t) dt.
k=1 1
Alors la suite (uy)nen+ est positive et décroissante donc convergente.

Démonstration: Par décroissance de D'application f, nous avons, pour
tout k € N*,

Vtelk k+1] f(k+1)<f@t) < f(k).
Par croissance de I'intégrale de Riemann, nous en déduisons

Ve N f(k+1)< o ft)de < f(k). (2.7)

Nous remarquons maintenant que, pour tout n € N*,

n+1

un+l—un=f<n+1>—/ F(t)dt <0,

n
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cette derniére inégalité résultant de (2.7). Ceci prouve la décroissance de la
suite (up)pens-
En outre, il est évident que u; > 0 et, en utilisant encore (2.7]), nous obtenons

n—l k+1

Vn22 w =37 ()= [ f0)de) + ) 20

k=1

ce qui nous permet de conclure.

Corollaire 2.5.3 La suite (uy,)nen+ définie par

n

1
Vn € N* U"ZZE_IHH

k=1

est convergente. Sa limite est notée v et appelée constante d’Euler.

Démonstration: Il suffit d’appliquer la proposition précédente avec f dé-

finie par
1
Vo € [1,+oo] f(z)= -

qui est une application continue décroissante et positive, admettant pour
primitive le logarithme népérien. 0

Remarque. Une valeur approchée de la constante d’Euler est v ~ 0,577.
On ne sait pas a ’heure actuelle si v est rationnel ou non.

Une application classique de la proposition est donnée dans 'exemple
suivant. Le lecteur pourra démontrer les résultats a titre d’exercice ou se
référer a [DAN 244-245.

Exemple : Séries de Riemann Soit o € R. La série de Riemann

+C>o1

ne
n=1

converge si et seulement si a > 1 et, dans ce cas,

P = 1 1
e ke (a—1)no-t
k=n-+1
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Pour « €]0, 1] (cas de divergence) on a
o i 1 nl—a
e —~k 1-a

Enfin, le cas a = 1 (cas de divergence) a déja été traité dans le corollaire
qui nous donne un résultat plus précis que la simple équivalence S,, ~ Inn.

O
En utilisant I'intégrale de Bertrand, le lecteur pourra démontrer le résultat
suivant, qui est traité dans [CMP 229|.

Exemple : Séries de Bertrand Pour tout (o, ) € R? fixé, la série

> ey
“~ n*(lnn)?

converge si et seulement si a > 1 ou (e =1et 8> 1).

En utilisant le méme genre de technique que pour prouver le Lemme [2.5.2]
on obtient le résultat suivant (¢f. [GOU 155]).

Proposition 2.5.4 Soit f € Cy(R,R) une application décroissante telle que
[’intégrale f0+oo f converge et est non nulle. Alors, pour tout t > 0, la série
Y nen f(nt) converge et nous avons l’équivalent suivant lorsque t — 0+ :

—+00

+00 1
D fty~— | f

0

En appliquant cette proposition avec f(t) = exp(—t?), on peut établir I'équi-
valent suivant lorsque z — 1— :

fanNi
2V1 —x

En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral, on peut démontrer la
proposition suivante [GOU 217] :

n=1

Proposition 2.5.5 Soit f € C'(R%,C) telle que :

+o0o
/ If(£)] dt < +oo
1

Alors la série Y, . f(n) a la méme nature que la suite ([ f)nen-
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On peut appliquer ce résultat a I’étude de la série suivante [GOU 217-218|
en fonction du parameétre o > 0 :

BN

>

neN*

[CMP 260-261] En utilisant une comparaison série-intégrale, on peut établir
Iexistence d’une constante K > 0 telle que n! ~ Kn"e ™/n. La formule de
Wallis permet alors d’identifier cette constante K pour en déduire :

Proposition 2.5.6 (Formule de Stirling) Nous avons l’équivalent suivant
lorsque n tend vers ['infing :

n! ~ <E> 27mn.
e

Terminons ce chapitre en donnant une démonstration alternative de I'exis-
tence d’une constante K > 0 telle que n! ~ Kn"e"\/n. Nous allons d’abord
établir la regle de Raabe-Duhamel, souvent utile pour étudier la nature d’une
série positive lorsque la régle de D’Alembert ne permet pas de conclure.

Proposition 2.5.7 (Régle de Raabe-Duhamel) Soit (u,) € (R%)Y une
suite telle que :

1
n?

I(a, B) € R x |1, +o0], “2“ —1 —%+o(

).

Alors, il existe une constante K > 0 telle que u,, ~ K/n®.

Démonstration: On veut montrer 'existence d’une constante X > 0 telle
que n®u,, — K, ce qui équivaut, par passage au logarithme néperien, a :

dkeR, a,:=alnn+Inu, — k.
Si nous définissons la suite (v,,)nen par :

Un+41

vn::an+1—an:a1n(1+%)+1n ;

cela équivaut encore a la convergence de la série > v,.
En utilisant le développement limité In(1+ ) = x + O(x?) au voisinage de 0,
nous calculons :

1 Q@ 1 1 1
avec v := min(/3,2) > 1, ce qui permet de conclure par comparaison avec
I'exemple de Riemann. 0

Corollaire 2.5.8 Il existe une constante K > 0 telle que n! ~ Ke™" nta,
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Démonstration: Définissons la suite (uy,)nen+ par u, := nle™n~", si bien
qu’il s’agit de montrer Pexistence de K > 0 telle que u,, ~ Kn'/?.

Afin d’appliquer la proposition précédente, nous calculons :

. 1. 1
Vn € N, o+l _ (n+1e(l+=) "(n+1)"" =exp (1 —nln(1+ —)>
U n n
En utilisant le développement limité In(1+z) = z—2%/2+0(2?) au voisinage
de 0, nous obtenons :

Un, 1 1 1 1 1
= (Lo - g +06GE) e (57 + 0())

Unp

Or, expu = 1 4+ u + O(u?) au voisinage de 0, si bien que :

Un+1 1 1
=14+ —+0(—=).
Uy, * 2n + (n2)
Nous concluons en appliquant la régle de Raabe-Duhamel avec o = —1/2. O

2.6 Transformée de Laplace & variable réelle

Nous suivons ici la présentation de [POM 197-199]. Pour f € C°(R,,C),
nous notons :

+oo
Ap = {/\ € R, l'intégrale impropre / e Mf(t)dt converge}.
0

Définition 2.6.1 Si Ay # &, on appelle transformée de Laplace de f ’ap-
plication Lf : Ay — C définie par :

+o00
VA€ Ay, Ef(A):/ e Mf(t)dt.
0

2.6.1 Quelques propriétés générales

Proposition 2.6.2 Si A € Ay, alors pour tout pn > A, 1 € Ay.

Démonstration: Soit A € Ay et > A; posons o = pr— A > 0. Définissons
Papplication G : Ry — C par :

Ve e Ry, G(z)= /x e Mf(t)dt.

0
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Pour tout « € R, nous avons :

R o Tt _ T et
/Oe“f(t)dt—/o e e f(t)dt—/o e G'(t) dt.

Par intégration par parties, nous en déduisons :

/Ox e M ft)dt = [e ™ G(t)]g—i-oz /Ox e G(t)dt = e G(x)+a /Ox e " G(t)dt.

Or, 'application GG est continue et admet par hypothése une limite en +oo,
donc elle est bornée. Nous en déduisons que f0+°° e~ G(t) dt converge et

x —+00
lim e M) dt = a / e " G(t) dt.
0

T—r+00 0
O

Corollaire 2.6.3 L’ensemble Ay est soit vide, soit égal a R, soit de la forme
la, +00[, soit de la forme |a,+oo], avec a € R.

Démonstration: SiA; # o, il suffit de considérer @ = inf Ay € RU{—o0}
pour conclure grace a la proposition précédente. O
Proposition 2.6.4 Si 0 € Ay, alors nous avons l'égalité :

“+o0o

f@)dt = lim Lf(N).

0 A—=0+

Démonstration: Puisque 0 € Ay, nous pouvons définir F': R, — C par :
+o0
VeeR,y, F(x)= f(t)dt.
Pour tout A € R, et tout z € R, nous avons :
/ e Mf(t)dt = — / e MF'(t) dt.
0 0
Par intégration par parties, nous en déduisons :

/x eMNf(t)dt=[—e M F(t)], — A /m e M F(t)dt,

0 0
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ce qui s’écrit encore
+oo

/ Y f(t)dt =

ft)dt — e F(z) — A / Y F(t)dt.
0 0 0

L’application F'est continue et de limite nulle en 4-00. Par passage a la limite
lorsque x — +o00 dans 1’égalité précédente, nous obtenons donc :

+oo +oo
VAER,, Lf()\)= ft)dt — )\/ e M F(t)dt.
0 0

Il nous reste donc a prouver que :

“+oo
lim A / e M F(t)dt = 0.
0

A—0+

Soit § > 0 arbitraire. Nous pouvons choisir A > 0 tel que, pour tout ¢t > A,
|F(t)] <. Nous en déduisons, pour tout A € R,

“+o00 A +oo A
])\/ e M F(t)dt| < )\/ ]F(t)ldt+5>\/ e—”dtgA/ |F(t)|dt + 0.
0 0 0

A

Ainsi, il existe A\g > 0 tel que :
+oo
VA € [0, Aol \A/ e MF(t)dt| <20,
0

ce qui nous permet de conclure. Il

2.6.2 Transformée de Laplace et calcul des probabilités

Application 1. Soit X une variable aléatoire de loi y(a, A). Sa transformée
de Laplace se calcule facilement sur R, :

ek, Bl - ()"

Comme la valeur de la transformée de Laplace sur R, suffit a caractériser
une loi de probabilité sur R, , nous en déduisons immeédiatement :

Y(a, A) *y(b, \) = v(a+b,\).
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Application 2. La transformée de Laplace d’une variable aléatoire réelle
bornée par 1 vérifie 'inégalité :

2
Vt€R, Ele™] <exp (%) (2.8)

Cette propriété est établie dans un probléme extrait du concours commun
Maths IT MP 2015 : I’étude des variables aléatoires discrétes sous-gaussiennes
IMEY 87-88].

On déduit de la relation l'inégalité de Hoeffding, utile en statistique
pour construire des intervalles de confiance [OUV? 132-135].



Chapitre 3

Intégration sur un intervalle
quelconque

Dans tout ce chapitre, I désigne un intervalle réel non vide et nous notons
encore K =R ou C.

Rappelons qu'une application f : I — K est dite continue par morceaux sur
'intervalle I, ce que I'on note f € Cy(I,K), si f est continue par morceaux
sur tout segment inclus dans /.

3.1 Fonctions intégrables

Nous ne ferons qu’énoncer ici les définitions et résultats essentiels sur le sujet.
Le lecteur est donc encouragé a étudier 'intégrabilité d’une fonction sur un
intervalle quelconque dans [DAN 465-472] ou encore dans [CMP 154-177]| qui
la traite en détail, parfois d’une fagon redondante avec ce que nous avons vu
dans le chapitre sur les intégrales impropres.

3.1.1 Le cas positif

Définition 3.1.1 Soit f € Cy(I,Ry); on appelle intégrale de 'application
positive f sur lintervalle I [’élément de R, suivant :

f—fggj/f

On dit que l’application f est intégrable sur I si f[f < 400.

La proposition suivante fait le lien entre cette notion d’intégrabilité sur un
intervalle quelconque I et celle de convergence d’une intégrale impropre que
nous avons étudiée dans le chapitre précédent.

71
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Proposition 3.1.2 Soit f € Cy(I,R,). Alors f est intégrable sur I si, el
seulement si, l'intégrale impropre de f sur I est convergente. Dans ce cas,
les deux intégrales sont égales.

Pour fixer les idées, prenons par exemple le cas ot I = |¢, +00[. D’aprés cette
proposition, nous avons I’équivalence :

+o00

sup / f(t)dt < +o00 <= lintégrale impropre f(t)dt converge
[a,b]C]e,+o00] c
et dans ce cas, nous avons ’égalité :

sup / f(t)dt = f (t)dt
la,b]Cle,4-o00]
ce que nous notons :
+oo
/ f= f(t)dt. (3.1)
Je,4o0] c

Dans le cas contraire, 'intégrale impropre est divergente mais nous pouvons
encore écrire, grace a la Convention [2.2.2] page 50}

+00
/ f= F(#)dt = +oo.
Je,4oo[ c

Ainsi, lorsque lintégrande f est positif, Pégalité (3.1 est toujours valable.

3.1.2 Le cas réel

Rappelons ici que, pour tout nombre réel z, nous définissons sa partie positive
xt = sup(z,0) et sa partie négative = = sup(—=x,0), d’ou les égalités :

VieR, z=z"—a et |z|=2"+2".
Par composition, nous définirons donc pour f € Cp(I,R) les deux appli-
cations f* € Cy(I,Ry) et f~ € Cy(I,Ry) par fT(z) := sup (f(z),0) et
[~ (@) :==sup (— f(),0).
Définition et proposition 3.1.3 Une application f € Cy(I,R) est dite
intégrable si l'application positive |f| est intégrable sur I. Ceci équivaut a

Uintégrabilité des deux applications positives [+ et [~ sur I.
Dans ce cas, nous appellerons intégrale de 'application f sur 'intervalle

le réel sutvant.
fr-lr-fr
I I I
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Comme précédemment, nous allons faire le lien entre cette notion et celle de
convergence d’une intégrale impropre.

Proposition 3.1.4 Soit f € Cy(I,R). Alors f est intégrable sur I si, et
seulement si, l'intégrale impropre de f sur I est absolument convergente.
Dans ce cas, fI f et Uintégrale impropre de f sur I sont égales.

Considérons par exemple 'application f : R, — R définie par f(0) = 1 et
f(t) = 22 si ¢t € R% ; nous savons que l'intégrale impropre f0+oo f(t)dt est
semi-convergente. L’application f n’est donc pas intégrable sur I = R, et

I’écriture fR+ f n’a pas de sens!

3.1.3 Le cas complexe

Pour tout nombre complexe z, nous noterons Re z sa partie réelle et Im z sa
partie imaginaire.

Définition et proposition 3.1.5 Une application f € Cy(I,C) est dite
intégrable si lapplication positive |f| est intégrable sur I. Ceci équivaut a
lintégrabilité des deuz applications réelles Re f et Im f sur I.

Dans ce cas, nous appellerons intégrale de I'application f sur l'intervalle [
le nombre compleze suivant.

/If::/IRef+i/IImf.

Le lecteur pourra vérifier facilement ’équivalence qui vient d’étre énoncée en
utilisant les trois inégalités suivantes :
VzeC, |Rez|<|z|, |Imz| <|z] , |z2] <|Rez|+ |[Imz|.

Proposition 3.1.6 Soit f € Cy(I,C). Alors f est intégrable sur I si, et
seulement si, 'intégrale impropre de f sur I est absolument convergente.
Dans ce cas, f] f et Uintégrale impropre de f sur I sont égales.

3.2 Théorémes de convergence

Les deux théorémes suivants, dont la démonstration reléve de la théorie de
la mesure et de I'intégration abstraite de Lebesgue, sont admis.

Théoréme 3.2.1 (de convergence monotone) Soit (f,) € (CM(],R+))N
une suite croissante d’applications positives qui converge simplement vers
feCyu(l,Ry). Alors, nous avons l’égalité

/If(f)dt = lim /Ifn(t)dteﬁ+.

n—-+00
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Remarques.

1. En particulier, 'application f est intégrable sur I si, et seulement si,
la suite ([, fu(t)dt),  est majorée.

2. On note parfois cette égalité sous la forme

/IlimTfn:hmT/Ifn.

3. L’énoncé du programme officiel suppose que les applications f,, n € N,
sont a valeurs réelles et intégrables au lieu d’étre positives.
En considérant la suite (f,, — fo)nen, on se retrouve alors dans les condi-
tions de I’énoncé précédent.

Exemple : calcul de I’intégrale de Gauss avec la formule de Wallis

1. Pour tout n € N*, nous définissons 'application f, : R, — R, par

2 n
Fult) = L () (1-2)

Montrer que la suite (f,),en< est croissante et converge simplement
vers l'application f: R, — R, définie par f(z) = exp(—z?).
En déduire que :

on/2 t2 on —+o00 )
lim (1-5) dt:/ e dt.
0

n—-+oo 0 2

2. Démontrer I'égalité suivante pour tout n € N* :

/2 ntl 2n/2 t2 on
vV 2"/ sin?” Ml pde = / (1 — —) dt.
0 0

2n

En utilisant la formule de Wallis

w/2
/ sinpa:d:EN,/l;
0 2p

en déduire la valeur de l'intégrale de Gauss :

+oo
/ €7t2 dt — \/_7_T.
0 2

Cette égalité est utile, par exemple, en calcul des probabilités pour
définir la loi de Gauss.
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Le lecteur trouvera plus loin une autre application du théoréme de conver-
gence monotone : la formule d’Euler-Gauss (cf. Proposition page [83)).

Corollaire 3.2.2 Soit (u,) € (C’M(I,R+))N une suite d’applications po-
sitives intégrables sur I telle que la série Y u, converge simplement vers
S = Zi% un, € Cy(I,Ry). Alors, on a Uégalité :

+00 +oo
[ Y u=Y [weR.
I n=0 n=0 I

Démonstration: Pour tout n € N, nous posons f, = > _,u,. Nous
appliquons alors le théoréme précédent avec f := S. Il

Remarque. En particulier, S est intégrable sur [ si, et seulement si, la
série Y [, u, converge.

Dans les deux exemples qui suivent, nous utilisons la fonctions zéta de Rie-
mann, c¢’est-a-dire la fonction ( : ]1, +oo[ — |1, +o0| définie par :
400 1
Vs >1, ((s)= vl (3.2)
n=1
Les propriétés de cette fonction sont étudiées dans [SKA 57].
Dans le deuxiéme exemple, nous utilisons aussi par anticipation la fonction

I' d’Euler qui sera définie par la formule (3.3)), page 81]

Exemple. En faisant deux intégrations par parties successives, on démontre
facilement que, pour tout n € N*,

+oo 2
I, = e "2 dr = -
0 n

Comme d’autre part la série d’applications > e ™22 converge simplement
sur |0, +oo| vers S € C°(]0, +oo[, Ry ) définie par S(z) = x?/(e* — 1), nous
déduisons du Corollaire :

“+oo $2 d 92
= — =2 )
/0 er —1 o nz: ns <)

Exemple. FEn utilisant un changement de variable simple, on établit :

+o00 t:pfl 400 to0 . .
Vo > 1, /0 et—ldt:/o ;e t*=dt =T (z) ((x).
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Exemple. Pour tous a > 0 et b > 0, nous posons :

1 a—1
[ab I:/ a dz.
’ 0 ]. +xb

On vérifie immédiatement, par comparaison avec I’exemple de Riemann, que
cette intégrale est bien définie, pour tous a > 0 et b > 0.
En utilisant une série géométrique, nous pouvons écrire :

a—1 +oo
vz € [0,1], 1“1 o= Y (-ran .
n=0

Afin de faire apparaitre une série d’applications positives, nous regroupons

les termes deux & deux comme suit :
a—1 +oo

Vo € [0, 1], T Z(xaflJerb — gk Dby
k=0
avec fopp(x) 1= x0T 120 _ paml+ @b — pa—l42kb(1 _ 2b) > () pour tout

réel x € [0, 1] et pour tout entier k.
Nous pouvons donc appliquer le Corollaire [3.2.2| pour obtenir :

+oo +oo 1 1
Loy = kz:% [Ql[fa?b’k N Z (a +2kb a+ (2k+ 1)) )

k=0

Finalement, cette égalité se réécrit, pour tous a > 0 et b > 0,

1 a—1 +oo n
x (1)

doe =S 2

/0 Trav " Za+nb

n=0

En prenant a = b = 1, nous en déduisons :

+o00 1
1" d

E ( ) :/ L = 1n2.
n+1 0o 1+

n=0

En prenant a = 1 et b = 2, nous obtenons :

f(—l)”/l de 7
on+1  J, 1+22 4

n=0

Théoréme 3.2.3 (de convergence dominée) Soit (f,) € (CM(I,(C))N une
suite d’applications qui converge simplement vers f € Cy(I,C). On suppose
qu’il existe une application g € Cy (I, R,) intégrable sur I telle que :

VneN, vtel, |fu(t)]<g(t).

Alors, Uapplication f est intégrable sur I et nous avons [’égalité

fr=m [ 6
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Remarques.

1. C’est I'existence d’une telle application g qui est ’hypothése essentielle :
on 'appelle « majorant intégrable » ou parfois « chapeau intégrable ».

2. Les intégrales du membre de droite sont bien définies car I'existence du
majorant intégrable implique 'intégrabilité des applications f,, n € N.

Exemple On peut reprendre 'exemple précédent en appliquant cette fois-
ci le théoréme de convergence dominée [DAN 475-476).

En effet, un raisonnement de concavité permet de prouver la majoration
In(1 + u) < u, pour tout u > —1, d’ot :

t*\n
vte[0,vn], (1——)"<e™®,
n
ce qui nous fournit un majorant intégrable.

Théoréme 3.2.4 (Intégration terme a terme) Soit (u,) € (CM(],C))N
une suite d’applications intégrables sur I telle que la série > u, converge
simplement vers S = 3" u, € Cy(I,C) et telle que la série Y. [, |uy|
converge. Alors, S est intégrable sur I et l'on a :

+oo

+oo
/Zun—Z/un.
L n=0 “1

Nous admettrons ce résultat car la démonstration reléve de la théorie de la
mesure. Disons simplement, en sortant du programme, que l'idée est d’ap-
pliquer le théoréme de convergence dominée en posant, pour tout n € N,
fn == > p_ou et en utilisant le majorant g := ) |u,|. Cette application
g est « mesurable », a valeurs dans R, et 'hypothése de convergence de
>~ J; lun| implique que [, g < 400, ce qui permet de conclure.

Exemple. En procédant comme dans I’exemple qui suit le Corollaire [3.2.2]
on démontre ’égalité :

T sing =g
do = .
/0 1=

n=1
P P +oo | . —nz
On est amené & prouver la convergence de la série - -, [[" [sinz|e™" d

en utilisant : |sinz| < z. On termine le calcul grace a deux intégrations par
. - , . +oo . “+oo j—
parties successives ou en écrivant fo e ™ sinrdr = Im fo eli=m7 g,
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Exemple. [CMP 344] prouve par intégration terme a terme 1’égalité :

+00 tw 1 —t

AT (z
1 Ae|—1;1
\V/CIIG],+OO[7 v 6[ a]a A 1—/\€t Zn_|_1

En fait, le théoréme de convergence dominée reste valable sous I’hypothése
plus faible que toute les applications en jeu sont réglées au lieu d’étre conti-
nues par morceaux. Ceci justifie application suivante [BP 136].

Application 3.2.5 (Intégration d’une dérivée bornée) Soit f une fonc-
tion partout dérivable sur [a,b], a valeurs dans K et de dérivée f' € R([a, b], K).
Alors, nous avons [’égalité :

b
/ f(@)dz = £(b) - £(a).

Démonstration: Nous notons d’abord que, quitte a introduire 'applica-
tion g : [0, 1] — K définie par

vz €(0,1], g(z)=f(a+ (b—a)z),

et a faire un simple changement de variable, nous pouvons supposer a = 0 et
b =1 sans perte de généralité.

Nous introduisons alors la suite (f,)nen+ d’applications de [0, 1] dans K dé-
finies par :

€ [0,1—%], fTL(x):n(f(x—l—%)—f(x)) et ‘v’xe]l—%,l], fu(z) =0

Pour tout n € N*, nous vérifions facilement que f,, € Cy;([0, 1], K) puisque f
est dérivable donc a fortior: continue sur [0, 1].

En outre, nous constatons immédiatement que la suite ( f,,),en+ converge sim-
plement sur [0, 1] vers f’.

Comme M := supj ;|| est fini par hypothése, le théoreme des accroisse-
ments finis nous donne :

Vn e N*, Vre[0,1], |[fu.(z)| <M.

Puisque I'application constante égale & M est intégrable sur [0, 1], le théoréme
de convergence dominée nous donne I'égalité

/01 £(z)dz = lim /01 Fulz) dz
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Pour conclure, nous allons préciser la valeur du membre de droite. Nous
calculons d’abord, & 'aide d’un simple changement de variable :

/Olfn(x)dx _ n/l_if(x%— 1)dx—n/01_}lf(x)dx

1

_ /f x—n/nf(x)dx.

Introduisons maintenant l'application F' : [0, 1] — K définie par

vz € [0,1], /f

qui est une primitive de 'application continue f. Nous avons alors :

/01 fulwyde = n(FQ) ~ F(1 - 1 )) - n(F(l) - F)).

n
d’ou I'égalité suivante :
1
i [ fu(x) de = F'(1) = F0) = £(1) - 7(0).
0
ce qui nous permet de conclure. Il

Remarque. On déduit de cette application que, si f € R([a, ], K) admet
une primitive F sur [a, b], alors celle-ci est nécessairement de la forme :

Vo € [a,b], F(x)= / f(t)dt+ C , ou C est une constante.

En effet, notons pour l'instant G : [a, b] — K 'application définie par

YV € [a,b], /f

Puisque F' est une primitive de f sur [a, b], nous avons F' = f € R([a,b],K)
si bien que, d’aprés application précédente, pour tout = € [a, b]

-/ Cfr)dt = / CP(t)dt = Fx) - Fla),

d’ou la conclusion.

O
Les deux théorémes qui vont apparaitre dans le paragraphe suivant sont des
exemples importants d’application du théoréme de convergence dominée.
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3.3 Intégrale dépendant d’un paramétre

Dans toute cette section, I et J désignent des intervalles réels d’intérieurs
non vides (i.e. ces intervalles ne sont ni vides ni réduits & un point).
Nous allons étudier la régularité d’une application F': I — C de la forme

vrel, F(:c):/f(x,t)dt,
J

définie sous des hypothéses appropriées.

3.3.1 FEtude de la continuité

Théoréme 3.3.1 (de continuité) Considérons f : I x J — C telle que,
pour tout t € J fixé, 'application x — f(x,t) est continue sur I et, pour tout
x € I fizé, Uapplication t — f(x,t) est continue par morceaus sur J.
Supposons que l’hypothése suivante, dite de domination, est satisfaite :

dg € Cy(J,Ry) intégrable sur J telle que ¥Y(z,t) € I x J, |f(z,t)] < g(t).

Nous pouvons alors définir Uapplication F : I — C par :
vrel, Flz)— /f(x,t) dt
J

el cette application F' est continue sur l'intervalle 1.

Démonstration: Notons d’abord que ’hypothése de domination implique
I'intégrabilité de ¢t — f(x,t) sur J, ce qui nous permet de définir F'.

Soit x € [ arbitraire fixé. Nous allons montrer que F' est continue au point
x en utilisant la caractérisation séquentielle de la continuité.

Considérons donc une suite (z,,) € I qui converge vers z et définissons, pour
tout n € N, une application f,, : J — C par f,(t) = f(x,,1).

Nos hypothéses impliquent que f,, € Cy;(J,C) pour tout entier n.

De méme, définissons f* € Cy(J,C) par f*(t) = f(z,t). Nos hypothéses
entrainent que la suite d’applications (f,),en converge simplement sur J
vers 'application f7.

En outre, I’application g nous fournit un majorant intégrable puisque :

VneN Vted |fu(t) < g(t).

Les conditions sont donc réunies pour appliquer le théoréme de convergence
dominée, qui nous donne :

Jim [ poa= [ o
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ce qui s’écrit encore :

lim F(x,) = F(x).

n—-+oo

Nous en déduisons la continuité de [’ au point x. Finalement, comme x avait
été fixé arbitrairement dans I, nous concluons : F € C°(I,C). U

Exemple. [CMP 191]| Soit f € C°(R,C), supposée intégrable sur R, et
soit g € CY(R, C), supposée bornée. Le produit de convolution de f et g est
Papplication f % ¢ : R — C définie par :

“+o00

Ve eR, fxg(x)= f()g(z —t)dt.

Le théoréme précédent implique immédiatement que f x g € C°(R, C).

Exercice. Pb 5.2 de [CMP 346] paragraphe 1.
Pour toute application f € Cy(R,C) intégrable sur | — 0o, +00], nous défi-
nissons sa transformée de Fourier Ff : R — C par :

1 +oo ,
Vee R Ff(x ::—/ t)e “tdt
f@)= o= [ 1)
Montrer que F f est continue et bornée sur R.

Remarque. La continuité étant une propriété locale, nous obtenons la
méme conclusion sous une hypothése plus faible, dite de domination locale :
Pour tout segment K inclus dans I, il existe une application gx € Cy(J, R,)
intégrable sur J et telle que

Y(a,t) € K xJ |f(a,b)] < gx(t).

En effet, ceci entraine la continuité de I'application F' sur tout segment K
inclus dans I et nous en déduisons sa continuité en tout point de I. Le
lecteur trouvera la preuve formelle dans [CMP 191 mais nous pourrons aussi
simplement en appliquer 1'idée au cas par cas, comme nous allons le voir dans
I’exemple suivant.

Application a la fonction I' d’Euler Nous allons justifier la définition
de la fonction I' : R} — R par

+o0o
VeeR;, I'(z)= / t" et dt (3.3)
0
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et montrer que cette fonction est continue sur RY.

Soit & > 0 fixé; montrons que I'(x) est bien définie. Puisque I'application
t — t*le™t est continue sur |0, +oo[, il reste & étudier la convergence de
I'intégrale impropre en 0 et +00. Comme nous avons 1’équivalence suivante

lorsque t — 04 :
tl’—le—t ~ t:ﬂ—l

avec r — 1 > —1, nous obtenons par comparaison avec ’exemple de Riemann
la convergence de notre intégrale impropre en 0.
Pour étudier la convergence de l'intégrale impropre en +o00, nous utilisons

lim t*e™ =0,
t——+o0

pour en déduire

1

t_Qa

ce qui nous donne la convergence de notre intégrale impropre en +o0o par
comparaison avec I’exemple de Riemann.

Considérons maintenant un segment [a,b] C RY. L’application (z,t) +—
t""te~" est clairement continue sur [a,b] x R%. En outre, nous avons la ma-
joration suivante :

V(x,t) € [a,b] x RL [t e < (¢! + ¢ e,

T >0, Vt>T, t*let<

cette derniére application étant intégrable sur |0, +00[ d’aprés ce qui précéde.
Le Théoréme nous donne alors la continuité de application I" sur [a, b].
Enfin, ce segment [a,b] C R* ayant été choisi de facon arbitraire, nous en

déduisons la continuité de la fonction Gamma d’Euler sur RY.
O

Remarque : Il n’était pas possible de prouver la continuité de la fonction I
sur R* par domination globale car, pour tout ¢ € ]0, 1], nous avons :
—t
e
sup t* et = —
zeR? i
et cette derniére application n’est pas intégrable sur |0, +oo[ puisqu’elle est
équivalente a 1/t au voisinage de 0.
O
Le lecteur montrera facilement a I'aide d’une intégration par parties généra-
lisée 1’égalité suivante :

Vee Ry T(x+1)=al(2)
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et il en déduira, par une simple récurrence, les valeurs particuliéres prises par
la fonction Gamma d’Euler sur les entiers :

VneN" I'(n)=(n—1)!
Nous résumons ces résultats dans la proposition suivante.

Proposition 3.3.2 On définit bien une application I" : RY. — R en posant :
+oo
Ve eRY, T(z)= / t" et dt.
0

En outre, T' € C°(R%,R), T'(1) = 1 et on a Uégalité :
Ve e RY, T(z+1)=2zI(x).
Proposition 3.3.3 (Formule d’Euler-Gauss)

n*n!
A R? r = i .

Démonstration: [CMP 306| Pour tout n € N*, soit g, : [0,n]— R l'appli-
cation définie par :

x x
Vo e |0 n(x) = NIn(l———) —nln (1 ——)-
relnl gu)i=(n+Dn(1-—=) —n(1-T)
On vérifie facilement que g/, > 0, puis que g, > 0, d’ou :
T \n Xz n+1
Vz € |0, 1——) < (1- .
Nous pouvons alors appliquer le thm de convergence monotone pour obtenir :

Vz € RY, / (1- L )t dt —— D(z).
0

n n—-4o0o
Pour tout n € N*, le changement de variable u = ¢/n nous donne :
" t\n z—1 x ' n ,x—1
(1—=)"t"dt=n (1 —u)" u" " du.
0 n 0

Il nous reste a effectuer des intégrations par parties successives dans cette
derniére intégrale pour conclure.

OJ
La formule d’Euler-Gauss permet d’établir le lien suivant entre la constante ~y
d’Euler et la fonction I" d’Euler [CMP 306].

Corollaire 3.3.4 (Formule de Weierstrass) Pour tout v € R%, on a :

= reon [T (1) (-2)]

n=
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3.3.2 Etude de la dérivabilité

Théoréme 3.3.5 (de dérivation) Considérons f : I x J — C telle que,
pour tout x € I fizé, Uapplication t — f(x,t) est continue par morceaux et
intégrable sur J.

Nous pouvons alors définir Uapplication F : I — C par :

Ve el, F(m):/f(a:,t)dt.
J

Supposons en outre que, pour tout t € J firé, Uapplication x — f(x,t) est
dérivable (resp. de classe C1) sur I et que, pour tout v € I fixé, I'application
t— %(z, t) est conlinue par morceaux sur J.

Si Uhypothese (de domination) suivante est satisfaite :

of

dg € Cy(J,Ry) intégrable sur J t.q. V(z,t) € I x J, '%(m,t)‘ <g(t),

alors Uapplication F est dérivable (resp. de classe C') sur I, de dérivée :

of

A I, F'(z)=
zel, F(r) o

(x,t)dt. (3.4)

Démonstration: Soit x € I fixé. Comme dans le théoréme précédent, c¢’est
par une caractérisation séquentielle que nous allons démontrer la dérivabilité
de 'application F' au point x et exprimer sa dérivée.

Nous considérons donc une suite (z,,) € (I'\ {z})Y qui converge vers z et,
pour tout n € N, nous définissons une application h,, : J — C par

vted, h(t)= L@ Zf@h

Ty —

de sorte que

F(x,) — F(zx

Flan) = F(2) _ / R, (t) dt. (3.5)

Tp— X J
Nous aimerions appliquer le théoréme de convergence dominée a 'intégrale du
membre de droite afin de prouver que le membre de gauche admet une limite.
La suite (z,,) étant arbitraire, ceci entrainera la dérivabilité de 'application F
au point x par caractérisation séquentielle d’une limite.
Pour cela, nous remarquons d’abord que les hypothéses sur f impliquent :
0
VteJ,  lim h,(t) = —f(a:,t).

n—+oo al‘
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Nous cherchons maintenant un majorant intégrable. L’hypothése de domina-
tion et ["inégalité des accroissements finis nous donnent :

VieJ, VneN, |h,(t)] <g(t).

Nous pouvons donc appliquer le théoréme de convergence dominée pour pas-
ser & la limite lorsque n tend vers l'infini dans 'égalité (3.5) et obtenir
F(z,) — F ) 0
i L) = F@) /hn(t) ai= [ pyar,
J

n—+00 Ty — X n—+00 5 Oz

ce qui prouve la dérivabilité de I'application F' au point x et nous donne

I'égalité (3.4).

Si, en outre, 'application z %(m, t) est continue sur I, notre hypothése de
domination permet de démontrer la continuité de F’ grace a 'égalité et
au Théoréme

g

Application : Transformée de Fourier. Pb 5.2 de [CMP 346] V 1)3).

Soit n € N* et soit f € Cy (R, C) telle que les applications f, fi : ¢t — tf(t),
oy Jn it t"f(t) solent toutes intégrables sur | — 0o, +00].

Alors, Ff € C"(R,C) et nous avons les égalités :

Vk € [L;n], VreR, (FHW(z)=(=i)"Ffi(z).
Remarque. La dérivabilité étant une propriété locale, nous obtenons la
méme conclusion sous une hypothése plus faible, dite de domination locale :

Pour tout segment K inclus dans I, il existe une application gx € Cy(J, R,)
intégrable sur J et telle que

V(z,t) € K x J, ’g—i(x,t)' < gk (t).

En effet, ceci entraine la dérivabilité de 'application F' sur tout segment K
inclus dans [ et I'égalité :

Vo € K, F’(x)z/%(z,t)dt.
J

Nous en déduisons la dérivabilité de F' en tout point de I et ’égalité

of
I, Fl(z)= | =— :
Vo eI, (x) e (x,t)dt
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Application : Intégrale de Gauss [DAN 479-480| calcule I'intégrale de
Gauss en établissant 1’égalité F” + G’ = 0 pour les applications F,G : R — R
définies par :

1 C2(1 42
vz € R, F(:p):/ exp 1$(2+ )
0 +1

dt et G(z) = (/(;E exp(—t?) dt)Q.

Application : Intégrale de Poisson [MOMP 203] Cette intégrale est
définie, pour tout z € R\ {—1; 1}, par :

I(x) := / In(1 — 2z cost + %) dt.
0

On démontre que, pour tout x € | — 1;1[\ {0}, I(1/z) = I(z) — 2x In|z|, ce
qui permet de restreindre I’étude de la valeur de I au cas x € | —1;1]. Le
théoréme de dérivation implique que I € C'(] — 1;1[,R), avec

T 2x—2cost
Vee|-1;1, I'(z)= .
z €] [ (z) /0 1 —2xcost + x?

On effectue dans cette derniére intégrale le changement de variable u =
tan(t/2) et 'on obtient, aprés quelques lignes de calcul, sa nullité. Il en résulte
que [ est constante sur | — 1;1[ et, comme /(0) = 0, /j_1,;; = 0. Finalement,

lz] <1 = I(x)=0 ; |z|>1 = I(x)=2nln|x|.

Application : Théoréme de Weierstrass trigonométrique Le lecteur
trouvera une démonstration de ce théoréme utilisant le produit de convolu-
tion dans 'ouvrage Oraux X-ENS, Analyse 2, Exercice 4.26.

Application : Transformée de Laplace Voir section

3.4 La fonction I' d’Euler

Bibliographie : Le « sujet d’étude » numéro 1 de [GOU 295] établit de
nombreuses propriétés de la fonction I" d’Euler.

Nous avons introduit la fonction I' d’Euler dans la proposition (3.3.2]
En appliquant le théoréme de dérivation sous une hypothése de domi-
nation locale, nous obtenons :
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Proposition 3.4.1 La fonction I' d’Euler est de classe C™ sur R et
+o0
VEEN VeeR: TW(z)= / (Int)kt*=Letdt.
0

Le lecteur trouvera la démonstration détaillée dans [CMP 200-202], qui éta-
blit des propriétés supplémentaires et trace ['allure de la courbe représenta-
tive de la fonction I'.

En particulier, nous constatons immédiatement que I > 0 ce qui implique
la convexité de I'. En fait, nous avons méme mieux :

Définition et proposition 3.4.2 Soient I un intervalle réel non trivial et
f 1 — RY. On dit que Uapplication f est logarithmiquement convexe si
Papplication In f est conveze.

Toute application logarithmiquement convexe est conveze.

Démonstration: Soient (z,y) € I? et A € [0,1]. Par hypothése, on a :
In f(Az+ (1= N)y) <Aln f(z) + (1= A) In f(y).

Le logarithme étant une fonction concave, on en déduit :

Inf(Az + (1= Ny) <In (Af(@) + (1= N f(y)).

On obtient alors le résultat voulu en passant & l'exponentielle dans cette
derniére inégalité.

|

Remarque. Le lecteur constatera que la réciproque est fausse en prenant

f(z) = 22

Proposition 3.4.3 La fonction I' d’Euler est logarithmiquement convezxe.

Démonstration: Comme nous avons les égalités

T/ / T — (F/)Q
(InT)" = (f) =— Tz >

il suffit de prouver que (I'(x))? < I'(z)I"(z) pour tout z > 0.

Or ceci résulte immeédiatement de I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée a
z—1 t z—1 t

flt)=tzezetg(t)y=Inttzez:
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—+00 —+00 —+00
( / lnttr_le_tdt> < / t" et dt / (Int)*t* et dt
0 0 0
O

Nous renvoyons le lecteur a [GOU 295| pour établir le tableau de variations
suivant, 'équivalent I'(x) ~ 1/x lorsque x — 0+, I'existence d’une branche
parabolique donnée par I'(z)/x — +oo lorsque z — +00, ainsi que 'allure
du graphe de I'.

2

T 0 1 c 2

I"(x) - 0 +

r —+00 —_ S +00
(z) e
m

La notion de convexité logarithmique nous permet d’écrire une caractérisa-
tion de la fonction I' d’Euler.

Théoréme 3.4.4 (Bohr-Mollerup) Soit f : Ry — R une application
logarithmiquement convezxe telle que f(1) =1 et :

Ve e Ry, flz+1)=uaf(x). (3.6)
Alors, f=T.

Démonstration: A partir de (3.6)), une récurrence facile nous donne :

VneN', VzeRy, fn+a)=fx) [ (x+k). (3.7)

0<k<n

En particulier, avec la condition f(1) = 1, nous en déduisons f(n + 1) = n!
La convexité de I'application In f nous donne, par passage a I’exponentielle,

V(u,v) € (RY)?, Vaze[0,1], flzu+ (1—2)v) < flw)f(v)"". (3.8)
Pour tout n € N*, en écrivant n+xz = x(n+1)+ (1 —2)n, nous en déduisons :
VneN*, Vrel0,1], fin+a)<fin+1)"f(n) " =n"(n—1)

D’autre part, en écrivant n+1 = z(n+2z)+ (1 —2)(n+1+z), nous déduisons
aussi de la formule (3.8)) :

nl=fn+1) < fln+a)*fln+1+2)"=n+2)""f(n+x)
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Nous avons ainsi établi I'encadrement n!(n +z)* ' < f(n+x) < (n— 1)In?,
qui s’écrit encore, d’aprés 1'égalité (3.7), pour tout n € N*,

Vo e]0,1], nln+z)"" < f(z) [ @+k) < (n—1)n" (3.9)

0<k<n

L’application I' satisfaisant les conditions de ’énoncé, elle vérifie exactement,
la méme formule. Par passage & I'inverse, on a donc, pour tout n € N*,

1 1 1

< < :

(n—1)n® [(z) [Tocpen(® + k) nl(n + x)*=!
Toutes les quantités intervenant dans les encadrements (3.9)) et (3.10)) étant
positives, nous pouvons les multiplier pour obtenir, pour tout n € N*,

(”+x>x o S ( n )x : (3.11)
n [(x) n+x

En passant a la limite lorsque n tend vers I'infini dans ce dernier encadrement,
nous obtenons 'égalité f(z) = I'(x) pour tout x € |0, 1].

Finalement, la condition (3.6 nous permet de conclure que cette égalité reste
vraie sur R . U

vz €0,1], (3.10)

Corollaire 3.4.5 (Fonction Béta) Nous pouvons bien définir une fonction
B: (R%)* = R% en posant :

1
Ve, y) € (RL)?,  Bla,y) = / F L — e, (3.12)
0
Nous avons alors l’égalité :
I'(2)I(y)
v R*)? B = ———". 3.13

Le lecteur vérifiera facilement la premiére phrase par comparaison avec I’exemple
de Riemann. La preuve de 1’égalité sera faite ultérieurement, a titre
d’application du Théoréme [1.3.1] page [98] On peut aussi la déduire du théo-
réme précédent, en procédant comme [RUD 180-181].

La formule de Stirling qui nous donne un équivalent de n! lorsque n — 400
admet la généralisation suivante [CMP 306].

Proposition 3.4.6 (Formule de Stirling) Nous avons [’équivalence sui-
vante lorsque x — +00 :
Mx+1)~ (E) 2rx.
e

[GOU 160-162] retrouve ce résultat en appliquant la méthode de Laplace mais
cette preuve est plus compliquée.
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3.5 Transformation de Laplace a variable com-
plexe

Référence : chapitre 8 de Distributions, analyse de Fourier et transforma-
tion de Laplace par Ahmed LESFARI chez Ellipses.
Pour f € C°(R,,C), nous noterons :

“+00
D; = {z eC, /0 et (1) dt < +oo}.

Définition 3.5.1 Soit f € C°(R,,C) telle que Dy # &. On appelle trans-
formée de Laplace de f l'application Lf : Dy — C définie par :

+oo
Vze Dy, Lf(z)= / e *f(t) dt.
0

Sizg € Dy, on constate que Rez > Rezg = 2z € Dy ; en effet, il suffit d’écrire
|exp(—zt)| = exp(— Rezt) puis d’appliquer un théoréme de comparaison.
Cette remarque nous conduit a introduire la définition suivante.

Définition 3.5.2 On appelle abscisse de sommabilité de f € C°(R,,C)
Iélément de R suivant (avec la convention inf & = +o0) :

+oo
oy = inf {s € R, / e | f(t)] dt < 400}
0

En utilisant la remarque précédente, le lecteur montrera les implications :
V2eC, Rez>oay = 2€Dy et Rez<ay = 2¢ Dy.

Pour Re z = ay, on ne peut rien dire de facon générale, il faut examiner la
situation au cas par cas. Résumons-nous :

Proposition 3.5.3 Le demi-plan ouvert de sommabilité de f € C°(R,,C)
est défini par Py ={z € C, Rez > as}. Nous avons les inclusions :

Py S Dy C Py

Proposition 3.5.4 Soit f € C°(R,,C) une application bornée. Alors, on a
inclusion RY. C Dy et la restriction de lapplication Lf a R est de classe
C®°, de dérivées successives données par

vne N, VAeR:, (LA™ =(-1)" /+Oo e MEnf(t)dt.  (3.14)
0
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Démonstration: Pour tout A > 0, 'inégalité
VEER,, [exp(—A) ()] < ||f o exp(—A) (3.15)

implique 'absolue convergence de l'intégrale impropre f0+°° e Mf(t)dt. On
en déduit que R C Dy.
Soit Ag > 0 arbitraire fixé. La dérivation étant une notion locale, il suffit de

prouver (3.14) pour tout A € J\g, +00.
On procéde par récurrence sur n € N* en appliquant le Théoréme [3.3.5] avec

le majorant intégrable ¢ — t" exp(—Aot)|| f|loo sur R. O

Application au calcul de I’intégrale de Dirichlet. Nous allons établir :

o0 sin ¢t i
/ —dt = —- (3.16)
.t 2
Soit f € C°(R,,R) 'application sinus cardinal définie par f(0) = 1 et, pour
tout ¢ > 0, f(t) = (sint)/t.

Nous savons que I'intégrale impropre f0+oo f(t)dt converge, donc 0 € Ay, ce
qui nous permet d’appliquer la Proposition [2.6.4] page pour obtenir :

+00 3
/ SITM dt = lim Lf(\). (3.17)
0

A—=0+

Par ailleurs, I'application f est bornée (avec || f]l« = 1) donc nous pouvons
appliquer la proposition précédente pour obtenir (L£f)ry € C*(R%,R) et

+o0
VAeRL, (Lf)(N) = —/ e Msint dt.
0

On calcule facilement cette derniére intégrale par deux intégrations par par-
ties successives, d’ou :

1
14 N2

Nous en déduisons I'existence d’une constante réelle C' telle que :

VAERY, (Lf)(N)

VAeRL, Lf(A\)=C—arctan .

En utilisant I'inégalité (3.15)), on montre facilement que L£f(\) — 0 lorsque
A — 400. Nous en déduisons que C' = /2. Ainsi, nous avons 1'égalité :

VAeRL, Lf(\)= g — arctan \.

Nous concluons alors par la formule (3.17)). U
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Exemple : Transformée de Laplace de la densité de Gauss.

17¢ méthode : équation différentielle. Exercice 3.5.10 de [CMP 204],
légérement modifié.
On rappelle que la densité de Gauss est 'application g : R — R, définie
par g(t) = (1/v/27)exp(—t2/2). On vérifie que D, = C par théoréme de
comparaison. Ensuite, par changement de variable, on réduit le probléme
au calcul de Lg(z) lorsque z est imaginaire pur. On étudie donc la fonction
F : R — R, définie par :

too 1

Yy eR, F(y)= et
y (y) - o

qui n’est autre que la transformée de Fourier de g.

Grace au Théoréme [3.3.5) on montre qu’elle satisfait I'équation différentielle
F'(y) = —yF(y), avec la condition initiale F'(0) = 1. On en déduit que
F(y) = exp(—y?/2), pour tout y € R.

Revenant au cas général, on obtient finalement :

2
e T dt,

S

z

VzeC, Lg(z)=e 7.

2¢ méthode : théoréme des zéros isolés. Nous renvoyons le lecteur a

I’ Application [11.4.3] page [206



Chapitre 4

Intégrales multiples

Nous ne donnerons dans ce chapitre que les définitions et résultats essentiels.
Pour alléger les écritures, nous ne traiterons que le cas de I'intégrale double :
tous les énoncés se généralisent sans difficulté aux intégrales multiples.

Le programme officiel précise que tous les théorémes relatifs aux intégrales
multiples (notamment Fubini et changement de variable) sont admis.

Le lecteur trouvera dans le chapitre 12 de [CMPSI 395-419] les énoncés qui
se raménent & des intégrales simples sur des segments, & savoir ceux qui
concernent des intégrales multiples définies sur un sous-ensemble borné (et
géométriquement simple) de R? ou R?; des exercices sur ce théme se trouvent
dans le chapitre 12 de [EMPSI 183-194].

Les énoncés qui font apparaitre des fonctions intégrables sur des intervalles
quelconques pourront étre étudiés dans le chapitre 3 de [CMP 206-216] : ils
permettent d’intégrer une application continue sur certains sous-ensembles
non bornés de R? ou R3.

4.1 Intégrale double sur un domaine simple borné

Proposition et définition 4.1.1 Soit f : [a,b] x [¢,d] — K continue. Alors
nous avons [’égalité :

/ab (/jf(f”’y)dy) dx:/cd (/:ﬂx,y)dx) day

La valeur commune de ces deux intégrales est appelée intégrale double de f
sur le pavé [a,b] X [c,d] et notée :

/ / f(z,y)dzdy
[a,b] X [e,d]

93
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Définition 4.1.2 On appelle domaine simple du plan toute partie D de R?
qui vérifie l'une des deux propriétés suivantes.

1. 1l existe ¢y, ¢2 € Cr([a,b],R) telles que :
D={(z,y) eR*; a<z<b, ¢1(z) <y < oa)} (4.1)
2. 1l existe 11,99 € Cpy([c, d], R) telles que :
D={(z,y) eR*; c<y<d iy Sz<ialy)}  (42)
Proposition et définition 4.1.3 Considérons un domaine simple D du plan

et une application continue f : D — K continue. Nous définissons l'intégrale
double de application f sur le domaine D comme suit :

1. Si D est de la forme ,

//Df(m,y)dxdyz/ab (Lf;:j)f(x,y)dy) dz

2. Si D est de la forme ({4.7),

/[ tamasas = | d ( /w fj)ﬂx,y)dx) dy

Cette définition est cohérente en ce sens que si un domaine D peut s’écrire

a la fois sous les formes et 7 alors nous avons l’égalité :

/a b ( /¢ f:)f(x,y) dy> d = / ' ( /w fj)f(x,y) dx) dy

L’intégrale double ainsi définie posséde les propriétés de linéarité, positivité,
croissance et satisfait les inégalités triangulaire et de Cauchy-Schwarz.

4.2 Intégrale double sur un produit d’intervalles
quelconques

Dans toute la suite, I et I’ désignent des intervalles réels non vides ni réduits
a un point.
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4.2.1 Le cas positif

Définition 4.2.1 Soit f € C(I x I',Ry). On appelle intégrale double de f
sur [ x I" I’élément de R, :

/ fzsup{// f(ﬂf,y)dwdy;[%b]CL[c,d]CI’}§+oo
IxI [a,b] x[c,d]

On dit que f est intégrable sur I x I’ si ff[xl/ < +00.

Remarque. Une application f € C(I x I')R,) est donc intégrable s’il
existe M > 0 tel que pour tous segments [a,b] C I et [¢,d] C I,

uﬂ’ f(a,y)dzdy < M
[a,b] x[c,d]

Théoréme 4.2.2 Soit f € C(I x I'/R,). On suppose que, pour tout y € I,
Vapplication x — f(z,y) est intégrable sur I, ce qui nous permet de définir
Vapplication y — f[ f(z,y) dz, que l'on suppose intégrable sur I'.

Alors, [ est intégrable sur I x I' et on a [’égalité :

[t = L (remse) o

Symétriquement, nous avons aussi le résultat suivant.

Soit f € C(I x I'’)R;). On suppose que, pour tout x € I, Papplication
y — f(x,y) est intégrable sur I’, ce qui nous permet de définir application
x> [, f(z,y)dy, que on suppose intégrable sur I.

Alors, f est intégrable sur I x I’ et on a I’égalité :

/wa:[(pﬂmw@)m

Voici ce qu’il est important de retenir en substance :
Si toutes les conditions précédentes sont satisfaites, ¢’est-a-dire si 'on peut
légitimement définir les deux intégrales suivantes :

/p (/If(x,y)das) dy et /I< pf(aj’y)dy) da

alors elles sont égales. L’intégrale double correspondante est encore égale a
leur valeur commune. C’est le plus souvent sous cette forme que ’on utilisera
ce théoreme, dit de Fubini-Tonelli.
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4.2.2 Le cas réel ou complexe

On adopte exactement la méme démarche que celle utilisée dans le chapitre
précédent pour définir I'intégrale d’une application sur un intervalle quel-
conque en partant du cas positif.

Définition et proposition 4.2.3 Une application f € C(I x I, R) est dite
intégrable si lapplication positive |f| est intégrable sur I x I'. Ceci équivaut
a Uintégrabilité des deuz applications positives f+ et f~ sur I x I',

Dans ce cas, nous appellerons intégrale de 'application f sur I x I’ le réel :

/f— R s
IxI’ IxI’ IxI’

Définition et proposition 4.2.4 Une application f € C(I x I',C) est dite
intégrable si [’application positive |f| est intégrable sur I x I'. Ceci équivaut
a Uintégrabilité des deur applications réelles Re f et Im f sur I x I'.

Dans ce cas, nous appellerons intégrale de I'application f sur I x I’ le nombre

complexe suivant :
/ f:/ Ref+z'/ Im f
IxI IxI IxI

L’intégrale double ainsi définie est linéaire et satisfait 'inégalité triangulaire.
Dans le cas K = R, elle posséde les propriétés de positivité et croissance et
satisfait 'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Théoréme 4.2.5 Soit f € C(I x I',K). Supposons que, pour tout y € I,
Uapplication x — f(z,y) est intégrable sur I, ce qui nous permet de définir
Uapplication positive y — f] |f(x,y)| dz, que nous supposons intégrable sur
I'. Alors [ est intégrable sur I x I'.

Si nous supposons en outre que ’application y — f] f(z,y)dz est continue
par morceaux sur I', alors elle est intégrable sur I' et nous avons l’égalité :

[t = L (reme) o

Symétriquement, nous avons aussi le résultat suivant :

Soit f € C(I x I')K). On suppose que, pour tout =z € I, Papplication
y — f(z,y) est intégrable sur I’, ce qui nous permet de définir applica-
tion positive z — [}, |f(x,y)| dy, que I'on suppose intégrable sur I. Alors f
est intégrable sur I x ['.
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Si, en outre, I'application x +— fl, f(z,y) dy est continue par morceaux sur
I, alors elle est intégrable sur [ et on a I’égalité :

//Mfz/l( Pf(say)dy) da

Voici ce qu’il est important de retenir en substance :
Si 'une des deux intégrales positives suivantes est finie

/p (/I\f(x,y)! dx) dy ou /( [ \ste.0) dy) =

alors il y a égalité entre les deux intégrales suivantes

/p (/If(:c,y)dx> dy et /1< I'f($7y>dy> da

sous réserve des conditions de continuité par morceaux assurant que ces in-
tégrales sont bien définies. L’intégrale double correspondante est alors égale
a cette valeur commune. C’est le théoréme de Fubini(-Lebesgue).

Remarque importante. Il faut vérifier d’abord la condition d’intégrabilité
sur | f|, sans quoi la derniére égalité peut tomber en défaut.
Par exemple, nous avons I'égalité :

+00 +o0 T —y ) 1
———dzr | dy = = 4.3
/1 (/1 (z +y)3 2 (43)
En effet,

+°°:E+y—2y +oo dr +oo 9
— 5 dr= T Y —3dr,
1 (z+y) o (r+y) (v +y)

ce qui s’écrit encore, en passant aux primitives :

T+y (x+y)?

Tl+y (+y? 1ty

L’intégrale qui nous intéresse vaut donc :

/+oo dy B |: -1 :|y—>+oo B 1
1 <1+y)2 1 +y y=1 2

L’égalité (4.3) étant maintenant prouvée, nous pouvons y intervertir les va-
riables (muettes) = et y pour obtenir :

+oo +oo _ 1 +oo +oo _
[ et [ ([ 220
1 1 (z+y) 2 1 1 (z+y)
Nous en concluons que l'application f définie par f(z,y) := ﬁ n’est pas
[2

intégrable sur [1, +-o00[".

=1 x=1
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4.3 Changement de variable

Nous admettons le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 Soient U et V deux ouverts de R?, & : U — V un C*-
difféomorphisme et f : V. — R une application positive et continue. Alors
nous avons [’égalité suivante dans R, :

//Vf(x7y)dxdy=/[]f(®(s7t)) [ Ja(s, )| dsdt

ot Jp est le déterminant jacobien du C*-difféomorphisme ®.

Ce théoréme se démontre grace a la théorie de la mesure et c’est dans le cadre
de celle-ci que 'on peut définir les deux intégrales ci-dessus pour des ouverts
quelconques U et V de R2. Dans le cadre de notre programme, nous ne
pourrons I'appliquer que lorsque ces ouverts seront de 'une des deux formes
suivantes :

— un produit de deux intervalles ouverts,
— l’intérieur d’un domaine simple du plan.

Dans ce dernier cas, par exemple si V' = D avec D domaine simple du plan,
nous admettrons 1’égalité :

//Vﬂx,y)da:dy://Dﬂx,y)dxdy |

correspondant & I'idée intuitive que la frontiére 0D étant de «surface nulley,
elle n’apporte aucune contribution & cette derniére intégrale double.

Application. Grace au théoréme de Fubini-Tonelli, nous pouvons écrire,
pour tout (a,b) € 0, 400,

C(a)T(b) = // 2@y em @) dz dy.
10,400[?

On vérifie facilement que Papplication ® : ]0, +-00[ x ]0, 1| — 0, +-00[* définie
par ®(s,t) = (st,s(l — t)) est bijective et que sa bijection réciproque est
donnée par & (z,y) = (v +y,z/(z +y)).

On en déduit que ® est un C'-diffecomorphisme et I’on calcule facilement son
jacobien

Jq,(s,t):’ boos
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En appliquant le théoréme précédent, nous avons donc

I'(a) [(b) :/4” [ }01[(315)@—1 (s(1—1)" e sdsdt,

ce qui se simplifie en

[(a)T'(b) = // setb=lga=l (] p)b=le=s ds dt,
10,+00[x]0,1[

et nous donne, par une nouvelle application du théoréme de Fubini-Tonelli,

(a) T(b) = (/moo[sa+b—le—s ds) X (/Mta—lu—t)b—l dt).

Finalement, nous avons établi 1’égalité :
V(a,b) €10,400[, T(a)T(b) =T(a+b) B(a,b).
Nous admettons encore le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.2 Soient U et V deuz ouverts de R?, & : U — V un C*-
difféeomorphisme et f : V — R une application continue telle que :

J[ 1 niandy < +oc (1.4

Alors, nous avons ’égalité suivante dans R :

//v flw,y) dedy = //Uf(q)(s,t)) |Jo (s, )| ds dt.

Remarquons que la condition d’intégrabilité (4.4 assure que lintégrale du
membre de droite est bien définie. En effet, en appliquant le théoréme [4.3.1
avec | f|, nous obtenons :

//U |f(q)<57t))| |Jo(s,t)| dsdt = //V\f(x,y)]dxdy < 400.

Applications. Le lecteur trouvera des exemples d’utilisation d’intégrales
multiples pour calculer des « grandeurs » (aire, volume, moment d’inertie . . .)
dans les sections 3 & 5 du chapitre [6]
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Chapitre 5

Méthodes de calcul approché
d’une intégrale. Majoration de
I’erreur.

Références.
— Chapitre 24 du livre de DANTZER.

— Chapitre 3 de 'ouvrage Analyse numérique et équations différentielles
par Jean-Pierre DEMAILLY, collection Grenoble Sciences, Presses Uni-
versitaires de Grenoble.

— |SKA 31-36| pour l'utilisation de polynémes orthogonaux.

Notation. Pour tout p € N, nous noterons R,[X] l'espace vectoriel des
polynoémes a coefficients réels, de degré inférieur ou égal a p.

Introduction

Dans les trois premiéres sections de ce chapitre, nous considérerons un in-
tervalle réel d’intérieur non vide I et une application f € C(I,R). Etant
donnés un segment [a,b] C I et zg,21,...,z, des points distincts de [a, b],
avec p € N, nous chercherons une formule d’approximation de la forme :

b p
[ = -3 w s,

ot les w;,0 < j < psont des réels tels que Z?:o w; = 1, si bien que la formule
précédente est une égalité dans le cas ou f est constante sur [a, b).

101
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Une telle formule sera appelée méthode de quadrature et nous dirons que
Ientier p est le rang de cette méthode.

Dans les trois premiéres sections de ce chapitre, nous nous laisserons guider
par quelques idées simples :

Idée 1. Soit p un entier fixé. Dans le cas particulier o f = P € R,[X], nous
disposons de formules simples de calcul exact de fab P.

Idée 2. Nous pouvons approcher une fonction suffisamment réguliére f par
un polynéme P et utiliser alors —c’est ce qu’on appelle une méthode
élémentaire — 1’approximation fab f~ fab P.

Il sera bien siir essentiel de controler I'erreur commise lors de cette
approximation.

Idée 3. Par relation de Chasles, nous pouvons découper l'intervalle [a, b] en
« petits » sous-intervalles et appliquer sur chacun d’eux la méthode
élémentaire. Nous obtenons ainsi une méthode composée donnant une
approximation de fab f plus précise que la méthode élémentaire.

Dans la quatriéme section, nous chercherons a approcher des intégrales d’une
forme plus générale, éventuellement impropres, en utilisant les propriétés des
polynémes orthogonaux.

Enfin, une bréve cinquiéme section mentionnera une méthode probabiliste de
calcul approché d’une intégrale.

5.1 Intégrale d’une fonction polynomiale.

5.1.1 Rang et ordre d’une méthode de quadrature
Soit [a, b] un segment réel fixé.

Définition 5.1.1 Soit p € N. On appelle systéme interpolateur de rang p
tout (p + 1)-uplet (xo,x1,...,x,) constitué d’éléments distincts de |a,b).

Un tel systéme interpolateur étant donné, considérons, pour tout j € [0; p],

la forme linéaire d,, : R,[X] — R définie par d,,(P) = P(x;).

Proposition 5.1.2 Soit (xg, x1,...,x,) un systéme interpolateur de rang p.
Alors, le (p+1)-uplet (0gy, - .., 0z,) forme une base de Uespace dual (R,[X])*.

Démonstration: cf. [DAN 488]. O
Puisque P — ;= f: P(t)dt est une forme linéaire sur R,[X], on en déduit
immédiatement le résultat suivant.
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Corollaire 5.1.3 Soit (xg,x1,...,x,) un systéme interpolateur de rang p.
Alors, il existe un unique (wo, .. .,w,) € RPT appelé (p + 1)-uplet de coeffi-
cients associé au systéme interpolateur (zo,x1,...,x,), tel que :

VP e R,[X], /b P(t)dt = (b—a) Ep:wj P(x;).

Remarques.

1. Tl suffit de prendre P = 1 pour constater que la condition Z?:o wj=1
est alors bien vérifiée.

2. En fait, les résultats précédents subsistent méme si les réels distincts
Tg, 1, ..., T, Ne sont pas tous éléments de [a, b]. Néanmoins, notre but
étant d’obtenir une méthode de quadrature pour toute application f
suffisamment réguliére (pas nécessairement polynomiale!), il est naturel
de faire cette hypothése supplémentaire.

Définition 5.1.4 Soit (xg,x1,...,x,) un systéme interpolateur de rang p, et
soit (wo, . .. ,wp) € RPT e (p+ 1)-uplet de coefficients qui lui est associé.
La méthode de quadrature :

[ = -0 3w s, 6.)

est dite aussi de rang p. Une telle méthode est dite d’ordre g (avec q € N) si la
formule approchée est exacte pour toute application polynomiale P € R [X] :

p

VP e R,[X], /bP(t) dt = (b—a)) w; P(z;), (5.2)

§=0
et inexacte pour au moins une application polynomiale P € R 11[X].

Si (wo, .. .,wp) est le (p+ 1)-uplet de coefficients associé au systéme interpo-
lateur, le corollaire précédent nous dit que la méthode de quadrature (5.1)
est d’ordre ¢ > p. Nous verrons plus loin sur des exemples qu’il est possible
d’avoir ¢ > p, ce qui est particuliérement intéressant.

Une question essentielle dans la pratique est bien str de déterminer explici-
tement les coefficients wy, ... ,w, associés au systéme interpolateur.
Dans ce but, nous introduisons la définition suivante.
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Définition 5.1.5 Soit (zo,21,...,2,) un systéme interpolateur de rang p.
On appelle polyndmes élémentaires de Lagrange relatifs a ce systéme inter-
polateur les polynomes l; € R,[X], 0 < j < p, définis par :

. X —
vielopl, LX)= ]] P (5.3)
0<i<p *J ¢
i#£]

Le lecteur constatera que, pour tout j € [0;p], [; est 'unique polynome de
R,[X] vérifiant (avec 0, ; symbole de Kronecker) :

V’l € [[O,p]], ZJ(SCZ) = 51',]"
On déduit immédiatement du Corollaire [5.1.3 le résultat suivant.

Proposition 5.1.6 Soit (xg,x1,...,x,) un systéme interpolateur de rang p.
Les coefficients (wo, ..., wp) associés & ce systéme interpolateur sont donnés
par les égalités :

. I
Vi€ [0;p], w;= m/ l;(t) dt. (5.4)

Un simple changement de variable nous permet d’en déduire le lemme sui-
vant, utile pour se ramener & un segment fixé (par exemple [0, 1] ou [—1, 1))
sans perdre de généralité.

Lemme 5.1.7 Soit (zg, x1,...,,) un systéme interpolateur de rang p relatif
a Uintervalle [a,b], soit (wo,...,w,) le (p+ 1)-uplet de coefficients associé et
soit enfin A : R — R une transformation affine strictement croissante.
Alors, (A(xo), A(z1), ..., A(zy)) est un systéme interpolateur relatif a in-
tervalle [A(a), A(b)] et le (p+ 1)-uplet de coefficients qui lui est associé est
encore (wo, . ..,wp). En outre, les deux méthodes de quadrature

b P A(b) D
[ 10d=0-0 3w s [ T (A=) Y (4()

admettent le méme ordre.

5.1.2 Exemples pour p =0
Méthodes des rectangles (p =0, ¢ = 0)

La méthode des rectangles a gauche correspond au cas p =0 et xg = a.
On a évidemment wy = 1 de sorte que la formule s’écrit :

b
/ f@&)dt ~ (b—a) f(a).
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Symétriquement, la méthode des rectangles a droite correspond au cas p =0
et xo = b, avec la formule :

b
[ = -a e,

On vérifie immédiatement que ces méthodes sont d’ordre ¢ = p = 0 (prendre
a=0,b=1et f(z) =2).
Méthode du point milieu (p =0, ¢ =1)

Elle correspond au cas p =0 et g = “T”’ On a bien sir toujours wg = 1 et
la formule s’écrit donc :

/ F(8) dt ~ (b—a)f(a;b).

En remarquant que, pour f(t) = t, nous avons :

/btdt:z#—a? :(b_a)f(aer)’

2 2
nous en déduisons par linéarité que la méthode du point milieu est d’ordre

q > 1> p=0. En fait, le lecteur vérifiera facilement que ¢ = 1.

5.1.3 Exemples avec une subdivision réguliére : méthodes
de Newton-Cotes

On parle de méthode de Newton-Cotes lorsque le systéme interpolateur forme
une subdivision réguliére de I'intervalle [a, b]. Autrement dit, dans la méthode
de Newton-Cotes de rang p (en abrégé NC,), avec p € N*, on choisit le
systéme interpolateur (zo, ..., z,) comme suit.

Vi€ [0;p], xj=a+(b—a)j/p.

Le calcul des coefficients associés a ce systéme interpolateur a l’avantage
d’étre facilité par la propriété de symétrie suivante.

Proposition 5.1.8 Dans la la méthode NC,, nous avons les égalités :

Vi€ [0;p], w;=wpj.
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Démonstration: D’aprés le Lemme avec A(z) == 4 4+ 2 2, nous

pouvons nous ramener au cas ¢ = —1 et b = 1 sans perte de généralité.
Notre systéme interpolateur est alors défini par les points

vy =—14+2j/p , 0<j<p,
et ; est I'unique polynome de R, [X] vérifiant :

Vie [0;p], Li(=1+42i/p) =0;;. (5.5)
Par un simple changement d’indice, ceci s’écrit encore :

Vie [0ipl, L(—=1+2(p—19)/p) = 0piy,
ce que nous réécrivons sous la forme :
Vie [0;p], 1;(1—2i/p) = dip—-
Définissant le polynome I; € R,[X] par I;(z) := I;(—2), nous avons donc :
vie [0;p], L(=1+2i/p) =dip;,

ce qui prouve, d’apres 1) Pégalité Zj = [,_;. Revenant aux relations (5.4,
nous en déduisons par un simple changement de variable :

1/t 1 /. 1 1
wj:§/ lj(t)dt:§/ lj(t)dtzi/llpj(t)dt:ij. 0

-1 -1

Meéthode des trapézes ou NC; (p=1, ¢=1)

Elle correspond au cas p = 1, xg = a et x; = b. Grace a la proposition
précédente, nous obtenons immédiatement wy = w; = 1/2, d’ou la formule
de quadrature :

/f“)dtﬁ(b—a)w.

Le lecteur vérifiera que cette méthode est d’ordre g =p = 1.
Nous verrons ci-dessous deux autres exemples de méthodes de Newton-Cotes.

Proposition 5.1.9 Soit p € N*. Sip et pair, alors l'ordre de NC,, est (p+1).
Si p est impair, alors l'ordre de NC,, est p.
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Démonstration: D’aprés le Lemme [5.1.7] on peut se ramener au cas a =
—1 et b = 1 sans perdre de généralité. On a donc z; = —1 4 27 /p, si bien
que z,_; = —x; pour tout j € [0;p].

Nous nous contenterons de montrer que, si p est pair, alors 'ordre de NC,
est au moins (p + 1), en admettant le reste de la proposition.

Si p = 2k, nous avons x; = 0 d’aprés 1'égalité précédente. En outre, nous
savons déja que 'ordre de NCy est au moins 2k, c’est-a-dire que :

Si nous démontrons que cette égalité reste vraie pour Py(X) := X?**1 alors
par linéarité elle sera aussi satisfaite pour tout polynome de Ry, 1[X], ce qui
nous permettra de conclure.

Or, le membre de gauche de (5.6) avec Py(t) = t***1 est nul.
Le membre de droite peut étre réécrit, avec un changement d’indice :
k-1
QWkP()(.CL’k) + 2 Z ((,Uj Po(l’j) + Waok—j Pg(xgk,j)>.
=0
Nous concluons grace a la Proposition 5.1.8 et aux égalités :
Po(wan—j) = Po(—x;) = —Polx;) 5 Folxr) = F(0) = 0.

O
A cause de cette propriété, hormis le cas p = 1 (méthode des trapézes), on
n’utilise les méthodes de Newton-Cotes que pour un rang p pair, afin de
bénéficier de cet ordre ¢ = p 4+ 1. En voici deux exemples.

Méthode de Simpson ou NC; (p =2, ¢ = 3)

D’aprés la proposition précédente, nous avons wy = wy. En se ramenant a

a = —1et b =1 par le Lemme nous calculons /;(X) = 1 — X? d’ou
w =110 dt—2/3etw0—w2—1/6

Flnalement nous obtenons la formule de quadrature :

[ rwar="50 (s 0+ 475 ).

Remarques.
1. Si f est un polynéme de degré au plus 3, on obtient donc une égalité :
c’est la formule des trois niveauz.
2. Dans un exercice corrigé, [GOU 79-81| retrouve la méthode de Simpson
« & la main » en appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires et
le théoréme des accroissements finis.
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Méthode de Boole-Villarceau ou NC, (p =4, ¢ =5)

On se raméne a a = —1 et b = 1 par le Lemme [5.1.7] si bien que le systéme
interpolateur est défini par : xg = —1,21 = T = 0,23 = 1 , g = 1.
Nous calculons alors :

1
o

L(X) = < : =(X?-1)4X%*-1),

dott wy = 1 [T (4" — 5% +-1) dt = 2/15;
X+DX(X-H(x -1 8 1
nen = KEDRE 2D Sy o ne- )
FEDD-D 3 !
d’ot1, avec des considérations de parité, w; = —% 01(t4 — ) dt = % ,
16 ; 1( 2 32) 7
w3=wi=— et w=w==-1———-——)=—.
LTS O T 15 457 90

La formule de quadrature par la méthode de Boole-Villarceau s’écrit donc :

a+3b

3a+b
)+

/be_a 7f(a) +T4(5) + 32f( 327 () 12p (U1,

5.2 Interpolation polynomiale.

On appelle interpolation polynomiale un procédé permettant d’approcher
(dans un sens a préciser) une fonction suffisamment réguliére f : I — R, ou
I est un intervalle réel, par une fonction polynomiale.

Comme précédemment, nous fixons donc un intervalle réel I, un segment
la,b] C I et nous considérons un systéme interpolateur (zo, 1, ..., x,) consti-

tué de (p+1) points du segment [a, b]. En outre, nous introduisons désormais
un (p + 1)-uplet d’entiers non nuls (ap,...,a,) € (N*)P*! et nous posons :

p
Jj=0

Nous avons donc toujours n > p + 1.
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5.2.1 Interpolation de Lagrange et Hermite

Notre résultat fondamental est le suivant (c¢f. [DAN 486]), dans lequel nous
utilisons la convention d’écriture f©(z) = f(z).

Proposition 5.2.1 Nous supposons que, pour tout j € [0;p], Uapplication
f 1 — R admet au point x; une dérivée d’ordre (c; — 1) . Alors, il existe
un unique polynome H € R, _1[X] tel que :

Vi€ [0;p], Vke 0505 —1], H®(x;) = fP(xy).

On dit que H est le polynoéme d’interpolation d’Hermite de f relativement
au systéme interpolateur (zo, ..., x,) et aux entiers (g, . .., Q).

Notons qu’il y a en tout Z?:o a; = n conditions sur le polynéme H, ce qui
correspond & la dimension de I'espace vectoriel R,_;[X] .

Remarque. Bien qu’il n’y ait aucune condition sur la fonction f au voisi-
nage de z; lorsque o; = 1, des conditions de régularité vont apparaitre dés que

. . . . b b
nous voudrons controler I’erreur commise dans I'approximation fa f~ fa H,
comme nous le verrons dans la suite.

Dans le cas particulier ap = a; = -+ = o = 1 (et donc n = p + 1), nous
obtenons le polynéme d’interpolation de Lagrange, noté L € R,[X].
Nous pouvons 'expliciter simplement grace aux polyndémes élémentaires de

Lagrange introduits en (5.3) :

L=>Y f(z)
=0

5.2.2 Evaluation de I’erreur
Pour poursuivre notre démarche, nous aurons besoin de la définition suivante.

Définition 5.2.2 On appelle noyau d’interpolation associé au systéme in-
terpolateur (zo,x1,...,x,) et aux entiers (ag, ..., a,) € (N*)PT! [e polynome
N € R, [X] défini par :

N(X) = H(X — ;)

J

Avant d’établir la proposition qui nous permettra de controler I'erreur com-
mise dans I’approximation f: f~ f: H, rappelons un théoréme d’analyse.



110CHAPITRE 5. METHODES DE CALCUL APPROCHE D’UNE INTEGRALE

Théoréme 5.2.3 (Second théoréme de Rolle) Supposons que f: 1 — R
est n fois dérivable et admet au moins (n + 1) zéros, en comptant les ordres
de multiplicité. Alors, Uapplication ™ admet au moins un zéro sur I.

Proposition 5.2.4 Soit f € C™([a,b],R). Soient H € R,,_1[X] le polynome
d’interpolation d’Hermite de f, resp. N € R,[X] le noyau interpolateur,
associés au systéme interpolateur (zo,...,x,) et aur entiers (ao,...,q,) €
(N*)PTL. Alors, nous avons la magjoration :

’/f t)dt - /H dt!<;ggg>g]|f”’ )|/ab|N(t)|dt.

Démonstration: En fait nous allons établir la propriété suivante, qui en-
traine immeédiatement le résultat.

viefat], 3eelat], f()-H) = N SO

Remarquons d’abord que cette propriété est immédiate dans le cas ou ¢ est
un élément du systéme interpolateur (zo,...,x,) car on a alors f(t) = H(¢)
et N(t) =0, donc tout ¢ € [a, b] convient.

Considérons désormais t € [a, b]\ {zo, ..., z,} arbitraire fixé. Comme N (t) #
0, nous pouvons choisir A € R tel que I'application g : [a,b] — R définie par :

Vo € [a,b], g¢(z)= f(x)— H(x)—AN(x), (5.7)

admette t pour zéro. Puisque f € C"([a,b],R), nous avons g € C"([a,b],R)
et nous constatons que g admet 143" a; = (n+1) zéros, en tenant compte
des ordres de multiplicité.
Le théoréme précédent assure existence de ¢, € [a, b] tel que g™ (c¢,) = 0.
Comme H € R,_1[X], on a H™ =0 et, le terme dominant du polynome N
étant X", N =nl, d’ot g™ (c,) = f™(c,) — An! = 0.
Nous avons donc A = £ (¢,)/(n!), si bien que (5.7) se réécrit :
f™(c,)

o N(z).
Il reste & écrire g(t) = 0 pour conclure. O

Ve € la,b],  g(x) = f(x) - H(z) -

Pour calculer fab | N|, on peut se ramener au segment [—1, 1], comme le montre
le lemme suivant, dans lequel nous reprenons les notations du Lemme [5.1.7]

Lemme 5.2.5 Supposons que A : x — cx + d, avec ¢ > 0 et d € R.
Soit N € R,[X], resp. N1 € R,[X], le noyau interpolateur associé au sys-
teme interpolateur (o, ..., x,), resp. (A(xo),A(xl), o ,A(a:p)), et aur en-
tiers (ao, . .., ap) € (N*)PTL Alors,

A(b) b
/ Ny ()] dt = cn+1/ IN()| dt.
A(a) a
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Démonstration: Par définition, on a :

p

p
NX) =] —a)v o M) =[] (X - Alxy)
=0 =0
Nous calculons donc, par le changement de variable u = A™(¢) & ¢ = A(u),

/A(a H“‘ [ ar= [ 110|A<u>_,4<xj>|%du,

d’otu :
A(b) P
/ H‘t— (2;)|™ dt = "H/ H|u—xj|ajdu,
Ala) =0 a j—p
ce qui nous permet de conclure. Il

Par exemple, pour passer de l'intervalle [a, b] & I'intervalle [—1, 1], on choisit
c=2/(b—a)etd=—(a+0b)/(b—a) et le lemme précédent nous donne :

b . n+1
/|N(t)|dt %1 /|N1 )| dt, oun—ZOz] (5.8)

5.3 Intégration numérique

5.3.1 Avec un polynéme de Lagrange

Soit p € N, soit (xg,z1,...,2,) un systéme interpolateur constitué de points
du segment [a, ], et soit (wp,...,w,) € RPT le (p + 1)-uplet de coefficients
qui est associé & ce systéme interpolateur de rang p (cf. Corollaire [5.1.3)).
Considérons f : [a,b] — R et notons L € R,[X] le polynéme d’interpolation
de Lagrange de f associ¢ au systéme interpolateur (zg, x1,...,zp).

Par définition des coefficients (wy, . ..,w,), comme L € R,[X], on a :

[L=t-0X L) = b-a) 3w fw).

J=0 J=0

o o b b i
Ainsi, Papproximation [’ f ~ ["L se réécrit :

b P
/ f=(b-a)Y w fla). (5.9)
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Remarque. Ilest inutile de calculer explicitement le polyndéme de Lagrange
L pour écrire cette formule de quadrature.

En outre, le polynéome d’interpolation de Lagrange correspondant au cas
ap = -+ =, = 1, nous avons n = p + 1 et donc la Proposition nous
permet de majorer ’erreur comme suit.

Proposition 5.3.1 Soit f € CP™'([a,b],R). Alors, on a la majoration :

[-0-0> u e

1 b
< oy e 1) / N dt.

Exemple. Pour la méthode des rectangles a gauche, le noyau d’interpola-
tion est donné par N(t) =t — a, si bien que ff IN(t)|dt = (b — a)?/2.
Nous avons donc, sous I'’hypothése f € C([a,b], R),

’ (b_ a)2 !
[ o-as@| < P mairol 610)

2 te[a,b]

Cette majoration reste valable pour la méthode des rectangles a droite.

5.3.2 Avec un polynéme d’Hermite

Soit p € N, soit (xg, z1,...,%,) un systéme interpolateur constitué de points
du segment [a, b], soit (wp, - ..,w,) € RP™ le (p+ 1)-uplet de coefficients qui
est associé a ce systéme interpolateur de rang p, et soit enfin un (p + 1)-

uplet d’entiers non nuls (ay, . . ., a,) € (N*)P*1. Nous notons n = >°*_ o et,
pour f : [a,b] — R, nous considérons le polynéme d’interpolation d’Hermite
H € R,_1[X] de f, associé au systéme interpolateur (zo,...,z,) et aux
entiers (a, . .., a,). Nous voudrions pouvoir écrire :

b b P p
[i=[H=0-0Y wl@) =0-0Y wi),

mais il apparait ici une difficulté particuliére. En effet, puisque H € R,,_1[X],
I’égalité précédente n’est justifiée que si notre méthode de quadrature est
d’ordre ¢ > n — 1. Or, en dehors du cas ag = --- = o, = 1 ot 'on considére
un polyndéme d’interpolation de Lagrange, nous avons n — 1 > p, ce qui rend
indispensable de choisir une méthode de quadrature d’ordre ¢ > p.
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Remarque. La formule de quadrature ci-dessus est identique & la formule
obtenue a l'aide du polynome d’interpolation de Lagrange. L’intérét
d’introduire un polynéme d’interpolation d’Hermite — qu’il est d’ailleurs
inutile de calculer — ne réside donc pas dans cette formule mais dans la
majoration de 'erreur que nous pouvons déduire de la Proposition
Ainsi, il est exact de dire qu’on obtient la formule de quadrature de Simpson
en remplacant la fonction par un polynoéme de degré inférieur ou égal a 2 qui
I'interpole aux points a, (a+0b)/2 et b. Mais, en réalité, pour majorer erreur,
c’est un polynéme d’Hermite de degré inférieur ou égal a 3 que 'on utilise,
ce qui est possible car on a dans ce cas ¢ =3 > p = 2.

Avant de donner des exemples, nous reformulons ce qui précéde en énoncant
le résultat essentiel suivant.

Théoréme 5.3.2 Soit p € N, soit (vo,21,...,2,) un systéme interpolateur
(de rang p) constitué de points du segment [a,b], soit (wo,...,w,) € RPT
le (p+ 1)-uplet de coefficients associé, et soit q Uordre de la méthode de
quadrature correspondante.

Considérons un entier n € [p+ 1;q+ 1] et une application f € C"([a,b],R).
Alors, nous avons la majoration suivante dans la formule de quadrature .

y/abf—w—a)fjwjf(xj)

ot l'on a noté M, = maxc[qp | £ (t)| et ot N est tout polynéme de la forme
N(X) = [[_g(X—x;)%, avec (g, . .., ap) € (N*)P* tel que ag+- - -4-ap = n.

M, [°
<= [ ol

Démonstration: Pour n > p+ 1 et f € C"([a,b],R) donnés, soient
o, ..., 0, des entiers non nuls tels que oy + --- + a;, = n. Nous pouvons
considérer le polynéme d’interpolation d’Hermite H de I'application f rela-
tivement au systéme interpolateur (xo, ..., z,) et aux entiers (o, ..., ®,), de
sorte que N est le noyau d’interpolation associé et que H est de degré n — 1.
Nous concluons en appliquant la Proposition puis 1'égalité avec
P = H, ce qui est légitime puisque le degré de H vaut n — 1 < gq. Il

Remarques.

1. Dés que ¢ > p, on peut prendre n > p+1 et il y a alors plusieurs choix
possibles pour le polynéme N. On a intérét a retenir un polyndéme pour
lequel la valeur de I'intégrale ff |N(t)| dt est minimale.

2. Pour simplifier le calcul de cette derniére intégrale, on a souvent intérét
a se ramener a l'intervalle [—1,1] et a utiliser la formule (5.8]).
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Exemple. (Méthode du point milieu) On a p = 0, g = (a + 1)/2,
wop =1¢et g =1 > p. Ceci nous permet d’'utiliser le polynome d’Hermite H
associé au point xg et a 'entier oy = 2.

En nous ramenant a U'intervalle [—1, 1], grace au Lemme [5.2.5] nous calculons
N;(X) = X? puis

1 9 b _ 3
[ w3 co [iva- LT
. 3 i 12

cette derniére égalité résultant de la formule (5.8)).
Sous I'hypothése f € C?%([a,b],R), le Théoréme nous permet d’en dé-
duire la majoration de ’erreur suivante.

[ wa-0-as 50| <

Pour les méthodes de Newton-Cotes, nous savons que le cas ¢ > p ne se
présente que si p est pair et nous avons alors ¢ = p + 1. C’est pourquoi,
comme nous l'avons déja mentionné précédemment, hormis NC; (méthode
des trapézes), seules les méthodes NC), avec p pair sont utilisées. Attardons-
nous un peu sur la méthode NCs.

Exemple. (Méthode de Simpson) On a g = a,z1 = (a+b)/2, 29 = b,
et ¢ = 3 > p, ce qui nous permet de considérer le polynéme d’Hermite relatif
aux entiers o = 1,ap =2 et ap = 1 (n =4 donc H € R3[X]).

En nous ramenant a 'intervalle [—1, 1], grace au Lemme [5.2.5] nous calculons
N(X) = (X + )X2(X —1) = X* — X2 puis

/11|N1(t)|dt:2/01( My d = /|N ) dt = 120) |

cette derniére égalité résultant de la formule (5.8)).
Finalement, le Théoréme [5.3.2] nous donne la majoration d’erreur suivante,
valable pour toute application f € C*([a,b],R) :

Remarques.

)5
(b=a) max | f@].

“(s@+ 10 + 4750 )| < ot ma

1. Le lecteur vérifiera que le choix ag = 2,1 = 1 et Qz = 1, resp. le choix
symétrique ag = 1,4 = 1 et oy = 2, conduit a [ LN ()] dE =1/2, ce
qui est moins intéressant que 4/15 pour majorer l’erreur de quadrature.
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2. Pour p > 8, il apparait dans la méthode de Newton-Cotes de rang p des
coefficients w; < 0, qui peuvent amplifier les erreurs d’arrondis [DEM
63-64] car on a alors :

P P
Z |w;| > ij =1.
=0 =0

C’est pourquoi, outre les cas NCy (Simpson) et NCy (Boole-Villarceau)
déja présentés, seule NCg (Weddle-Hardy), est aussi utilisée dans la
pratique.

5.3.3 Meéthodes composées.

Elles consistent & subdiviser 'intervalle [a,b] en sous-intervalles de la forme
la+k(b—a)/N,a+ (k+1)(b—a)/N], k€ [0;N —1], ot N € N* est fixe,
puis a appliquer une méthode élémentaire sur chacun des sous-intervalles, et
enfin a additionner les résultats obtenus pour trouver une valeur approchée
de Pintégrale de f sur [a,b].

Méthode composée des rectangles

Soit f € C'([a,b],R) et soit M; = maxyy) |f’|. Pour tout k € [0; N — 1],

b—a

ft)dt ~ N )

+h(b—a)/N N

a+(k+1)(b—a)/N b—a
/ f(a + k

est une formule d’approximation donnant lieu a une erreur qui, selon (5.10)),
peut étre majorée comme suit :

+(k+1)(b—a)/N b—a b—a

atk(b—a)/N

. (b—ap
-  2N?

M.

Si nous posons

=

-1

RN(f) = f(a+k

0

b—a
)

=
i

nous déduisons de la relation de Chasles et de l'inégalité triangulaire que

Ierreur commise dans "approximation ff f(t)dt ~ Ry(f) peut étre majorée

comme suit.

(b—a)
2N

[0 - ra) < O
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Méthode composée du point milieu

Soit f € C*([a,b],R) et soit My = max(,y | f”|. L’approximation

/abf(t)dt:PMN(f): b]_va Nif(w(m%)b;va)

donne lieu a une erreur qui peut étre majorée comme suit :

(b—a)®
24N?

2.

[ rwa — P

Tableau récapitulatif

En procédant comme précédemment, on obtient un exemple de méthode
composée pour chaque méthode élémentaire présentée plus haut. Dans le
tableau récapitulatif suivant, nous supposons f € C%([a,b],R) pour une
méthode d’ordre ¢ et nous notons Mg = maxcqp) ’f(q“)(t)’.

Méthode Majorant de I'erreur
rectangles M;(b—a)?/(2N)
point milieu | My(b— a)?/(24N?)
trapézes My(b—a)?/(12N?)

Simpson | My(b — a)’/(2880N?)

Pour pouvoir appliquer le Théoréme on doit choisir n € [p+1;¢+ 1]
mais on remarque que l’'on a choisi systématiquement n = ¢ 4+ 1 ci-dessus.
L’erreur étant majorée par une certaine constante divisée par N~ !, on a
en effet intérét & prendre la valeur de n la plus grande possible pour que la
convergence vers la « vraie » valeur de 'intégrale soit la plus rapide possible.

5.3.4 Lien avec la méthode de Romberg-Richardson

On peut montrer que la méthode d’accélération de convergence de Romberg-
Richardson s’applique a la suite obtenue par la méthode des trapézes lors-
qu’on subdivise réguliérement [a, b] en 2™ sous-intervalles [DEM 85-86].

On retrouve ainsi les méthodes de Simpson et de Boole-Villarceau. Ce pro-
cédé permet aussi de faire apparaitre des méthodes de quadrature qui ne sont
pas des méthodes de Newton-Cotes.

Une majoration précise de I’erreur est établie, sous forme d’exercices corrigés,
dans 'ouvrage de CHAMBERT-LOIR et FERMIGIER intitulé Fzercices de
mathématiques pour l'agrégation - Analyse 2 chez Masson, pages 186 a 193.
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5.4 Méthodes de quadrature de Gauss.

Nous nous intéressons maintenant a une forme d’intégrale plus générale que
celle étudiée précédemment :

[ o,

oi f € C%[a,b],R) et 7 € C°(Ja, b, R?%), appelé poids sur ]a, b], est intégrable
sur cet intervalle.

Pour obtenir une valeur approchée de cette intégrale, 'idée est de considérer
le produit scalaire sur C°([a, b],R) défini par :

b
(f,9) =/ f(t)g(t) m(t)dt.

En partant de la base canonique de R[X] et en lui appliquant le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt, nous obtenons une suite (P,),en de
polynoémes orthogonaux pour le produit scalaire que nous venons de définir.
On peut montrer que pour tout n € N, P, est un polynéome de degré n dont
le coefficient de plus haut degré vaut 1 et qui admet n racines simples appar-
tenant a l'intervalle |a, b] (cf. [SKA 31-33]).

Pour tout p € N, la méthode de Gauss de rang p consiste a prendre pour
systéme interpolateur (zo, ..., z,) les racines du polynome P, ;.
L’application P +» fab P(x)m(z)dz étant une forme linéaire sur R,[X], la
Proposition implique le résultat suivant.

Proposition 5.4.1 [l existe un unique (p + 1)-uplet de coefficients réels
(Ao, -+, Ap) tel que :

VP € R,[X], /b P(t) m(t) dt = Xp: \P(z;).

L’intérét principal des méthodes de Gauss est que, pour un rang donné p € N,
elles maximisent l'ordre. En effet, [DAN 498-499] établit le résultat suivant.

Proposition 5.4.2 La méthode de Gauss de rang p est d’ordre (2p + 1).
C’est l'unique méthode de quadrature de rang p admettant un ordre supérieur
ou égal & (2p+1).
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Remarque. En particulier, si ¢ est 'ordre d’'une méthode de quadrature
quelconque de rang p,on ap < q < 2p+ 1.

En utilisant alors le polynome d’Hermite correspondant a ap = --- = o, = 2,
nous obtenons le résultat suivant, grace a la Proposition [5.2.4]

Proposition 5.4.3 Soit f € C*%2([a,b],R). On peut majorer comme suit
Uerreur relative a la méthode de Gauss o (p+ 1) points :

_ maxcgo [/O*(0)
- (2p + 2)!

/ P2 () n(0) dt.

[ 0x@ a3 x5

Il y aun bémol a ce beau résultat théorique : les polyndémes orthogonaux sont
difficiles a calculer dans la pratique. C’est pour cette raison que les méthodes
de Gauss ne sont utilisées que pour les deux poids suivants :

e m=1sur [-1,1], c’est la méthode de Gauss-Legendre [DEM 76] ;
o m:]—1,1[ — R défini par :

1
ViE

C’est la méthode de Gauss-Tchebychev [DAN 369-376, exo corrigé|.
Cette méthode d’ordre (2p 4 1) s’écrit :

Vie]—-1,1], =n(t) =

L dt T 27 +1
/_1f<t) Vi—£2 p+1 ;f<cos(2p+27r))'

5.5 Une méthode probabiliste

Dans le tome 2 de son livre Probabilités pages 128-129, Jean-Yves Ouvrard
présente le principe des méthodes de Monte-Carlo dans un cas simple, sous
forme de l'exercice corrigé 10.8, utilisant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.
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6.1 Longueur d’un arc de classe C'

6.1.1 Rectification d’un arc paramétré.
Définitions générales

Définition 6.1.1 Soit d € N* fizé et f € C([a,b],R?).On dit que le couple
[ = ([a,b], f) est un arc paramétré continu de RY. Cet arc est dit rectifiable

S1
sup {Z [/ (ais1) = f(ai)H} < 00,

cette borne supérieure portant sur toutes les subdivisions (a;)o<i<n (N € N*)
de Uintervalle [a,b] et || - || désignant la norme euclidienne dans RY.

Dans ce cas, cette borne supérieure est appelée longueur de l’arc paramétré
continu I et notée ().

119
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Un exemple d’arc continu non rectifiable nous est donné par I'application
f:[0,1] — R? définie par

£(0) = (0,0) et V£ €]0,1]  £(£) = (¢, tsin%).

Le lecteur pourra démontrer que la borne supérieure ci-dessus est infinie en

choisissant judicieusement des subdivisions et en utilisant la divergence de la
s . . . 1 o

série harmonique (i.e. ) - = +00).

Remarque. Le fait d’étre rectifiable et la longueur d’un arc sont des pro-

priétés géométriques pour un arc continu, en ce sens qu’'un changement de

paramétre admissible (homéomorphisme) ne les modifie pas.

Pour a <t <t <b, notons I'y » le sous-arc ([t,t'], fiuv)) de T

Définition 6.1.2 Soit I' = ([a,b], f) un arc paramétré continu et rectifiable
de R, Nous dirons qu’une application s : [a,b] — R est une abscisse curvi-
ligne de I' si pour tout (t,t') € [a,b]* tel quet <t', on a :

[(Tre) = [s(t) — s(2)]

Si, en outre, il existe ty € [a,b] tel que s(ty) = 0, nous dirons que s est une
abscisse curviligne d’origine tg.

Proposition 6.1.3 Soient I' = ([a,b], f) un arc paramétré rectifiable de RY,
s1 et sy deux abscisses curvilignes de I'. Alors il existe e = +1 et ¢ € R tels
que So = €S + C.

Réciproquement, si s est une abscisse curviligne de I, alors toute application
de la forme es + c est une abscisse curviligne de I'.

Démonstration: RDO 92 O

Arc de classe C!

Dans toute la suite, nous supposerons que ’arc considéré est de classe C*,
conformément au titre de la lecon. Nous avons alors le résultat essentiel
suivant :

Théoréme 6.1.4 Soit f € C'([a,b],R?) et I' = ([a,b], f) Uarc paramétré
associé. Alors cet arc est rectifiable, de longueur

b
I(T) = / L/ (0)]dt.
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Démonstration: DANTZER 203-205 ou RDO 94-95
O

Corollaire 6.1.5 Sous les hypothéses du théoréme précédent, 'application
s : [a,b] — R définie par

Vt € [a,b] s(t /||f )||du

est une abscisse curviligne de I' d’origine a.

6.1.2 Calcul pratique

Nous nous placons maintenant en dimension d = 3 et nous établissons des
formules pratiques pour calculer la longueur d’'un arc suivant le systéme de
coordonnées utilisé : cartésiennes, cylindriques ou sphériques.

Coordonnées cartésiennes

Pour tout ¢ € [a, b], nous noterons f(t) = (x(t), y(t), z(t)) si bien que || f'(¢)|| =
Va2 (t) + y2(t) + 22(t) et le théoréme précédent nous donne :

b
_ / V20 20 + @t

Pour obtenir une formule mnémotechnique, nous remarquons que l’abcisse
curviligne s qui apparait dans le corollaire précédent vérifie :

(&) - (&) - (@) (%)

ce que nous retenons sous la forme :

| ds® = da® + dy® + dz* |

Remarque. Tout ce qui vient d’étre fait en dimension 3 se généralise im-
médiatement en dimension d.

Exercice : [FLO 153]
Calculer la longueur totale de ’astroide définie sous forme paramétrée par

f(t) = (acos®t,asin®t) |, 0<t<2r (a>0).
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Exercice : [RDO 97| ou [LT 143|
Calculer la longueur d’une arche de cycloide définie sous forme paramétrée
par

f(t) = (a(t —sint),a(l —cost)) , 0<t <27

2a

Coordonnées cylindriques

Pour tout ¢ € [a, b], nous avons f(t) = (p(t) cos(t), p(t)sinO(t), z(t)) et nous
calculons facilement || f/(2)]| = +/p2(t) + p2(t)072(t) + 22(t).

En procédant comme précédemment, nous obtenons donc la formule mnémo-
technique :

| ds® = dp® + p*df® + d2* |

Exercice : [RDO 104] ou [LT 145]
Calculer la longueur totale de I’hélice circulaire définie en coordonnées cylin-
driques par

p=a>0 |, z=00 , 0<60<27m (beR"

Remarque. En faisant z = 0 dans la formule précédente, nous obtenons
le cas d’'un arc représenté en coordonnées polaires dans le plan euclidien
orienté :

| ds® = dp® + p*db” |

Exercice : |[RDO 97| ou |LT 141]
Calculer la longueur de la cardioide définie en coordonnées polaires par

p=a(l+cosl) , —n7<O0<m (a>0).
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a/—\
\J2a ’
Exercice : |[FLO 157]

Sur I'arc d’une lemniscate de Bernoulli défini en coordonnées polaires par

p = ay/cos(20) | Og@g%

nous considérons le point A obtenu pour # = 0, ainsi que deux points M et
M’ obtenus respectivement pour 6 = ¢ et § = t', on t et t’ sont des éléments

de l'intervalle [0, 7] vérifiant la relation :

1
costcost = —

V2

Montrer que la longueur de 'arc de la lemniscate entre I'origine O (obtenue
pour 6 = 7/4) et le point M est égale & celle de I'arc de la lemniscate entre
le point M’ et le point A.

Exercice : [EMPSI 390]
Calculer I’abcisse curviligne en tout point M (#) de Parc défini en coordonnées
polaires par

0
= tanh —
p=tanh;
en prenant comme origine des abcisses curvilignes le point de cet arc corres-
pondant a 6 = 0.
Coordonnées sphériques
Pour tout ¢ € [a, b], nous avons
f(t) = (r(t)sinb(t) cos p(t), r(t) sin O(t) sin p(t), r(t) cos O(t)),

ce qui nous donne ||f'(t)|| = /72(t) + r2(£)02(t) + r2(t) sin® O(t)p(t).
Nous retiendrons donc la formule :

| ds® = dr® + r?df* + r*sin® 0 dy? |
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Exercice : [FLO 155]

Déterminer application T : [—m/4,7/4] — R pour que la tangente a I’arc
défini par
: : T 0
f(p) = (acosT(p)cosp,asinT(p)cosp,asing) ~7 <p< 1

fasse un angle constant et égal a 7/4 avec 'axe (Oz).
Calculer la longueur de cet arc.

Le premier théoréme de Guldin

Théoréme 6.1.6 Considérons une surface de révolution S engendrée par la
rotation d’un arc plan I" autour d’un axe situé dans le plan de I' et ne coupant
pas cet arc. L’aire de S est égale a la longueur [(T') multipliée par la longueur
du chemin parcouru par le centre d’inertie G de I lors de la révolution autour
de l'axe.

L’application classique est le calcul de I'aire latérale du tore a collier [LT 153]
ou [RDO 295] mais on peut le généraliser en prenant pour demi-méridienne
une ellipse a la place d’un cercle.

Inégalité isopérimétrique

Terminons par ce résultat (plus difficile que les précédents) qui peut trouver
sa place dans la lecon “Ex. de calcul de la longueur d'un arc de classe C! 7.

Théoréme 6.1.7 Dans le plan, si un arc de classe Ct et de longueur | déli-
mite une portion du plan d’aire A, alors on a inégalité 47 A < 12 et ’égalité
est obtenue si et seulement si l'arc paramétré définit un cercle parcouru une
fots.

La démonstration utilise les séries de Fourier et se trouve dans la livre Analyse
pour 'agrégation par QUEFFELEC et ZUILY chez Dunod, pages 103-105.

6.2 Produit mixte et produit vectoriel dans R"

6.2.1 Orientation de R"

Si nous considérons deux bases e = (e1,--- ,e,) et € = (e}, - ,¢€l,) de R”
. / . N 7 .

et si nous notons PS¢ la matrice de passage de e & €/, nous définissons une

relation d’équivalence sur ’ensemble des bases de R"™ par :

e~e < det PY >0
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Ceci résulte en effet des égalités suivantes :
Pe=1, ; PS=(P)y' ; PO =PPY

Il n’y a que deux classes d’équivalence. En effet, si e = (e1,eq,--+ ,€,) est
une base arbitraire fixée, alors ¢/ = (—eq,eq,-+- ,€,) est une base telle que
det P:/ = —1 et donc toute base f de R™ vérifie soit f ~ e soit [ ~ €.

On dit qu’on oriente R™ en choisissant I'une de ces deux classes d’équiva-
lence. De fagon plus pratique, nous orienterons R™ en choisissant une base
e et en disant que les bases qui sont dans la classe d’équivalence de e sont
positives, les autres étant qualifiées de négatives.

Convention : Dans toute la suite, nous orienterons systématiquement R”
en choisissant sa base canonique.
Considérons un n-uplet (z',--- ,2") € (R™)" tel que

Vi=1,---,n 2/ =(a,-- a)

et notons X sa matrice par rapport a la base canonique, c’est-a-dire :

_ |
X = [Iz} 1<i<n
1<j<n
Nous constatons alors facilement que (z!,---,2") est une base positive de

R™ si et seulement si det X > 0.

6.2.2 Produit mixte dans R" euclidien orienté

Nous nous plagons désormais dans l'espace euclidien R™ muni du produit
scalaire usuel noté (z | y).
La base canonique e constitue une base orthonormée de R".
Rappelons qu’une base €’ est alors orthonormée si et seulement si (en notant
M* la transposée de la matrice M) :

(PE) P =P (PE) =1
Nous en déduisons en particulier : (det P¢)? = 1.

. . R , R /
Ainsi, si €’ est une base orthonormeée positive de R™, nous avons det P¢ = 1;
sl ; ; ; n e __
si €' est une base orthonormée négative de R", nous avons det PS = —1.
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Proposition et définition 6.2.1 Soit f = (f1,---, fa) une base orthonor-
mée positive de R"™ (orienté suivant sa base canonique).

Considérons un n-uplet (x',--- ™) € (R™)" et notons M(z',--- 2" f) la
matrice de ce n-uplet par rapport & la base f, c’est-a-dire la matrice carrée

1<5<n

[mﬂ rcicn telle que YVj=1,-- n )= ngf’
i=1

Alors le réel det M (z',--- ,x"; f) ne dépend pas du choiz de la base ortho-
normée positive f.

On lappelle produit mixte de (x',--- ,z") et on le note [x',---  2"]. Le pro-
duit maxte est une application n-linéaire alternée.

Démonstration: Soient f et f’ deux bases orthonormées positives de R
et Pf/ la matrice de passage de f a f'.

Puisqu’il s’agit d'une matrice de passage entre bases orthonormées, nous
savons qu’elle est orthogonale et donc que (det P]f ,)2 = 1. Comme f et f" ont

la méme orientation, nous en déduisons det Pf =1,
L’égalité matricielle :
Mz, - 2™ f) = ij Mz, 2™ f)

implique donc égalité det M (x!,--- 2™ f) = det M (2!, .-+, 2™; ).

La derniére phrase résulte immédiatement des propriétés des déterminants.
O

Si nous prenons pour base orthonormée positive f la base canonique, la

derniére phrase du paragraphe précédent nous donne I'équivalence :

(z',--+ , 2™) base positive de R" < [z',--- ,2"] > 0

Dans le plan (n = 2), un simple raisonnement géométrique permet de consta-
ter que |[x,y]| est Paire du parallélogramme construit a partir des vecteurs
non colinéaires x et y.

6.2.3 Produit vectoriel dans R" euclidien orienté

Théoréme et définition 6.2.2 Dans R"™ orienté suivant sa base canonique,

considérons n — 1 vecteurs z',--- ,a" 1. Il existe un unique vecteur v € R"
tel que

Va" € R" a2 2" = (v] 2™
On Uappelle produit vectoriel de x*,--- 2" et on le notev = a' A---Az™ L.

L’application (', -+ 2" ) — at A+ Ax™ ! est (n—1)-linéaire et alternée.
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Démonstration: Fixons n — 1 vecteurs ', -, 2" ! de R" et considérons
I’application [ : R™ — R définie par

Va" € R* (wy,) = [2', - 2" 2"

Le produit mixte étant n-linéaire, 'application [ est clairement une forme
linéaire sur R™, donc un élément de son dual : [ € (R™)*.
Rappelons que 'application ¢ : v — (- | v) est un isomorphisme de R™ sur
son dual (R™)* appelé isomorphisme canonique. Nous constatons alors que
I'unique vecteur de R™ vérifiant la condition de ’énoncé est ¢ 1(1).
La derniére phrase résulte des propriétés du produit mixte.

O
Le lecteur montrera a titre d’exercice, en utilisant le théoréme de la base
incompléte, que le produit vectoriel ' A --- A 2™~ est nul si et seulement si
la famille (z!,- - 2"71) est lice.
En outre, si la famille (z!,--- ,2"7!) est libre, il constatera que la famille
(', -z at Ao A" 1) forme alors une base positive de R" puisque :

[zt et A A = et A AR >0
Calcul pratique du produit vectoriel Soit f = (fi,---, f,) une base
orthonormée positive de R”. Donnons-nous (z!,--- ,z"!) € (R")"~! par :

n

i=1
et posons z' Ao A"t =31 f;
L’égalité des formes linéaires (&1, - ,&,) — anéy + - + &, et

g - g7 &

1oy &n) — | 0 : :

& - &Y G
équivaut a celle des coefficients de &1, -+ ,&,. Nous en déduisons la proposi-
tion suivante.
Proposition 6.2.3 Pour tout t = 1,--- ,n, la i-éme coordonnée du vecteur

2l Ao A"t dans la base orthonormée positive f est égale au cofacteur du

terme en position (i,n) dans la matrice, par rapport & la base f, de la famille

(xt,-- 2"l x), otz € R™ est arbitrairement choisi.
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Soit (x!,-++ 2" ') une famille orthogonale dans R™. Si nous posons
)
AR ]
nous pouvons trouver f, € R" tel que la famille f = (fy,---, f,) constitue

une base orthonormée positive de R"™. En appliquant la proposition précé-
dente, nous obtenons facilement :

n—1
(z*,--- 2" 1) orthogonale == [|z' A---A2" Y| = H 27|
j=1

6.2.4 Interprétations géométriques en dimension 3

L’interprétation suivante nous sera utile pour les calculs d’aires de surfaces
paramétrées dans R3.

Considérons deux vecteurs non colinéaires u et v dans R3 et notons 7 la
projection orthogonale sur la droite Ru, de sorte que (u,v — mv) forme une
famille orthogonale. Nous obtenons alors :

lu Aol = fluA (v = 7o) || = [[u]| o=l

Un simple dessin nous permet alors d’interpréter ||u A v|| comme laire du
parallélogramme construit a partir des vecteurs non colinéaires u et v.

La propriété suivante est souvent utilisée comme définition du produit vec-
toriel dans R?® dans une présentation élémentaire.

Proposition 6.2.4 Soient u et v deuz vecteurs de R3. Si (u,v) est lié, alors
u Av est le vecteur nul. Sinon, u Av est ['unique vecteur orthogonal au plan
engendré par (u,v) , tel que (u,v,u A v) soit une base positive et que :

Ju Aol = |Jul |v] sin 6,
ot 0 est lécart angulaire de u et v.

Dans le méme ordre d’idée, si (u,v,w) est un systéme libre (et donc une
base) de R3, le produit mixte [u,v,w] = (u A v | w) peut étre interprété
(au signe prés) comme le produit de l'aire du parallélogramme construit a
partir de (u,v) par |[7w||, ot 7 est la projection sur la droite supplémentaire
orthogonal de Vect(u,v).

Si nous considérons le parallélotope construit a partir de (u, v, w), la quantité
||mw]|| apparait comme la “hauteur” de ce parallélotope. Finalement, |[u, v, w]|
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est le produit de I'aire du parallélogramme qui constitue la “base” du paral-
lélotope par la hauteur de ce dernier, c’est-a-dire son volume, comme on
pourrait le montrer par un découpage savant ramenant ce parallélotope a un
parallélépipéde rectangle...

Retenons que | [u, v, w]| est le volume du parallélotope :
P=Aau+pfv+yw,0<a<l,0<pf<1,0<y<1}

Comme le produit mixte est par définition un déterminant dans une base or-
thonormale positive, cette interprétation géométrique nous permet de com-
prendre intuitivement pourquoi la valeur absolue du déterminant jacobien
apparait dans le théoréme du changement de variable, comme nous allons le
voir dans la section suivante.

6.3 Théoréme du changement de variables

6.3.1 Enoncé général

Nous rappelons ici cet énoncé en dimension 3 en vue de l'interprétation géo-
métrique annoncée ci-dessus mais le théoréme du changement de variables
est valable en dimension d € N*.

Théoréme 6.3.1 Soit ® : U — V un C'-difféomorphisme entre deux ou-
verts de R3 et f : V — R une application continue. Alors lapplication f est
intégrable sur V si et seulement si 'application f o ® |Jg| est intégrable sur
U et, dans ce cas, nous avons l’égalité :

/f(x,y,z)dxdydz:/f(@(s,t,u)) |Jo(s,t,u)| dsdt du.
v U

D’un point de vue pratique, on dit que 'on « pose le changement de variables
(x,y,2z) = ®(s,t,u) » et on écrit 'égalité entre « éléments différentiels »
dedydz = |Js (s, t,u)| ds dt du.

On peut interpréter le théoréeme du changement de variable comme suit.
Au lieu de calculer I'intégrale de I'application f « directement » sur V', on
utilise une reparamétrisation de cet ouvert, donnée par le difféomorphisme de
U sur V noté @ : (s,t,u) — (z,y, 2). Or, ce diffeomorphisme se comporte
localement comme une application linéaire qui transforme le parallélépipéde
rectangle élémentaire [s, s + ds] x [t,t + dt] X [u,u + du] de U en un paral-
lélépipéde élémentaire de V', défini (de fagon naturelle) par le point (z,v, 2)
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et les trois vecteurs :

9z Oy 9z . gz Oy 0z ., gz Oy 0z\ ,
9s'0s0s) 0 ot ot ot » \ouwouwou) "

Selon le paragraphe précédent, son volume est donné par le produit mixte de
ces trois vecteurs, autrement dit par ’élément différentiel dsdtdu multiplié
par la valeur absolue du déterminant suivant :

oz OJz Oz

PSS
PN
Ne

qui n’est autre que Jg(s, ¢, u) par définition.
L’intégrale sur V apparait comme une somme sur chacun de ces parallélépi-
pédes élémentaires.

Application : Volume d’une boule dans R?

Référence : Topologie, Analyse par Georges FLORY, tome 3, éditions Vuibert,
pages 177-178
Pour 7 > 0, nous notons By(r) = {x € R? ||z|| < r}. Le volume de cette
boule sera noté Vy(r).

1. En appliquant le théoréme du changement de variables dans R, mon-

trer 'égalité :
Va(r) = r V(1)
2. Nous utiliserons la notation suivante pour les intégrales de Wallis :

jus

2 . d
Iy = sin® v du
0

En appliquant le théoréme de Fubini puis un changement de variable
simple, montrer les égalités

T

Va(r) = Va1 (1) / (r* = 2?)'F dr =2 1,Vas (1)

—r

3. On rappelle les valeurs des intégrales de Wallis :

(2n)! « (27n!)?
Dy = oot b= (€N
2= (2nnl)2 2 i = Gy (MEN)
Déduire de ce qui précéde les égalités
" 22n+1 n! ™
Vor(1) = — , Vori(l) = ——m
() =5 () = "5, )
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puis la formule générale :

/2

Vd € N, Vy(1) = CIPES)

4. La boule By(1) est inscrite dans I’hypercube :

— d .
C’d—{:L'ER,lrg?S}El|xz|<1}

Comparer le comportement asymptotique de leurs volumes respectifs
lorsque d tend vers l'infini.

Remarque : 1l est facile de vérifier numériquement que le volume de la
boule unité est maximal en dimension 5. Le volume d’une boule de rayon 2
est quant & lui maximal en dimension 24 ... Tout cela n’est pas tellement
intuitif!

6.3.2 Quelques cas particuliers
Coordonnées polaires

L’application ® : R% x]0, 27[— R?/(Ry x {0}) définie par

®(p,0) = (x(p,0),y(p,0)) = (pcost, psin )

est un Cl-difféomorphisme de déterminant jacobien

‘]@(pv 0) =

cos) —psinf
sinf  pcosf

Nous retiendrons donc la formule :

’ drdy = pdpdf ‘

Une application trés classique est le calcul de 'intégrale de Gauss :

00 )
/ e dr =7

o0
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Coordonnées cylindriques

L’application @ : R* x]0,27[xR — R?/(R; x {0} x R) définie par
D(p,0,2) = (x(p,0,2),y(p,0,2),2(p,0,2)) = (pcosh, psinb, z)

est un C'-difféomorphisme de déterminant jacobien

cos) —psinf 0O
Jo(p,0,2z) =| sinf pcosf 0 |=p
0 0 1

Nous retiendrons done la formule :

’ drdydz = pdpdfdz ‘

Application : Volume d’un solide de révolution

Réf :Intégrales curvilignes et de surfaces, LOFFICIAL et TANRE, Ellipses
noté [LT| dans la suite, page 93.
Soit f :Ja,b[— R% continue et S le solide de révolution autour de I'axe Oz
défini par

S:={(z,y,2) eR*/2? +y* < f*(2),a < z < b}
Calculer son volume V' (S).
Définition 6.3.2 Soit P C R? (supposée géométriquement simple par exemple)

une plaque homogéne dans le plan yOz d aire A(P) e Ry
Son centre d’inertie est le point G = (yg, z¢) € R? el que

(%) =am [ (1) o

Remarque. La notion de centre d’inertie généralise celle de barycentre (ou
centre de gravité) de n points pondérés dans R?. L’hypothése d’homogénéiteé
de la plaque correspond au cas ou tous les points ont méme poids.

Application : Un théoréme de Guldin

Réf : |LT 96]

Avec les notations de I'application précédente, considérons
P={0<y<f(z),a<z<b}

une plaque homogéne de centre d’inertie G et soit S le solide de révolution
qu’elle engendre par rotation autour de 'axe Oz. Montrer 1’égalité :

V(S) = 2rys A(P)
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Remarque. Ce théoréme de Guldin se généralise immédiatement a une
plaque homogéne

P={fi(z) <y < fa2),a < z < b}

ou fi et fy sont deux applications telles que 0 < f; < f.

Coordonnées sphériques
L’application @ : R* x]0, 7[x]0, 2r[— R3/(R; x {0} x R) définie par
O(r,0,0) = (z(r,0,0),y(r,0,0),2(r,0,¢0)) = (rsin b cos ¢, rsin 0 sin ¢, r cos 0)
est un Cl-difféomorphisme de déterminant jacobien
sinfcos¢ rcosfcos¢p —rsinfsing
Jo(r,0,¢) = | sinfsing rcosfsing rsinfcos¢ | =r>sind

cosf —7rsinf 0

Nous retiendrons done la formule :

| dedydz = r?sinfdrdf d¢ |

Définition 6.3.3 Soit S C R3 (supposé géométriquement simple par exemple)
un solide muni d’une “fonction de masse volumique” continue p : S — R,.
Le moment d’inertie du solide S par rapport a Uorigine O est ['intégrale :

///(1‘2 +y° + 2%) p(x,y, 2) do dy d=
s

Exercice :

Réf : |[LT 106]
Calculer le moment d’inertie par rapport a l'origine des solides homogénes
de masse volumique 1 définis par :

S ={(z,y,2) €R* /2 >0,y >0,2>0,2° +1y* + 22 < 1}

, 2 2 2
SQ::{(x,y,z)eR /x>0,y>0,z>0,?+b—2+§<1},

avec (a,b,c) € (R*)? fixés.
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6.4 Formule de Green-Riemann

Cette formule permet de calculer une intégrale double (par exemple celle qui
définit une aire) sous la forme d’une intégrale curviligne (notée ¢) le long
d’un chemin du plan.

Si D est un sous-ensemble de R? «géométriquement simple», son bord 9D
est une courbe fermée que nous orienterons dans le sens trigonométrique :
ceci signifie intuitivement que si 'on se déplace sur 0D dans ce sens, on a
le sous-ensemble D sur sa gauche. Nous noterons 0D" le bord de D ainsi
orienté.

Théoréme 6.4.1 Soit P(z,y)dx + Q(z,y)dy une forme différentielle de
classe C' définie sur un ouvert contenant le sous-ensemble géométriqguement
simple D du plan. Alors, on a ’égalité :

_ 0Q _op
fgm P(z,y)de + Q(z,y) dy = //D (6’x 8y> dx dy

Démonstration: [LT 170-171|
O

En prenant en particulier P(x,y) = —y et Q(z,y) = z, nous obtenons :

Corollaire 6.4.2 L’aire d’un sous-ensemble géométriquement simple D du
plan est donnée par ’égalité :

1

A(D) = éfglﬁxdy—ydx

On obtient grace a cette formule I'aire délimitée par un astroide (arc para-
métré défini par z(t) = cos®(t),y(t) = sin®(t),t € [0,7/2]) : elle vaut 37/8
LT 172].

Si larc est paramétré en coordonnées polaires, i.e. par x(0) = p(0)cosb,
y(0) = p(#) sin 6, la forme différentielle 1z dy — y dz s’écrit $p* df.

On en déduit par exemple 'aire délimitée par la lemniscate de Bernoulli
p* = cos(20) : celle-ci vaut 1 (cf. [LT 172] ou [GOU 342]).

6.5 Aire d’une nappe géométrique

6.5.1 Nappe paramétrée, nappe géométrique

Définition 6.5.1 On appelle C*-nappe paramétrée de R? tout couple (D, F),
ot D est un domaine (i.e. un ouvert connexe) de R? et F' € C*(D,R3?).
On dit que F(D) est le support de la nappe; c’est un conneze de R3.
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Le lecteur vérifiera que 'on définit une relation d’équivalence sur ’ensemble
des C*-nappes paramétrées de R3 par :

(Dy, Fy) ~ (Dy, F) <= 3® : Dy — Dy, C*-diffeomorphisme tel queF, = Fyo®

Les classes d’équivalence sont appelées C¥-nappes géométriques de R3,

Les représentants d’'une C*-nappe géométrique ¥ sont appelés paramétrisa-
tions de cette nappe. C’est pourquoi un C*-difféeomorphisme ® vérifiant la
condition précédente est appelé changement de paramétrisation.

On vérifie immédiatement que toutes les paramétrisations d'une C*-nappe
géométrique Y fixée ont méme support, qui sera donc appelé support de cette
nappe géométrique et noté supp 2.

Exemple. Soit D =]0,7[x]0,27[ et F: D — R* définie par

F(6,8) = (2(6,6), (6, 6), 2(6, ¢)) = (sinf cos ,sin fsin , cos )

Le couple (D, F') définit une C*°-nappe paramétrée de R? dont le support est
la sphére unité privée du demi-cercle correspondant a son intersection avec
le demi-plan y =0, x > 0.

Nous noterons S? la C*°-nappe géométrique correspondante.

Soit ¥ une C*-nappe géométrique. Le lecteur vérifiera que 'on définit une
relation d’équivalence sur ’ensemble des triplets (D, F, X) tels que (D, F)
est une paramétrisation de X et X C D par :

(Dy, F1, X1) ~ (Dy, Fy, X5) < 3® : Dy — Dy, C*-difféo. t.q. Fy = Fio® et X; = &(X>)

Définition 6.5.2 On appelle morceau X de la C*-nappe géométrique X une
classe pour la relation d’équivalence précédente. On dit que F(X), qui est une
partie de supp X indépendante de la paramétrisation choisie, est le support
de ce morceau de nappe géométrique et on le note supp X.

Un cas particulier important dans la suite est celui otli, pour un représentant
(D, F, X)) du morceau X', X est un compact de D. Cette propriété reste alors
vraie pour n’importe quel représentant de X, comme le lecteur le vérifiera a
titre d’exercice.

Nous dirons dans ce cas que X est un morceau compact de 3.
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Exemple : Fenétre de Viviani

On appelle fenétre de Viviani la partie de la sphére unité de R? qui est incluse
. . . », . 2 1 2 1

dans le solide (cylindrique) d’équation 2* + (y — 5)° < ;.

En reprenant les notations de 'exemple précédent, faire apparaitre la fenétre

de Viviani comme un morceau compact V de S2.

6.5.2 Aire d’une nappe géométrique

Théoréme et définition 6.5.3 Soit X un morceau compact d’une C*-nappe
géométrique 3. Alors, pour tout représentant (D, F,X) de X, la valeur de

[intégrale
11,

est indépendante du choix du représentant.
Nous Uappellerons aire du morceau compact X et nous la noterons A(X).

OF

OF
%(u, v) A %(u, v)|| dudv

Exercice : Aire de la fenétre de Viviani

Réf : |LT 164]
Avec les notations de I'exemple précédent, établir ’égalité :

AV) =21 -4



Chapitre 7

Espaces de Banach, suites et
séries

Stefan Banach (1892-1945), mathématicien polonais, est un des fondateurs
de l"analyse fonctionnelle, étude des espaces de fonctions.
Comme d’habitude, nous noterons K = R ou C.

7.1 Définition et premiers exemples

Définition 7.1.1 On appelle espace de Banach tout espace vectoriel normé
(e.v.n.) complet.

Ceci signifie que I'espace F muni de la distance d associée a la norme || - ||
(par la relation d(x,y) = ||z — y|| ) est un espace métrique complet.

Exemple. (R,|-]) est un espace de Banach.

Rappel : Si (FE;,d;), 1 <i < n sont des espaces métriques, nous pouvons
munir Uespace produit E =[]}, E; des trois distances suivantes :

6 ( Zd xzayz 52 ZL’ y (ZdQ xwyz ) 5 5oo(xay) = ma}ildz(xzayz)

1<i<
Ces trois distances sont équivalentes (0o, < 01 < Ny €t 0o < 0o < /Moo )-
Si tous les (E;, d;), 1 <1 < n sont complets, alors 'espace produit (F,d), ou
d € {41, 02,03}, est complet.

Nous en déduisons immédiatement la proposition suivante.

137
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Proposition 7.1.2 Soient (E;, N;), 1 < i < n, des K-espaces vectoriels
normés. Nous pouvons munir l'espace produit E = [[;_, E; des trois normes
suivantes, qui sont équivalentes :

1

2
ol == D" Nitws) s llzlle = (D0 V@), lalloe == max Niz).
=1 =1

1<i<n
ot x = (x1,...,x,) est un élément quelconque de lespace produit E.
Si tous les (E;, N;), 1 < i < n sont des espaces de Banach, alors 'espace
produit (E. || -||), ow || - || est l'une quelconque des trois normes précédentes,

est un espace de Banach.

Exemples. En identifiant (par isométrie canonique) 'espace R? muni de
la norme euclidienne || - ||2 et Pespace (C, |- |), nous constatons que ce dernier
est un espace de Banach. Plus généralement, les espaces vectoriels R" et C”
munis d’une norme quelconque sont des espaces de Banach (rappelons ici que
sur un espace de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes).

Plus généralement encore, tout K-e.v.n. £’ de dimension finie est un espace de
Banach. En effet, si (e, . .., e,) est une base de £, on peut munir cet espace de
la norme définie par ||z| := >, |z;| pour x = > | x;e;; ceci implique que
Iapplication ¢ : (K™, [|-|l1) — (E,||-||) définie par o(z1,...,z,) == > o xi€;
est une isométrie, ce qui nous permet de conclure.

Nous verrons un peu plus loin des exemples de Banach de dimension infinie.
Avant de considérer des séries a valeurs dans un espace de Banach, nous
consacrons la section suivante a des rappels sur les séries positives.

7.2 Séries i termes réels positifs

Dans toute cette section, nous noterons (u,) € RY et (v,) € RY des suites a
valeurs réelles positives.

7.2.1 Deéfinitions et théorémes de comparaison

Définition 7.2.1 Soit (u,) € RY. On appelle série de terme général u, et
Uon note > u, la suite (S,) définie par :

Vn € N, Sn:iuk.

k=0

On dit que S, est la somme partielle d’ordre n associée a la série > uy,.
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Définition 7.2.2 On dit que Y u, converge si (S,) converge. Dans ce cas,
— on appelle sa limite la somme de la série et on la note ::6 Uy ;

— on appelle reste d’ordre n de la série le réel positif R, = :i% Up — Shp,
que l’on note encore R, = ZZEZH U

Nous avons la condition nécessaire de convergence suivante.
E u, converge = limu, = 0. (7.1)
Ce n’est pas une condition suffisante : un contre-exemple simple est donné

par la série harmonique Y -, 1/n qui diverge puisqu’on a pour cette série

Son — Sy > 1/2.

Exemple. Soit r € R.. La série géométrique r™ converge si, et seule-
+ )
ment si, r < 1. Dans ce cas, sa somme est donnée par :

+00 1
;r :1—7“'

Proposition 7.2.3 La série Y u,, converge si, et seulement si, la suite (S,)
de ses sommes partielles est majorée.

Corollaire 7.2.4 S7il existe ng € N tel que, pour tout n > ng, 0 < u, < vy,
alors nous avons l'implication : > v, converge = > u, converge.

Sous la méme hypothése, nous avons bien siir, par contraposition, 'implica-
tion suivante : > u, diverge = ) v, diverge.

Exemple. Lasérie Y7 o, 1/n® =3 (1/(n+1)? =143 ., 1/(n+1)?
converge car on a la majoration
1 1 1 1

Vn>1 < L
= (n+1)2 " nn+1) n n+l

et les sommes partielles associées a ce dernier terme général se calculent
facilement car elles sont « télescopiques » :

n

L B
— k k+1 n+1 no+oo
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Application 7.2.5 Nous définissons deux sous-espaces vectoriels de ’espace
des suites & valeurs réelles (RN, +,-) en posant :

I'(N) = {(u,) € RY, Z |u,| converge} ; I*(N) = {(u,) € RY, Zui converge}.

(utiliser (a+b)? < 2(a*+b?), pour tout (a,b) € R?, afin de vérifier que [>(N)
est bien stable par addition)

Grice a Uimplication et au corollaire précédent, nous prouvons facile-
ment Uinclusion I'(N) C [*(N).

Application 7.2.6 Grice au corollaire précédent, on vérifie immédiatement
la convergence de la série donnant le développement décimal d’un réel positif.

“+o00

dn
Ve e Ry, 3(d,) eNY, vneN, 0<d,<9 et x= o
0

n=

Rappelons que pour obtenir l'unicité de ce développement décimal, on interdit
a la suite (d,) de ne prendre que la valeur 9 a partir d’un certain rang.

Dans le théoréme suivant, nous utilisons les notations de Landau.

Théoréme 7.2.7 Si u, = O(v,), c’est-a-dire si (u,) est dominée par (vy,),
alors nous avons les propriétés suivantes.

— $i Y. v, converge, alors »  u, converge et R* = O(R?) ;

n

— si Y u, diverge, alors v, diverge et Sy = O(SY).

Nous avons un énoncé analogue en remplacant O par o.

Si nous avons ’équivalence u, ~ v,, alors les séries > v, et > u, sont de
méme nature (convergente ou divergente). Si elles convergent, alors R ~ RY
(de limite nulle) ; si elles divergent, alors S ~ S? (de limite +00).

Exemple. (de Riemann) Par comparaison a la série harmonique, qui
diverge, nous obtenons la divergence de la série > -, 1/n%, pour tout o < 1.
Supposons désormais a > 1. Grace au développement limité, au voisinage
de 0, (14 2)"* =1+ (1 — @)z + o(z), nous prouvons I'équivalence :

1 1 a—1

_ ~ . 7.2
ne=l (n4 1)1 ne (7:2)

La série associée au terme général qui apparait dans le membre de gauche
est clairement convergente (les sommes partielles sont « télescopiques » ) ; par
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conséquent, il en est de méme de la série Y ., 1/n®. Finalement, nous avons
établi la condition nécessaire et suffisante suivante.

1

g — converge <= o > 1.
nOé

neN*

Notons enfin que, dans le cas a > 1, si nous notons R, le reste d’ordre n
associé a la série Y _, 1/n®, nous obtenons I'équivalent

1

(v — 1)pa—t’

R, ~

en utilisant ’équivalent (7.2)).

Application 7.2.8 (Constante d’Euler) Pour tout n € N*, notons H,
la somme partielle d’ordre n associée a la série harmonique. Nous allons
montrer Uezistence d’une constante v € [0, 1] telle que H, =Inn + v+ o(1).
Il s’agit donc de prouver la convergence de la suite (T,)n>1, que l'on définit
par x, = H, —Inn, vers une telle constante.
Or, la convergence de (x,) équivaut a celle de la série Y ., u,, ot l'on a
POSE Uy = Ty, — Tn_1, pour tout n > 2. Grice ¢ un développement limité de
In(1 — ) au voisinage de 0, nous avons :

1 1

1 1
un:E—lnn+ln(n—1):ﬁ+ln(1—ﬁ):O(

)

ce qui nous permet de conclure par comparaison a l'exemple de Riemann.
Par concavité du logarithme, nous constatons que u, < 0, pour tout n > 2.
Ainsi, la suite (x,,) est décroissante, d’ou v =limz, < x1 = 1. Il nous reste

*

a remarquer que, par décroissance de t — 1/t sur RY, nous avons :

n2

1 K1 gy n+l g4
Vk € N*, —2/ — = VneN, an/ — =In(n+1).
T Lt
En particulier, la suite (x,) est a valeurs positives, d’ow vy > 0.
On ignore toujours actuellement si la constante d’Euler ~ est un nombre
rationnel ou non. Une valeur approchée est v ~ 0,57722.

7.2.2 Comparaison & une série géométrique

Proposition 7.2.9 (Régle de D’Alembert) Soit (u,) € (R%)N telle que
Upi1/Un — L. Sl < 1, alors Y u, converge. Sil > 1, alors > u, diverge.

Sil = 1, on ne peut conclure directement, comme on le constate sur I'exemple
de Riemann.
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Proposition 7.2.10 (Reégle de Cauchy ) Soit (u,) € (R%L)N telle que
1/n

uy = 1. Sil <1, alors Y u, converge. Sil > 1, alors > u, diverge.
Ici encore, si [ = 1, on ne peut conclure directement, comme on le constate
sur I'exemple de Riemann : (n=®)/" = n=®/" = exp ( — (alnn)/n) — 1.

Remarque. Comme nous le démontrerons plus loin (¢f. Lemme [11.2.5]
page [200)), nous avons l'implication suivante.

Un+1 1/n
n

-1 = u/'" =L

u?L

Par conséquent, si la régle de Cauchy n’a pas permis de conclure, il est inutile
d’essayer d’appliquer la régle de D’Alembert.

Dans le cas « douteux » de la régle de D’Alembert, on peut parfois conclure
grace & la régle suivante.

Proposition 7.2.11 (Regle de Raabe-Duhamel) Soit (u,) € (R%)N t.q.

n 1
3(a, B) € R x |1, 409], “u“ - % +O(=).

Alors, il existe une constante K > 0 telle que u, ~ K/n“. Par conséquent,
> u, converge si, et seulement si, o > 1.

Démonstration: On souhaite montrer 'existence d’une constante K > 0
telle que n®u,, — K. En passant au logarithme, ceci revient a prouver que :

dkeR, a,:=alnn+Inu, —— k.

n—-+4o00

Cela revient encore a prouver la convergence de la série Y v, ott 'on a défini
la suite (vy,)nen par :

Un+1
Unp,

1
vneN, v, ::an+1—an:a1n(1+—)+ln
n

Or, au voisinage de 0, nous avons In(1 + z) = z + O(z?), d’ou :
1 1 Q 1 1 1
n=a(+0(5)) = S+ 0(5) +0(=) =0(--),
v=a(-+0(5)) == +0(5) +0(=) = 0(=)
ot l'on a posé v = min(3,2) > 1. Nous concluons par comparaison avec
I’exemple de Riemann. 0
Application 7.2.12 (Formule de Stirling) Il existe K > 0 tel que :

1
nl~ Ke "n"tz,
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Démonstration: On souhaite montrer ’existence d’une constante K > 0
telle que u, :=nle"n™" ~ Knl/2.
En vue d’appliquer la régle de Raabe-Duhamel, nous calculons :

Un+1

=(n+1)e (1+%>_n (n+1)"" =exp (1 —nln (1+%)> (7.3)

un
Or, au voisinage de 0, nous avons le développement limité :
2

In(l+ )= — ‘% +O(a?).

Nous en déduisons que :

1—nln(1+%):1—n<l—i+0(%)> :_n—i_o(ﬁ)’

n  2n?

ce qui nous donne, d’aprés la formule ([7.3),

Unp+41 1 1
u: = exp (% + O(ﬁ))

Nous utilisons a présent le développement limité, toujours au voisinage de 0,
expu =1+ u+ O(u?), pour en déduire :

Un+1 1 1
=14+ —+0(=)-
Uy, + 2n + (nz)
Il nous reste a appliquer la régle de Raabe-Duhamel, avec & = —1/2, pour
obtenir la conclusion désirée. [l

7.2.3 Série et intégrale impropre positives.

Le lecteur retrouvera ici plusieurs résultats qui ont déja été mentionnés dans le chapitre 2.

La proposition suivante est issue de [MAD 175-176].

Proposition 7.2.13 Soit a € R et soit f € Cp([a, +oof, Ry).

Si Uintégrale impropre fa+°° f converge, alors pour toute suite (x,) € |a, +oo[N
de limite +00, la série ) f;ﬂ”“ f converge.

S’il existe une suite croissante (z,,) € [a, +ool, de limite +o00 et telle que la
série Zf;”“ f converge, alors l'intégrale impropre fa+°°f converge.

Application 7.2.14 L’intégrale impropre f0+oo st dt diverge.
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Proposition 7.2.15 Soit f € Cy (R, Ry) une application décroissante et
s0it (an)nen la suite définie par :

n
VneN, a,:= f(k;)—/ f.
k=0 0
Alors, la suite (a,) converge. En particulier, la série > f(n) et l'intégrale
impropre f0+°° f sont de méme nature.

— Si f0+oof diverge, alors Sy, :==>"p_o f(k)~ [ f;
— St f0+oof converge et si la convergence vers 0 de la suite des restes

intégrales ( [ f) est lente, alors R, =30 f~ [T .

Grace a cette proposition, on retrouve I'existence de la constante d’Euler ,
ainsi que les équivalents suivants dans I’exemple de Riemann :

1 nlfoz

W;Sio<0€<1, SnN
a—1)n*~

sia>1, R,~ ] .
-«

Exemple. (de Bertrand)

1
Z— converge <= a>1lou(a=1etg>1).
= n*(Inn)?

Démonstration: Le seul cas qui ne peut étre traité directement par com-

paraison avec l’exemple de Riemann est celui ou @ = 1. L’idée est alors

d’utiliser une comparaison avec une intégrale, en appliquant la proposition

précédente. En effet, par simple changement de variable v = In ¢, nous consta-
dt

tons que l'intégrale impropre f;oo Tmp? converge si, et seulement si, 5 > 1.

Cela nous permet de conclure. 0

7.3 Séries a valeurs dans un espace de Banach

Proposition 7.3.1 Soit > u,, une série 4 valeurs dans un Banach (E,||-])).
Alors, > u, converge si, et seulement si, elle satisfait le critére de Cauchy :

q
Ve>0, INEN, ¢>p>N = H 3w <e
n=p+1
Définition 7.3.2 Une série ) u, G valeurs dans un e.v.n. (E, || - ||) est

dite absolument convergente si la série positive ) ||un| converge.
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Remarque. Cette notion est a distinguer de la convergence normale que
nous définirons plus loin et qui concerne les séries d’applications a valeurs
dans un Banach.

Corollaire 7.3.3 Dans un espace de Banach (E,| -||), toute série absolu-
ment convergente est convergente.

Démonstration: On applique le critére de Cauchy pour les séries et 1’'on
conclut grace a l'inégalité triangulaire :

q q
|32 ]| < Sl
n=p n=p

Remarque. En fait, cette propriété caractérise les Banach parmi les e.v.n.
comme le montre la proposition suivante (hors programme). Le lecteur pourra
en trouver la preuve dans BRIANE-PAGES Théorie de ['intégration (4éme
édition) chez Vuibert, page 162.

Proposition 7.3.4 Un K-e.v.n. (E,||-||) est un Banach si, et seulement si,
toute série absolument convergente dans (E, || -||) est convergente.

Une série convergente mais non absolument convergente est dite semi-convergente.
Pour mettre en évidence des séries semi-convergentes, on utilise souvent le
résultat suivant.

Proposition 7.3.5 (Régle d’Abel) Soit (u,)nen une suite & valeurs dans

un espace de Banach (E, ||-||) et (n)nen une suite de réels. Pour que la série

> apuy, converge, il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites :
o la suite (Sy)nen, avec S, ==Y ,_,uk, est bornée;

o la suite (ov,)nen est décroissante et de limite nulle.

Bien que le résultat suivant se démontre directement, nous pouvons le faire
apparaitre ici comme un cas particulier de la régle d’Abel.

Corollaire 7.3.6 (Critére spécial des séries alternées) Soit (o,)nen
une suite décroissante de réels qui tend vers 0. Alors, la série Y (—1)"ay,
converge.

Nous renvoyons le lecteur a [SK Ana. 47-48| pour la démonstration de la
régle d’Abel, ainsi que divers exemples.
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7.4 Espaces de Banach usuels de suites et de
fonctions

Dans cette section, on note a = (a, ),en une suite a valeurs dans K. Le lecteur
vérifiera que I'on définit deux sous-espaces vectoriels de K en posant :

li = {a e KV, Z |ay,| converge} D2 = {a e KN, Z |an|? Converge}.

neN neN

Proposition 7.4.1 On définit une norme ||-||1 sur li, resp. une norme ||-||2
sur %, en posant :

400 +00 1/2
vaely, lafi=lal, resp. Vaci, |als ::<Z|an|2> .

n=0 n=0

La démonstration est laissée au lecteur qui remarquera, en anticipant sur le
Corollaire et définition page 170, que || - ||2 est une norme euclidienne.

Proposition 7.4.2 Les espaces vectoriels normés (I, | - 1) et (i&,1 - [|2)
sont des espaces de Banach.

Le lecteur trouvera la démonstration du résultat concernant (% (N) dans [DAN
256-257]. Tl adaptera la preuve au cas de [ (N).

Nous notons [ le sous-espace vectoriel de KN constitué par les suites bornées.

Le lecteur vérifiera que 1'on définit une norme || - ||o sur I° en posant :
Vaely, |lalle :=suplayl.
neN
Proposition 7.4.3 L’espace vectoriel normé (I, || - ||l) est un espace de
Banach.

Démonstration: Soit (aP),cn une suite de Cauchy dans l'espace vectoriel
normé (12, [+ || ). Pour tout p € N, aP est donc une suite bornée d’éléments
de K, que l'on écrit encore aP = (a?),en. En appliquant la définition d’une
suite de Cauchy, nous avons :

Ve>0,INEN, ¢g=p=>N = [a%—a’|x <¢, ie supla) —af| <e.
neN

Nous en déduisons immédiatement la formule suivante.

Ve>0, INeN, g>p>N = VneN, |al —d’| <e. (7.4)
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Soit n € N arbitraire fixé. La formule (7.4)) prouve que (a?),en est une suite
de Cauchy a valeurs dans K, qui est complet. Nous sommes donc en droit
de définir a,, := lim, o af. Posons a := (a,)nen € KV et démontrons
que a € [P(N), c’est-a-dire que la suite (a,) est bornée.

En prenant ¢ = 1 dans la formule (7.4), puis en prenant p = N, on a :

Vg> N, YneN, |al—al|<1.

Pour n € N arbitraire, par passage a la limite lorsque ¢ — 400, nous en
déduisons la majoration |a, — a®'| < 1. L’inégalité triangulaire nous donne
alors :

VneN, a,<al+1<|aVe+1,

ce qui prouve que la suite (a,) est bornée.

Nous allons maintenant démontrer que, lorsque p — +oo, ||[aP — a||,, — 0,
ce qui nous permettra de conclure. Pour n € N arbitraire, en passant a la
limite lorsque ¢ — +oc dans I'inégalité donnée par la formule (7.4), on a :

Ve>0, INeN, p>N = |a,—d|<e
Comme n était arbitraire, il en résulte que :

Ve>0, INeN, p>N = |a—aP|w=-supla, —d| <e,
neN

ce qui achéve notre preuve. Il

Définition et proposition 7.4.4 Soit X un ensemble non vide et (E, ||-])
un K-e.v.n. Nous noterons B(X, E) le K-espace vectoriel des applications
bornées de X dans E.

On définit une norme sur B(X, E) en posant :

VfeB(X,E), |flle:= sup 1f ()]l

Proposition 7.4.5 Si (E, | -||) est un Banach, alors (B(X,E),| - ||s) est
un Banach.

Le lecteur trouvera dans [DAN 43-44] la démonstration de ce résultat, qui
est assez similaire a la démonstration précédente sur (I2°(N), ||« ||oo)-

On peut dire que (B(X, E), || - ) « hérite » de la complétude de 'espace
d’arrivée E, de méme que (IP(N),|| - [|s) « hérite » de la complétude de K.

Soient (E,|| - ||g) et (F,|| - ||r) deux K-e.v.n. Nous noterons L(E, F'), resp.
L.(E, F) le K-espace vectoriel des applications linéaires, resp. linéaires conti-
nues de E dans F. Rappelons le théoréme suivant dont le lecteur pourra
retrouver la démonstration dans [DAN 167].
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Théoréme 7.4.6 Soit f € L(E,F). Il y a équivalence entre :
1. f est lipschitzienne sur E ;
2. f est uniformément continue sur F ;
3. f est continue sur FE ;
4. [ est continue en 0;
5. f est bornée sur la boule unité fermée de E ;
6. f est bornée sur la sphére unité de E ;
7. 1l existe une constante M > 0 telle que Ve € E, || f(2)||lr < M||z| .

Définition et proposition 7.4.7 Soient (E,| - ||g) et (F,| - ||r) deur K-
e.v.n. On définit une norme sur L.(E, F) en posant :

lu(z)l[F
[lulll = sup = sup lu(z)]|p.
z#£0 HIHE ||| z=1
On Uappelle norme subordonnée auz normes || - ||g et || - || r-

Exemple : Notons M, (K) I'ensemble des matrices carrées d’ordre n a
coefficients dans K. Par abus d’écriture, nous identifierons un endomorphisme
(nécessairement continu) de K™ avec sa matrice représentative M = [m; ;] €
M., (K) dans la base canonique.

Si nous munissons K" de la norme ||z||.c = maxj<;<,, |2;|, nous allons montrer
que la norme subordonnée de I'endomorphisme M vaut :

1<i<n

n
M1 = max D fmiyl.
j=1

En effet, pour tout x € K", nous avons :

n n n

- | < | < y

| Mzl = max | 1mw%| < max 1 i gll] < 1o max > 1 [l
Jj= Jj= Jj=

ce qui prouve l'inégalité :
n
< o > |
A1 < o > o
]:

Pour prouver 'inégalité inverse, considérons un indice iy € [1,n] tel que

n n
%1%}%2 gl = Imigl,
j=1 j=1



7.5. SUITES D’APPLICATIONS A VALEURS DANS UN ESPACE DE BANACH149

puis y € K" tel que, pour tout 1 < j <n, |y;| =1 et my,; y; = |mi, |-
Nous concluons alors facilement en écrivant :

n n
1Myl = [ mig syl =D Imig 1.
j=1

=1

Proposition 7.4.8 Si (F,| - ||r) est un Banach, alors (L.(E,F),|||-|l|) est
un Banach.

Le lecteur trouvera dans [DAN 172-173] la preuve de ce résultat. Notons
que c’est encore de la complétude de l'espace d’arrivée (F, || - ||r) qu’hérite

Pour clore cette section, nous renvoyons le lecteur a la Proposition [1.2.6]
page (18] 7.e. au théoréme de prolongement d’une application linéaire conti-
nue a valeurs dans un Banach, qui nous a permis notamment de construire
I'intégrale de Riemann.

7.5 Suites d’applications a valeurs dans un es-
pace de Banach

Soit X un ensemble non vide et (E,|| - ||) un K-e.v.n. Dans toute la suite,
(fn)nen et f sont des applications définies sur X et & valeurs dans E. Rap-
pelons d’abord quelques définitions générales, déja vues en page [13]

Définitions 7.5.1 La suite (f,)nen converge simplement vers f sur X si:
Ve e X, Ve >0, AN, €N, Vn > N,, ||fu(z) — f(2)| <e.
La suite d’applications (f,)nen converge uniformément vers f sur X si :

Ve>0, ANeN, Vn > N, Ve € X, |fu(z) — f(2)] <e.

Remarques.

1. La convergence simple de (f,,) vers f sur X signifie donc que pour tout
x € X, la suite (f,(z))nen converge vers f(x) dans E.

2. La convergence uniforme est plus forte que la convergence simple car
I'entier N ne dépend pas de x dans le cas de la convergence uniforme.
Ainsi, si l'on prend X =|0,1[, £ = R, f, = Ljpy/min et f =0, la
suite (fy,)nen+ converge simplement vers f sur R mais ne converge pas
uniformément vers f sur R.
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La norme || - ||« sur B(X, E) est encore appelée norme de la convergence
uniforme a cause du résultat suivant, laissé au lecteur en exercice.

Proposition 7.5.2 Supposons que (f,,) est une suite dans B(X, E) qui converge
uniformément vers f. Alors, f € B(X,E) et || fn — flloc = 0.

Définition 7.5.3 On dit que la suite d’applications (f,) satisfait le critére
de Cauchy uniforme sur l’ensemble X si :

Ve>0, AN eN, Vn>p> N, Vo € X, |[f.(z) — fo(z)|| <e.

Proposition 7.5.4 Si (E, | - ||) est un Banach, alors la suite (f,) converge
uniformément sur X si, et seulement si, elle satisfait le critére de Cauchy
uniforme sur X.

Le lecteur trouvera la démonstration de ce résultat dans [DAN 270-271].
Son intérét est de caractériser la convergence uniforme sans avoir besoin de
connaitre a ’avance la limite f.

Nous nous plagons désormais dans le cas ou (X, d) est un espace métrique.
Le théoréme suivant est vrai dans le cas général ou (E, || - ||) est un K-e.v.n.
(il resterait méme valable si (E,d’) était un espace métrique).

Théoréme 7.5.5 (de continuité) Soit xy € X. Nous supposons que toutes
les applications fn,,n € N, sont continues au point xy et que la suite (f,)
converge uniformément vers f sur X. Alors, [ est continue au point xg.

Le lecteur trouvera la preuve de ce théoréme dans [DAN 271].
Une conséquence immédiate de celui-ci est qu'une limite uniforme d’applica-
tions continues sur X est continue sur X.

Corollaire 7.5.6 Supposons que (X,d) est un espace métrique compact et
que (E,| - ||) est un Banach. Alors, (C°(X,E),|| - ||s) est un Banach.

Démonstration: Nous avons 'inclusion C°(X, E) C B(X, F) puisque I'image
du compact X par une application continue f : X — F est un compact de F,
donc f(X) est un sous-ensemble borné de E, autrement dit I'application f
est bornée. Ainsi, la norme || - ||o est bien définie sur C°(X, E).

En outre, la proposition nous apprend que (B(X, E), |- Hoo) est un Ba-
nach et le théoréme précédent nous dit que C°(X, E) en est un sous-espace
fermé, d’ou la conclusion. O
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Théoréme 7.5.7 (de dérivabilité) Nous nous plagons maintenant dans le
cas ot X = I est un intervalle réel non trivial (i.e. ni vide ni réduit a un
point), (E,| -||) est un Banach et f, € C(I, E) pour tout n € N.
Supposons que la suite (f])) converge uniformément sur I et qu’il existe xo € 1
tel que (fn(yco)) converge.

Alors, la suite (f,) converge uniformément sur toute partie bornée de I vers
f€CYI,E) telle que f' =lim f.

Idée de la preuve : Nos hypothéses entrainent :
Vel fo)=fuo)+ [ o
xo

Notons | = lim f,,(z¢) et g la limite uniforme de la suite (f}) puis définissons
Iapplication f par :

Veel, f(x) :zl—i—/ g(t)dt.
Zo
On majore alors || f,(z) — f(z)|| pour prouver la convergence uniforme sur
tout sous-ensemble borné de I. i

Remarque. 1l suffit de prendre I = E = R et f,, = n pour constater que
I'hypothése « 3z € I tel que (f,(zo)) converge » est indispensable.

Nous avons aussi un résultat d’intégration relatif a la convergence uniforme,
celui-ci résultant de la construction méme de l'intégrale de Riemann.

Si X = [a,b], (E,||-]|) est un Banach et (f,), f sont toutes des éléments de
Chr([a,b], E) tels que (f,,) converge uniformément vers f sur [a,b], alors

/abfnm/abf.

En effet, Iapplication I : (Ca([a,b], E), || - lo) = B, f > I(f) = [ [ est

par construction une forme linéaire continue.

Nous terminons cette section par deux conditions suffisantes d’uniforme conver-
gence pour des suites d’applications & valeurs dans R. [GOU 228]

Théoréme 7.5.8 (premier théoréme de Dini) Soit X un espace métrique
compact et (fn)nen une suite croissante (i.e. fn, < fni1, pour tout n € N)
d’applications continues de X dans R. On suppose que (f)nen converge sim-
plement vers f continue.

Alors, (fn)nen converge uniformément vers f.
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Remarque. On peut notamment utiliser ce théoréme avec X = [a, b] pour

L b b . .
en déduire que lim [ f.(z)dz = [ f(x)dz. En ce sens, il est une version
élémentaire du théoréme de convergence monotone.

Théoréme 7.5.9 (second théoréme de Dini) Soit (f,)nen une suite d’ap-
plications croissantes de [a,b] dans R (i.e. Vn € N, z <y = fo(z) < fu(y)).
On suppose que (fn)nen converge simplement vers f continue.

Alors, (fn)nen converge uniformément vers f.

Remarque. Une application de ce théoréme au calcul des probabilités est

le Lemme [I8.2.2] page [302]

7.6 Séries d’applications a valeurs dans un es-
pace de Banach

Nous conservons les notations de la section précédente et nous supposons
dans toute la suite que (E, | - ||) est un Banach.
Pour tout n € N, définissons I'application S, : X — E par S, := >, _, fi.

Définition 7.6.1 Nous dirons que la série d’applications ), [ converge
simplement (resp. uniformément) sur X sila suite d’applications (S,) converge
simplement (resp. uniformément) sur X

La notion suivante n’avait pas de sens dans le cadre des suites d’applications.

Définition 7.6.2 Nous dirons que la série d’applications ), . fn converge
normalement sur X si la série positive ) || falleo converge.

Ceci équivaut & I'existence d’une suite (a,) € (R4)" telle que la série > an
converge et Vo € X, || fu(2)| < an.

Proposition 7.6.3 Si la série ), fn converge normalement sur X, alors
elle converge uniformément sur X.

Démonstration: Montrons que la suite (S,,) satisfait le critére de Cauchy
uniforme sur X, ce qui suffira d’aprés la Proposition [7.5.4]

Puisque la série de réels positifs ou nuls » || fnlloc converge, elle satisfait
le critére de Cauchy :

Ve >0, ANeN, n>p>N = Z | frlloo < €.

k=p+1
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L’inégalité triangulaire nous permet d’en déduire que, pour € > 0 arbitraire :

ANeN, n>p>N = Ve e X, |S.(z) = Sy(z)| < Z | fe(2)| < e

k=p+1

O
Dans la section suivante, nous verrons un exemple important de série nor-
malement convergente qui nous permet de définir ’exponentielle d’un endo-
morphisme continu sur I'espace de Banach F.

Les résultats (continuité, dérivabilité, intégration) établis pour des suites
d’applications uniformément convergentes ont pour corollaires des énoncés
analogues pour les séries d’applications qui convergent uniformément. Par
exemple, le Théoréme nous donne immédiatement :

Théoréme 7.6.4 Soient [ est un intervalle réel non trivial, (E,| - ||) un
Banach et f, € CY(I, E) pour tout n € N.

Supposons que la série > f! converge uniformément sur I et qu’il existe
xg € I tel que Y fu(xo) converge.

Alors, la série Y’ f, converge uniformément sur toute partie bornée de I vers

S € CYI,E) telle que S' =120 f'.

Application. La fonction zéta de Riemann est définie par :

—l—oo1

Vs € 1,400, ((s) = 2 e

On démontre que ¢ € C*(]1, 400, R). [SKA exo 6.8]

Enfin, en utilisant une transformation d’Abel, nous obtenons le résultat sui-
vant [DAN 291].

Théoréme 7.6.5 (Critére d’Abel uniforme) Soit X un ensemble non vide.
Nous considérons une suite (f,) d’applications de X dans le Banach E et une
suite (gn) d’applications de X dans R. Nous supposons :

1.3M >0, VneN, Ve e X, || D7, fulx)|| < M;
2. la suite (g,) converge uniformément sur X vers g =0 en décroissant.

Alors Y, .y Gnfn converge uniformément sur X.
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Application aux séries trigonométriques : Soit (c,) € RY une suite dé-
croissante de limite nulle. Alors la série Y _ ¢, d’applications de [0, 2]
dans C converge uniformément sur tout compact de ]0, 27].

Si nous disposons d’une structure plus riche que celle d’espace de Banach, a
savoir celle d’algébre de Banach qui va étre étudiée dans le chapitre suivant,
la notion de séries d’applications va nous permettre de définir I’application
exponentielle dans un cadre beaucoup plus général que celui de ’exponentielle
réelle ou complexe.



Chapitre 8

Exponentielle dans une algébre de
Banach

Bibliographie :
FRA Oraux X-ENS Algebre 2. Serge Francinou et al. Cassini. 2¢ éd. 2009
SAV Algébre linéaire (cours et exercices). Jean-Charles Savioz. Vuibert. 2003

8.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 8.1.1 Soit (A,+, X,-) une algébre et soit || - || une norme sur
Pespace vectoriel (A, +,-). Nous dirons que || - || est une norme d’algébre si :

Y(u,v) € A% lux vl < Jlullllv])- (8.1)
Dans ce cas, (A, +, %, -, || - ||) est appelée algébre normée.

Exemple. Le lecteur vérifiera que I'on définit une norme d’algébre sur
M., (K) en posant :

VM e M, (K), ||M] =n max |m,;|.

1<i,j<
Remarque. Pour cette norme, on vérifie immédiatement qu’une suite (M*),en

d’éléments de M,,(K) converge vers M € M,,(K) si et seulement si :

\V/(Z,j) S [[1’”]]2’ mf,j m M5

Comme M,,(K) est de dimension finie, cette caractérisation de la convergence
reste vraie pour toute autre norme sur Uespace (M, (K), +, ).

155



156 CHAPITRE 8. EXPONENTIELLE DANS UNE ALGEBRE DE BANACH

Définition 8.1.2 Soit (A,+, X, || - ||) une algébre normée. Si (A, +,-,]-||)
est un espace de Banach, alors nous dirons que (A,+, X, || - ||) est une
algébre de Banach.

Si nous revenons a I'exemple précédent, (M, (K), +, x, -, || -||) est une algébre
de Banach puisque tout espace vectoriel normé de dimension finie est un
espace de Banach.

Voyons maintenant un exemple en dimension (éventuellement) infinie.

Exemple. Soit (E,+,-,| - ||) un espace de Banach et L.(E) le K-espace
vectoriel des endomorphismes continus de E.

D’aprés la proposition (L(E), 4+, |lI-]ll) est aussi un espace de Banach.
Or nous avons 'inégalité |||u o v||| < |||u ||| x ||| v||| puisque, pour tout z € E,
o v@)ll = [[u(o@)]| < Nl <o)l < el < 1o ) <]l

Ainsi, (L(E),+,0,- |- [lI) est une algébre de Banach.

Nous allons maintenant généraliser une notion déja rencontrée dans le cadre
des séries a valeurs réelles ou complexes.

Définition 8.1.3 Soient > a, et > b, deuzr séries a valeurs dans une al-
gébre de Banach (A, +, X, -, ||-]|). On appelle produit de Cauchy de ces deux
séries la série Y ¢, dont le terme général est défini par :

n

VYn € N Cn:ZGkan—k

k=0

Proposition 8.1.4 En reprenant les notations de la définition précédente,
nous supposons que les séries y . a, et » b, sont toutes les deux absolument
convergentes. Alors la série produit > ¢, est absolument convergente et :

+o0o +o0o +oo
> (L) < ()
n=0 n=0 n=0
Démonstration: Pour tout n € N, nous posons :

s (50) - (50) 5

=0 k=0
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Nous avons donc :

s= (0] (o) -3 S wxt= 3 s,
i=0 =0 k=0 i+j=Fk (i.4)€ln
oul,={(i,7) eN?|0<i<n, 0<j<n,i+j>n+1}
L’inégalité triangulaire nous permet d’en déduire :

1AL < > llaallllosl

(i,5)€ln

ce qui s’écrit encore :

1Al < (g”ai!l) (;H%II) —Zn: > llaalliosll

k=0 i+j=k

Nous sommes alors ramenés au produit de Cauchy de séries a valeurs posi-
tives, ce qui nous permet de conclure.

O
Si nous notons I I'unité de notre algébre de Banach (A, +, x,-, || - ||), nous
poserons, pour tout u € A et tout n € N* :

u”::uxux~~-><2£ et u=1

Vv
n facteurs

Enfin, pour tout n € N, nous définissons f, : A = A, u — #u"

Nous constatons alors que ) . f, converge normalement sur toute partie
bornée de A. Or chacune des applications f, est continue sur A puisque, de
facon générale, la condition implique la continuité du produit dans une
algébre normée (Rappelons qu'une application bilinéaire ¢ : E; X Ey — F
est continue si, et seulement si, il existe k € Ry tel que, V(z1,x9) € Ey X Es,
l¢(z1, @)l 7 < kllwille, x[|22]|g,). Ceci justifie :

Définition et proposition 8.1.5 Soient (A,+, x,-, | - ||) une algébre de
Banach et uw € A. On définit exponentielle de u comme la somme de la
série absolument convergente :

+001

exp(u) = Z Eu”

n=0

L’application exp : A — A est continue.

La notion de produit de Cauchy et la proposition nous donnent :
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Proposition 8.1.6 Soit (u,v) € A%; nous avons l'implication :
uXv=uvXu= exp(u+v)=-exp(u) X exp(v)

En particulier, pour tout u € A, exp(u) est un élément inversible d’inverse
exp(—u).

Démonstration: Puisque u et v commutent par hypothése, nous sommes
en droit d’appliquer la formule du binéme de Newton, si bien que :

(ut0)" @ bk N U_k vt
vneN =D _kz:;k:!(n—k)!

n!
k=0

Nous constatons alors que la série définissant exp(u + v) n’est autre que
le produit de Cauchy des séries définissant exp(u) et exp(v), ce qui prouve
I’égalité annoncée.

Enfin, comme u et —u commutent, nous avons :

exp(u) exp(—u) = exp(—u) exp(u) = exp(0) = [

O
Si u et v ne commutent pas, on peut avoir exp(u + v) # exp(u) x exp(v),
comme nous le constaterons dans la section suivante.

8.2 Exponentielle de matrice

Si nous munissons M, (K) d’une norme d’algébre || - || telle que celle de
I’exemple page [155] ou encore telle que la norme subordonnée de I'exemple
page [148] nous pouvons définir ’exponentielle dans 'algébre de Banach
(MoK, +, x| - [])-

Notons que cette définition est indépendante du choix de la norme puisque
toutes les normes sont équivalentes, M, (K) étant de dimension n?. D’aprés
la Proposition , nous avons exp (M, (K)) C GL,(K).

Exemple. Dans Ms(R), considérons A = [§ 3] et B =[3 ], on 0 € R*.
Comme A% = B? = 0, nous avons exp(A) = I+ A et exp(B) = I, + B d’ou :

1 -0
exp(A)x exp(B) = {0 1_ 92] :
D’autre part, nous calculons :

0

VneN, (A+ B)2 =g [1

1 2n
o] =y = o
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d,Ofl (A + B)2n+1 — |: 0 (,1)n+192n+1

(—1)ng2n+1 0 :| et finalement :

+o00 +00 :
B (A+ B)*™ (A4 B)*™*!  Tcosf —sinf
exp(A+ B) = Z (2n)! z_; (2n+1)!  [sin@ cosf |-

n=0

Nous constatons que, pour tout 8 € R*, exp(A + B) # exp(A)x exp(B).

8.2.1 Calcul explicite

Pour pouvoir utiliser nos connaissances sur la réduction des endomorphismes,
nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 8.2.1 Soient P € GL,(K) et A € M, (K); alors on a l’égalité :

exp(P 'AP) = P ' exp(A)P

Démonstration: Pour tout k € N, nous avons (P~*AP)* = P~1A*P donc
par linéarité :

K

K
(PTAPY Ak

k=0

Or M +— P7'MP est un endomorphisme de M, (K), espace de dimension
finie, ce qui implique sa continuité. Ceci nous permet de conclure en passant
a la limite quand K — +o0o dans 1’égalité précédente.

O

Matrice nilpotente

Soit N € M,,(K) une matrice nilpotente d’indice[] r. Le calcul de I'exponen-
tielle de /V se rameéne alors a celui d'une somme finie :

r—1 Nk
K

k=0

exp(N) =

1. L’indice de N est le plus petit entier ¢ € N* tel que N7 =0
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En particulier, si J est une matrice de Jordan d’ordre r (qui est aussi son
indice), nous calculons immédiatement :

o 1 |-
2! (r—1)!
0 1 0 0 1
J = 00 — exp(J) = )
o1 o1
0 0 0 : - 1
0 ... ... ... 0 1

Soit N € M, (C) une matrice nilpotente. La réduction de Jordan nous ap-
prend qu’il existe une matrice de passage P € GL,(C) telle que P"'NP
s’écrive comme une matrice diagonale par blocs, ces blocs étant des matrices
nilpotentes de Jordan Jp,--- ,.J,, d’ordres respectifs nqy,--- ,n,,. On a bien
sir nqy +---+n,, = n et 'on peut noter qu’une matrice nilpotente de Jordan
d’ordre 1 est nulle.

Le lemme nous permet d’en déduire que la matrice P! exp(N)P est
aussi diagonale par blocs, ceux-ci valant exp(.Jy), -+, exp(Jp,).

Ceci nous permet de calculer explicitement exp (V).

Matrice diagonalisable ou trigonalisable

Si A € M, (K) est une matrice diagonale, on vérifie facilement en calculant
les sommes partielles associées a la série qui définit I’exponentielle de A que :

A = Diag(\y, -+, \,) = exp(A) = Diag(exp(A1),--- ,exp(N,))  (8.2)

Notons qu’un argument similaire montre que si 7 € M, (K) est une ma-
trice triangulaire (supérieure, resp. inférieure) dont la diagonale est donnée
par (A1, -+, A,), alors exp(7T) est aussi une matrice triangulaire (supérieure,
resp. inférieure) dont la diagonale est donnée par (exp(A1), -+, exp(A,)).

Voici une application du lemme dans le cas ou K = C.

Proposition 8.2.2 Soit A € M,(C); nous noterons Sp(A) son spectre,
c¢’est-a-dire l’ensemble de ses valeurs propres, det A son déterminant et Tr(A)
sa trace, c’est-a-dire la somme de ses coefficients diagonaux. Alors,

Sp(exp(A)) = exp(Sp(A)) et detexp(A) = exp(Tr(A))
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Démonstration: Comme C est algébriquement clos, le polynéme caracté-
ristique x4 (X) := det(X1I, — A) est scindé :

n

valX) = [Ix =2

=1

avec \q, -, A, complexes non nécessairement distincts.
Nous pouvons donc trigonaliser la matrice A : il existe une matrice tri-
angulaire T € M,,(C) de diagonale (Aj,---,\,) et une matrice inversible

P € GL,(C) telles que P7'AP = T. D’aprés le lemme précédent, exp(A)
et exp(7) sont des matrices semblables, cette derniére ayant pour diagonale
(exp(A1), -+ ,exp(A,)). Il est alors facile de conclure.

O
Si D € M, (K) est une matrice diagonalisable dans K, il existe une matrice
de passage P € GL,(K) et une matrice diagonale A = Diag(Ay, -+, A,), ol
A1, , A, sont les racines — non nécessairement distinctes — du polyndéme
caractéristique yp, telles que P~'DP = A donc D = PAP~ .
En utilisant 'égalité et le lemme [8.2.1] (avec P~1), nous en déduisons :

exp(D) = P Diag(exp(\1), -+ ,exp(\,)) P!

Le lecteur trouvera un tel calcul explicite dans [SAV 342-343].

Il existe néanmoins une autre méthode permettant d’éviter le calcul parfois
fastidieux de la matrice de passage P. Pour en introduire I'idée, commencons
par prouver le résultat suivant :

Lemme 8.2.3 Pour toute matrice A € M,,(K), il existe un polynome Q4 €
K[X] tel que exp(A) = Qa(A).

Démonstration: Notons K[A] le sous-espace vectoriel de M, (K) constitué
par les polyndémes en la matrice A.

Ce sous-espace est de dimension finie donc fermé dans M, (K). Or exp(A)
est par définition une limite d’éléments de K[A] donc exp(A) € K[A]. O

Remarque. Il n’existe pas de polynome @) € K[X] tel que exp(A) = Q(A)
pour toute matrice A € M,,(K).

En effet, si un tel polyndéme existait, en prenant A = A\, avec A € R, nous
obtiendrions exp(A) I, = Q(N)I,, d’ot exp(A) = Q(A) pour tout A € R, ce qui
est absurde par croissances comparées.



162CHAPITRE 8. EXPONENTIELLE DANS UNE ALGEBRE DE BANACH

Supposons que D € M,,(K) est une matrice diagonalisable et écrivons-la sous
la forme D = PAP~! comme précédemment. D’aprés le lemme précédent, il
existe un polynome @ € K[X] tel que exp(A) = Q(A), ’est-a-dire :

Diag(exp(A1), -+ ,exp(A,)) = Diag(Q(M\1), -+, Q(\n))

Mais dans ce cas particulier d’une matrice diagonale, il est facile d’exhiber
un tel polynome @ : Si Sp(D) = {pu1, -, px} avec k < n, autrement dit si
A, A ={p, -t ot les py, 1 < j < k sont deux & deux distincts,
nous pouvons prendre le polyndme d’interpolation de Lagrange :

k
N X —
Q= Zexp(uj)lj ot [j(X)= H ——
j=1 1<i<k Ky — Ha
i#£]
Nous avons alors :

Q(D) = Q(PAP™Y) = PQ(A)P~" = Pexp(A)P~" = exp(D) .

ce qui nous permet de calculer explicitement exp(D).

Exemple Retrouvons par cette méthode la valeur de exp My, avec :

0 —40
M9 — |:9 0 :| )
cette exponentielle ayant déja été calculée dans I'exemple page [158
Nous trouvons facilement Sp(Mp) = {i6, —if} et Q(X) = 222 X +cosf, d’ou :

sin @

exp(My) = Q(My) = >

My + cos0 I, = [COS@ —sin 9]

sinf cos®

Cas général

Nous avons traité jusqu’a présent le calcul explicite de I'exponentielle d’une
matrice nilpotente et d’une matrice diagonalisable. Rappelons maintenant
un important résultat d’algébre linéaire qui va nous permettre de passer au
cas général :

Théoréme 8.2.4 (Décomposition de Dunford) Soit M € M, (K) une
matrice dont le polynome caractéristique est scindé (toujours vrai st K = C).
Alors il existe un unique couple (D, N) € (M, (K))? tel que D est diagona-
lisable, N est nilpotente, DN = ND et M = D + N.

En outre, D et N sont des polynémes en M.
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Puisque D et N commutent, nous sommes en droit d’écrire exp(M) = exp(D) exp(N)
et nous sommes ainsi ramenés aux méthodes précédemment décrites pour
faire le calcul explicite.

8.2.2 Quelques applications topologiques

Définition 8.2.5 Nous dirons qu’une matrice M € M, (K) est unipotente
st M =1, + N avec N matrice nilpotente.

Proposition 8.2.6 Notons N, respectivement U, 'ensemble des matrices
M € M, (K) qui sont nilpotentes, respectivement unipotentes.
L’exponentielle induit un homéomorphisme de N sur U.

Nous renvoyons le lecteur a [FRA 245]. 1l s’agit de montrer que Papplication
Y : N+ exp(N) — I, est un homéomorphisme de N sur N.
Notons que cette application est en fait polynomiale puisque :

-1

Nk
VN e N ¢(N —
b(N) = kZ o
L’idée est, par analogie avec le développement en série entiére de In(1 + z),

de définir 'application ¢ : N'— N par :
n—1 Nk.
VN EN @(N)=) (-1)F'—

puis de montrer que o) =1p o p = Idy.

Nous pouvons en déduire la proposition suivante :

Proposition 8.2.7 L’application exp : M,,(C) — GL,,(C) est surjective.

Démonstration: Soit B € GL,(C);admet-elle un antécédent dans M,,(C)
par I'application exponentielle 7 Par décomposition de Jordan, il suffit de ré-
pondre a cette question dans le cas ou B est un bloc de Jordan de la forme
B = X1, + N), avec A € C* et N nilpotente.

D’une part, nous savons que exp : C — C* est surjective, ce qui nous donne
'existence de pu € C tel que exp(u) = A.

D’autre part, la proposition précédente nous donne I’existence d’une matrice
M € M,,(C) telle que exp(M) = I,, + N.

Nous constatons alors que exp(ul, + M) = B.
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Remarque. En revanche, I'application exp : M, (R) — GL,(R) n’est pas
surjective. En effet, si elle 'était, GL,,(R) serait connexe par continuité de
I'exponentielle, I'espace M,,(R) étant bien sir connexe. En considérant cette
fois 'application continue et surjective det : GL,(R) — R*, on en déduirait
que R* est connexe, ce qui est absurde.

Proposition 8.2.8 Notons S, (R), resp. ST (R), le sous-ensemble de M,,(R)
constitué par les matrices symétriques, resp. symétriques définies positives.
L’exponentielle induit un homéomorphisme de S,(R) sur ST (R).

Démonstration: Par continuité de la transposition (qui est un endomor-
phisme de M,,(R)), nous vérifions facilement que exp(*M) ="' exp(M) donc
exp(S,(R)) C S,(R).

En outre, d’aprés la proposition m (en plongeant R dans C), nous avons
det(exp(M)) = exp(Tr(M)) > 0 d’ot exp(S,(R)) € ST (R).

Si A € §1(R), nous savons qu'il existe une matrice orthogonale P et une
matrice diagonale A = Diag(A1,---,\,), avec (A1,---,A,) € (R%)" telles
que A = PAP7'. En posant M = PDiag(In\,---,In\,)P~! € S,(R),
nous constatons que exp(M) = A.

Il reste & montrer que M est I'unique antécédent de A par 'application ex-
ponentielle pour prouver que celle-ci est une bijection de S,,(R) sur S;(R).
Enfin, il reste & montrer que sa bijection réciproque est continue. Nous ren-
voyons le lecteur & [FRA 243-244]. O

8.2.3 Application aux systémes différentiels linéaires

Une application importante de I'exponentielle de matrice est la résolution
des systémes différentiels linéaires du premier ordre & coefficients constants,
comme nous allons le voir maintenant.

Proposition 8.2.9 Soit M € M, (K) et I un intervalle réel non trivial.
L'application f : I — M, (K) définie par f(t) = exp(tM) est de classe C*
sur I et vérifie :

Vel fl(t)y=Mf(t)=ft)M

Démonstration: Nous appliquons le théoréme avec f, : I = M, (K)
définie par f,(t) = £ M". Nous avons bien f,, € C*(I, M,(K)), f; =0 et :

tn—l

(n—1)!

VneN' Viel fi(t)= M" = foa(t) M = M f, i (t)
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Nous en déduisons facilement que la série ) f; converge normalement (donc
uniformément) sur tout compact de /. En outre, nous savons déja que la série

> fu(t) converge en tout point t € I vers f(t) = exp(tM).

Nous en déduisons (la dérivabilité étant une notion locale) que f € C'(1, M,,(K))
et que :

vtel F)=3 £ =3 fult) M= Mf.(1)

Il nous reste & remarquer que le produit de matrices est bilinéaire continu
dans l'algébre de Banach (M,,(K), +, x, -, ||| - |||) pour en déduire les égalités
de I’énoncé par passage a la limite quand N — +oo dans :

D Lty M = (Z fn<t>> M et Y Mfu(t)=M (Z fn<t>>

U
Dans le théoréme suivant, nous identifierons par abus d’écriture K" et M,, ; (K)).

Théoréme 8.2.10 Soient I un intervalle réel non trivial, to € I, A €
M, (K) et B € C°%I, M, 1(K)). Alors les solutions du systéeme différentiel :

Y' =AY + B

sont exactement les applications de la forme :

Viel Y(t)= /t exp[(t — u)A] B(u) du + exp(tA)v

to

ot v € K" est arbitraire.

Démonstration: En pensant & la méthode de wvariation de la constante,
nous posons le changement de variable suivant :

Y (t) = exp(tA)Z(t) <= Z(t) = exp(—tA)Y(t)
D’apreés la proposition précédente, nous avons :
Y'(t) = Aexp(tA)Z(t) + exp(tA) Z'(t)

si bien que notre systéme différentiel se réécrit : exp(tA)Z'(t) = B(t).
Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme

Z(t) = /t exp(—uA)B(u)du+v

to
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ou v € K" est arbitraire, ce qui nous permet de conclure par linéaritéﬂ de

I'intégrale. 0
Remarque. Soient A € M,,(K) une matrice diagonalisable et V;,--- |V,
une base de K" constituée de vecteurs propres associés aux valeurs propres
ALy, Ay (non nécessairement distinctes).

Il est bien connu que la solution générale du systéme différentiel homogéne
Y’ = AY est de la forme suivante, avec (aq, -+ ,q,) € K" :

Y (t) = arexp(Mt)Vi + - - + o exp(Mat) Vi,

Nous pouvons retrouver ce résultat grace a ’exponentielle de matrice. En
effet, si nous notons P la matrice de passage constituée par les vecteurs
colonnes Vi,---,V,, nous avons P~'AP = diag(\1,---,\,) et donc, pour
tout ¢ € I, exp(tA) = Pdiag(exp(Ait),--- ,exp(\,t)) P~

D’apres le théoréme précédent, la solution générale du systéme homogene
s’écrit donc Pdiag(exp()\lt), e ,exp()\nt))P_lv, avec v € K™ quelconque.
Or P diag( exp(Ait), - - - ,exp()\nt)) est la matrice constituée par les colonnes
exp(Mt)Vi, -+ ,exp(Aut) Vi s avec le changement de parameétre o = P~ lo,
nous retrouvons donc le résultat annoncé.

2. au sens large : Mf:N(u) du = fab MN (u)du ot M € M,(K) et N € C%Ja, b], K").
Ceci se démontre en passant aux coordonnées dans la base canonique de K™.



Chapitre 9

Espaces préhilbertiens

9.1 Produit scalaire sur un K-espace vectoriel.

Le mot scalaire renvoyant & un élément du corps K, nous allons d’abord
considérer le cas K = R, puis —dans une seconde définition— nous traiterons
le cas K = C.

Définition 9.1.1 Soit E un R-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E toute application (x,y) — (x,y) de E X E dans R qui est :

— symétrique : V(z,y) € E?,  (z,y) = (y,2);

— linéaire & droite :
V(z,y1,y2) € E?, V(A1, A2) € R?, (z, My1+Aay2) = M@, y1)+ Ao (2, Ya);

— définie positive : Vo € E'\ {0}, (z,z) > 0.

Remarque. Les deux premiéres propriétés impliquant la linéarité a gauche,
nous pouvons dire de fagon équivalente qu’un produit scalaire sur un R-espace
vectoriel est une forme bilinéaire symétrique définie positive.

Définition 9.1.2 Soit E un C-espace vectoriel. On appelle produit scalaire
sur E toute application (x,y) — (x,y) de E' X E dans C qui est :

— a symétrie hermitienne : V(z,y) € E?, (z,y) = (y,z);

— linéaire a droite -

V(z,y1,Y2) € E37 V(A1 A2) € C27 (T, My1+Aay2) = A (@, y1)+ a2 (T, ya);

— définie positive : Vo € E\ {0}, (z,z) > 0.

167
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Remarque. Les 2 premiéres propriétés impliquant la semi-linéarité a gauche :
V(zy,22,y) € E°, V(A A) € CF, (My+Aoma, y) = Mi{z1, y) + Ao (22, 1)

nous pouvons dire de fagon équivalente qu’un produit scalaire sur un C-espace
vectoriel est une forme sesquilinéaireﬂ hermitienne définie positive.

Définition 9.1.3 On appelle K-espace préhilbertien tout K-espace vectoriel
muni d’un produit scalaire.

Exemples :
— K:(Cv EZCn? <$,y> :Z?:l'r_lyl
—K=C. E=C(0.1,0), (f.9)=J; fBalt)ar.
— K =R, E=2EN), ((u,)(v))=372u,v,, laconvergence de
cette série résultant de I'inégalité |u,v,| < (u? + v2)/2.
— K=R, E=0C%a,b],R), (fg)= f]a,b[ fgw,otw € C°Ja,b[,R%)
est intégrable sur 'intervalle |a, b|.

L’exemple suivant de C-espace préhilbertien joue un role important dans la
théorie des séries de Fourier, que nous aborderons dans le chapitre suivant.

Proposition 9.1.4 Notons D le C-sous-espace vectoriel de Cy(R,C) des
applications 2m-périodiques vérifiant :
fla=) + fla+)

VeeR, f(z)= 5 .

On définit un produit scalaire sur D en posant :

V(50 €D (f0)= 5 /0 T gt dt.

Le C-espace D muni de ce produit scalaire est appelé espace préhilbertien de
Dirichlet.

Démonstration: La seule difficulté est de vérifier que (f, f) =0= f =0.
Si f est continue, c’est immédiat mais dans le cas général, il faut couper
I'intégrale le long de la subdivision par la relation de Chasles puis utiliser
f(a;) = 1(f(a;+) + f(a;—)) en tout point a; de la subdivision. Le lecteur
pourra consulter [DAN 377-378| pour les détails.

1. du latin sesqui qui signifie « un et demi ».



9.2. NORME EUCLIDIENNE, NORME HERMITIENNE 169

]
Remarque. A toute application f € Cy (R, C), 27-périodique, nous pouvons
associer sa « régularisée » f € D définie par :

flz—=) + f(z+)

Ve eR, flz):= : . (9.1)

Sur une période donnée, par exemple [0,27], f et f ne différent qu’en un
nombre fini de points, inclus dans ’ensemble des discontinuités de f.

9.2 Norme euclidienne, norme hermitienne

Soit £ un K-espace préhilbertien. Notons, pour tout = € E, ||z|| := \/(x, x).
Cette notation sera justifiée ci-dessous en prouvant que | - | est une norme
sur L.

Proposition 9.2.1 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Dans le K-espace pré-
hilbertien E, nous avons ['inégalité :

Y(w,y) € B2, [(z,9)] < |l=[| llyll,

avec égalité si, et seulement si, les vecteurs x et y sont liés.

Démonstration: Pour K = R, nous définissons I'application P : R — R
par P(A) := Az +ylI* = Az +y, Az +y) = N||z|]> + 2\ (z,y) + [ly[*.
Ainsi, P est une application polynomiale de degré au plus 2 qui ne prend
que des valeurs positives ou nulles. Nous en déduisons que son discriminant
(réduit) A" = (z,y)% — ||z||*||y||* est négatif ou nul, ce qui nous permet de
conclure.

Pour K = C, nous considérons (z,y) € E? arbitraire fixé et nous choisissons
(p,0) € Ry x R tel que (x,y) = pe?. Nous définissons alors P : R — R, par
P(A) i= [Aee + g2 = X2[2]|? + 220 + lyl2.

Nous concluons alors comme dans le cas réel. Il

Proposition 9.2.2 (Inégalité de Minkowski) Dans le K-espace préhil-
bertien E, nous avons [inégalité :

V(,y) € B2, o +yl < [zl + [yl
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Démonstration: Pour K = R, 'inégalité de Cauchy-Schwarz nous donne :
2+ yll* = ll=l® + 2{2, y) + [lylI* < [l + 2l vl + ly* = (=l + [1yl)?,
d’ou la conclusion. Pour K = C, nous utilisons :

lz +ylI* = [l2]* + 2Re(z, y) + [lylI* < ll=[I* + 2/ (=, y)| + lly]1*,
puis nous concluons par 'inégalité de Cauchy-Schwarz. U

Corollaire et définition 9.2.3 Soit E un K-espace préhilbertien.
L’application || - || : E — R définie par

Ve e E, |lz] =z, ),

est une norme sur le K-espace vectoriel E.
Lorsqu’une norme est ainst associée a un produit scalaire, on [’appelle norme
euclidienne si K = R, et norme hermitienne st K = C.

[’inégalité de Minkowski étant établie, le lecteur vérifiera facilement que || - ||
est bien une norme. Un K-espace préhilbertien est donc un espace vectoriel
normé particulier.

Remarque. Un espace préhilbertien complet est appelé espace de Hilbert.

Grace a un simple calcul, le lecteur vérifiera la proposition suivante.

Proposition 9.2.4 (Identité du parallélogramme) Dans le K-espace pré-
hilbertien E, nous avons [’égalité :

V(@y) € B llz+yl*+llz —yl* = 2(=l* + Iyl

Remarques.

1. Cette identité nous permet de montrer que, sur £ = R", les normes
Il - |l1 et || - ||« ne sont pas euclidiennes en prenant = = (1,0,...,0) et
y=(0,1,0,...,0).

2. Le théoréeme de Fréchet-Von Neumann-Jordan affirme que l'identité du
parallélogramme caractérise les normes euclidiennes pour K = R et les
normes hermitiennes pour K = C. Le lecteur intéressé trouvera un plan
détaillé de démonstration pour K = R dans « Topologie et Analyse »
par Georges Skandalis chez Dunod, pages 272 et 318, ou encore dans
I'exercice corrigé [SKA 39].
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9.3 Orthogonalité et procédé de Gram-Schmidt

Nous allons maintenant généraliser la notion d’orthogonalité bien connue en
géométrie classique au cas des espaces préhilbertiens.

Définition 9.3.1 Soit E un K-espace préhilbertien et (z,y) € E2.
On dit que x et y sont orthogonaux et l'on note x 1y si (z,y) = 0.

Théoréme 9.3.2 (Pythagore) Dans un K-espace préhilbertien E, pour tout
(x,y) € E?, nous avons implication :

vly = |lz+yl* =z + lyl*.

Démonstration: Pour K = R, Pégalité ||z + y||* = ||z||* + 2(z,y) + ||y|]
nous donne méme l’équivalence.
Pour K = C, l'égalité ||z +y||* = ||z||* + 2Re(z,y) + ||y||* nous donne en fait
I’équivalence : (z,y) imaginaire pur < ||z + y|> = ||=[]* + ||y||*.

[

Définition 9.3.3 Une famille (e;)ic; € E', ot I est un ensemble quelconque,
est dite orthogonale si, pour tout (i,j) € I?, i # j = e; Le;. Cette famille
est dite orthonormeéef| si, en outre, |le;|| = 1 pour tout i € I.

Proposition 9.3.4 Une famille orthogonale (e;)ic; € E! est libre dés que
e; 0, pour tout i € I.

Démonstration: Soit J sous-ensemble fini de I et (\;);e; € K/ une famille
de scalaires telle que EJ.EJ Aje; = 0. Alors, pour tout 7 € J, nous avons :

(e Ajes) = 0= A,
jeJ
d’ou \; = 0, ce qui nous permet de conclure. U
[’exemple suivant nous sera trés utile pour étudier les séries de Fourier.
Proposition 9.3.5 Pour tout n € Z, nous définissons e, € C°(R,C) par :

Ve e R, e,(x)=exp(inx).

Alors, dans Uespace préhilbertien de Dirichlet D, la famille (ey,)nez est or-
thonormale.

2. ou orthonormale
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Démonstration: Les applications e,,n € Z sont toutes 2m-périodiques et
continues donc appartiennent a D. D’apreés la définition du produit scalaire
dans D (cf. Proposition [9.1.4)), nous avons :

1 2 ' '
V(m, TL) € Zz; <€m, 6n> = / e~ iMT HINT ]
0

2

Si m # n, nous obtenons donc :

1 eliln—m)z 2
ms;Cn) = T | = ~ =0.
(em en) 27 L(n—m)}o

Si m = n, nous calculons immédiatement ||e,|* = 1. O

Théoréme 9.3.6 (Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt)
Pour toute famille libre (xq, ..., x,) du K-espace préhilbertien E, il existe une
famille orthonormale (eq, ..., e,) telle que :

Vk € [1;n], Vect(ey,...,ex) = Vect(xq,...,xx).

Démonstration: Il suffit de poser y; = x; et e; = y1/||y1]], puis de pour-
suivre la construction par récurrence sur £ < n, en posant :

k—1
Y 1= Tp — Z(ei,xk> e; et ey 1= Y.
— [y

Remarques.

1. Dans le théoréme précédent, on a existence et unicité de la famille
orthonormale (eq, ..., ex) si 'on ajoute la condition supplémentaire :

Vk € [1;n], (ex,zx) > 0.

2. Cette construction par récurrence se généralise au cas d'une famille libre
dénombrable (x,),en+ de E. On obtient alors une famille orthonormale
(en)nen= telle que : VE € N* Vect(ey, ..., ex) =Vect(xq,. .., xx).

3. La méme idée permet de construire des suites de polyndmes orthogonaux
permettant le calcul de valeurs approchées de certaines intégrales : voir
[SKA 33-38].

Corollaire 9.3.7 Tout sous-espace-vectoriel F' de dimension finie du K-
espace préhilbertien E admet une base orthonormée.
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Remarques.

1. D’aprés la remarque précédente, si F' est un sous-espace vectoriel de
E admettant une base dénombrable (f,,),en+, alors F' admet une base
orthonormée (e,)nen+-

2. Soit F' un sous-espace de dimension finie n de E et (ey,...,e,) une
base orthonormée de F'. Nous calculons alors facilement :

n

VeeF, x=) (ena)er et |lzf> =) (e, z)
k=1 k=1
9.4 Projection orthogonale, meilleure approxi-
mation

Définition et proposition 9.4.1 Pour toute partie A non vide du K-espace
préhilbertien E, on appelle orthogonal de A la partie de E définie par :

At ={r € E ,Vac A, (v,a)=0}.

C’est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque. Pour toute partie A non vide de E, on vérifie facilement :
(VectA): = A*.

Proposition 9.4.2 Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors F' C F*+.

Démonstration: Soit z € F. On a (x,a) = 0 pour tout a € F* par
définition de F+, d'ott x € F+.
Il

Proposition 9.4.3 Si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie du
K-espace préhilbertien E, alors E = F & F*+. En outre, si (e, e1,...,¢e,) est
une base orthonormée de F', la projection orthogonale sur F, c’est-a-dire la
projection sur F, parallelement & F*-, est donnée par :

n

Vee E, px)= Z(ek,x> e (9.2)

k=0

Enfin, on a F = F++.
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Démonstration: On sait que F' admet une base orthonormale (e, . .., e,).
Soit x € E arbitraire fixé. Nous cherchons (y,2) € F x F* tel que v = y+ 2
autrement dit, nous cherchons y € F tel que z —y € F'+.

Ecrivons y = > o viei- Nous avons alors les équivalences :

r—y€FteVke[0,n], ey, —y)=0eVke[0,n], (ex, ) = s

Il y a donc une unique solution, ce qui nous donne £ = F @ F* et nous
connaissons les coordonnées de y dans la base (eg, - -, €,), ce qui nous donne
la deuxiéme phrase de 1’énoncé.

Pour terminer, prenons x € F* et écrivons-le sous la forme précédente
r=y+ 2z, avec (y,2) € F x F+. Puisque z € F*+, nous avons z 1z, d’ot :

0=(z,2) = (y+2,2) = |l2I"

Nous en déduisons que z = 0, et donc z = y € F. Ainsi, F*+ C F et
I'inclusion inverse est toujours vraie. O

Remarque. Si F est de dimension infinie, on a toujours ' N F+ = {0}
mais on peut avoir F® F+ & E, ainsi que F+ 2 F. [DAN 358| construit un
contre-exemple en considérant F' = R[X], sous-espace de £ = C°([0,1],R)
muni du produit scalaire défini par :

W g) € B (fg) = / F(Dg(t) .

En notant || - ||z la norme associée a ce produit scalaire, nous constatons que
I fll2 < || flleo pour tout f € E et nous en déduisons, en utilisant le théoréme
de Weierstrass, que F' = R[X] est dense dans (E, | - ||2). Il en résulte que
R[X]* = {0}, d'ot R[X] ® R[X]* = R[X] G E et RX|*t =FE £ R[X].

Définition 9.4.4 Soit F' un sous-espace d’un K-e.v.n. E et x € E. On dit
que xo € I est une meilleure approximation de x dans F si :

— =d(x, F) = inf ||z —y||.
l# = wol| = d(z, F) := inf ||z — y]

Dans le cas général, 'existence d’une telle meilleure approximation n’est pas
assurée, comme on le constate en reprenant le contre-exemple de la remarque
précédente. En effet, par densité de F = R[X] dans (E, || - ||2), nous avons
d(f, F) = 0 pour toute application f € E. Ainsi, si f n’est pas polynomiale,
il n’existe pas de meilleure approximation de f sur F.

L’unicité d’une meilleure approximation n’est pas assurée non plus, comme
le lecteur pourra le constater sur le contre-exemple suivant [DAN 359|.
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Soit A le R-espace vectoriel (de dimension 2) des fonctions affines de [0, 1]
dans R, muni de la norme || - ||o. Soit D la droite engendrée par la fonction
identité 7 et 1 la fonction constante et égale a 1. Nous avons donc I'égalité :

d(1,D) = ;rel]gﬂl — @] oo

Nous remarquons d’abord que, pour tout a € R, ||1 —ail|s > |1 —ai(0)]| = 1,
si bien que d(1, D) > 1. En outre, pour a = 0, ||1]| = 1 donc d(1,D) = 1 et
la fonction nulle est une meilleure approximation de 1 sur D. Mais ce n’est
pas la seule car, pour tout a € [0, 1], en tracant le tableau de variation de
z + 1 — ax sur [0, 1], nous constatons que ||1 — ai||o = 1, si bien que ai est
une meilleure approximation de 1 sur D.

Proposition 9.4.5 Soit F' un sous-espace de dimension finie d’un K-espace
préhilbertien E, et p la projection orthogonale sur F'. Alors, pour tout x € E,
p(z) est Punique meilleure approzimation de x dans F et l'on a :

d(z, F)* = ||z = p(2)|* = [l2[|* — [lp(2)]|.

Démonstration: Soit x € E arbitraire fixé.
Nous avons p(x) € F et z — p(x) € F+ donc, pour tout y € F,

z—p(x) Lp(r) —y.
Le théoréeme de Pythagore nous donne alors :
lz = ylI* = llz = p(2)I* + [lp(=) — yl*, (9.3)
d’'ou ||z —y|| > ||l — p(z)|| avec égalité si, et seulement si, y = p(x).

En prenant y = 0 dans (9.3)), nous obtenons la derniére égalité de I’énoncé.
U

Remarque. Si (eg,...,e,) est une base orthonormée de F', la Proposition
9.4.3 nous donne p(x) = Y ;_,(ex, x) ex, d’oil

lp(@)IP = e ) (9.4)

et

d(z, F)? = ||z|* = Y {ex, 2)I* (9:5)



176 CHAPITRE 9. ESPACES PREHILBERTIENS

9.5 Inégalité de Bessel et égalité de Parseval

Dans tout ce paragraphe, sauf mention explicite, nous supposons que E est
un K-espace préhilbertien de dimension infinie. En procédant par récurrence,
nous pouvons construire une famille libre dénombrable (z,,),eny de E; nous
en déduisons 'existence d’une famille orthonormée (e,),en de E grace au
procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Théoréme 9.5.1 (Inégalité de Bessel) Pour tout x € E, Y, (€, 2)[?
est une série convergente et sa somme est magjorée par ||z|* :

—+00
> ew 2) < .
n=0

Démonstration: Pour tout n € N, posons F), :=Vect (eg, €1, ... ,€,). D’aprés
I’égalité (9.5)), nous avons :

0 < d(x, F)* = [l = Y [en, ),
k=0

dou Y, [{ex, 2)[* < [Jx]]*. Comme Pentier n € N est arbitraire, nous obte-
nons la convergence de la série de ’énoncé et la majoration de sa somme.

O

Corollaire 9.5.2 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Pour tout x € E,

nl_l)rfoo(en, z) =0.

Définition 9.5.3 On dit qu’une famille (x;);e; est totale dans un espace
vectoriel normé E si Vect (z;);cr est dense dans E.

Exemple. D’aprés le théoréme de Weierstrass, la suite des fonctions mo-
nomes (r — ") ey est totale dans (C°([0, 1], K), || - ||leo)-

Proposition 9.5.4 Supposons qu’il existe une suite (e, )nen orthonormée et
totale dans le K-espace préhilbertien E. Pour tout n € N, notons p, la pro-
jection orthogonale sur le sous-espace F,, := Vect (eg, €1, ..., €e,). Alors,

Vee E, py(x) — x.

n—-+00
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Démonstration: Soit z € E et € > 0 arbitraires fixés. Puisque la suite
(en)nen est totale,

no

Ing €N, (Ao, Ane) €K™z =) Neer|| <.
k=0

Comme p,(z) est la meilleure approximation de x sur F,, nous avons pour
tout n > ng :

no
|z = pu(@)l| < [l = Meew || <,
k=0

eFy,

d’ou la conclusion. O

Remarque. Puisque (e, ey, ...,e,) est une base orthonormale de F,,, nous
avons d’aprés (9.2) : p,(z) = > r_,(ek, z) e, —> x lorsque n — +o0.
Ainsi, la série ), (ex, z) e est convergente dans E et nous pouvons écrire :

+oo

Z(ek, T)ep = x.

k=0

Théoréme 9.5.5 (Egalité de Parseval) Supposons qu’il eziste une suile
(en)nen orthonormée et totale dans le K-espace préhilbertien E. Alors, pour
tout x € E, la série positive Y, (e, z)|* converge et sa somme vaut :

+o00
> Hew @) = Jall?.
n=0
Démonstration: L’application || - || étant continue (car 1-lipschitzienne)

de F dans R, nous déduisons de la proposition précédente :

Ve € E, |pa(z)| 2 ]2,

L’égalité (9.4) nous permet alors de conclure. U
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Chapitre 10

Séries de Fourier

Historiquement, c’est pour résoudre [’équation de la chaleur que FourierF_-] a
introduit en 1822 les séries qui portent son nom. Cette équation régit I’évo-
lution de la température dans une barre de longueur finie, maintenue & une
température constante a ses extrémités.

Pour fixer les idées, nous supposerons la barre de longueur 7 et la tempé-
rature aux extrémités égale a 0. L’équation de la chaleur s’écrit alors, pour
une application u € C’O([O, 7] X Ry, R) telle que les dérivées partielles Ju/0t,
Ou/Ox et 0*u/dz* existent et sont continues sur [0, 7] x Ry,

ou O*u
\V/(.l',t) = [0777] X R+7 E(xat) = ?(xvt);
Vte Ry, wu(0,t) =u(mt)=0;

t) = u(
Vo € [0,7], u(x,0)= f(

ou f € CH[0,7],R) telle que f(0) = f(m) = 0 est la condition initiale
(température le long de la barre a 'instant 0). Fourier constata que si cette
condition initiale s’écrivait sous la forme

+oo
fz) = an sinnx, (10.1)
n=1
alors ’équation de la chaleur se résolvait comme suit :
u(x,t) = Z b, exp(—n’t) sinnz.

D’ou la question, qui allait conduire au vaste champ de [l’analyse harmo-
nique : quelles fonctions peut-on écrire sous la forme ([10.1]) ?

1. Joseph Fourier (1768-1830), mathématicien et physicien frangais.

179
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Aprés I'étude de ce chapitre, le lecteur pourra se reporter au Probléme 7.3
de [CMP 429] pour résoudre I’équation de la chaleur.

10.1 Polynéme et série trigonométriques
Pour tout n € Z, nous définissons comme suit ’application e, : R — C.

Vr € R, e,(z)=em. (10.2)

Définition 10.1.1 On appelle polynome trigonométrique toute application
P:R — C de la forme :

n
P = Z crer, avec n € N et (¢) _p<p<n € CHL

k=—n
Un polyndme trigonométrique est donc une application continue et 27-périodique.

Définition 10.1.2 On appelle série trigonométrique toute série d’applica-
tions de R dans C de la forme :

co + Z (Cnen + C_ne_n), avec (cp)nez € CZ. (10.3)
neN*

Nous la noteronsﬂ > nez Cnbn-

Attention, la convergence de la série ) _, cye, au point z € R peut donc
avoir lieu sans que la limite suivante existe :

Néanmoins, si la série ) _, cne, converge au point x € R, la « convention
de Cauchy » veut que l'on note sa somme comme suit :

+oo

§ Cneznx .

n=—oo

2. On utilise aussi, par abus d’écriture, la notation cne™.
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inx

Remarque. En utilisant la formule de Moivre e = cos nx +1 sin nx, nous
constatons que la série trigonométrique (10.3) s’écrit encore

% + Z (an cosnz + by, sinnz) , (10.4)
neN*
ol 'on a posé :
VneN, a,=c,+c,, ; YneN', b,=i(c,—c_p). (10.5)

Proposition 10.1.3 Si les séries positives ), |cal €t D, - |c—n| convergent,
alors la série trigonométrique ), ., cpe, converge normalement sur R.

Démonstration: I’inégalité triangulaire nous permet d’écrire :
Vne N, VreR |c,e™ +c_ne”™| <|cu| + |c-nl,

et ce majorant est le terme général d’une série convergente par somme de
séries convergentes. U

Proposition 10.1.4 Si les deuz suites (Cn)nen €t (C_p)nen Sont réelles et
tendent vers 0 en décroissant, alors la série trigonométrique ), cne, converge
simplement sur R — (277Z) et uniformément sur toute intervalle de la forme
2km 4+ [a,2n —a], k€Z, 0 < a <.

Démonstration: Nous allons établir dans un premier temps la convergence
uniforme de la série d’applications ) _ cpe, sur 2km + [o, 27 — af. 1l suffit
d’appliquer le critére d’Abel uniforme (cf. Théoréme [7.6.5 page avec
fn = en et g, = ¢, pour tout n € N. En effet, ’'égalité

n 1— i(n+1)z 1— i(n+1)z )
S L deey
p 1 — el e—iz/2 _ piz/2

entraine la majoration suivante, pour tout = € 2km + [a, 27w — @] :

> ful@)

ce qui nous permet de conclure.

Nous reprenons alors la méme démonstration avec f, = e_, et g, = c_,
pour obtenir un résultat similaire avec la série )\ c_ne_,, ce qui permet
de conclure a la convergence uniforme annoncée.

g 2 1 1
= lemi#/2 —eir/2|  |sinZ| T [sing|’
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Enfin, la convergence simple de la série trigonométrique » _, c e, sur I'in-
tervalle [, 2 — a, pour tout 0 < a < 7, nous donne sa convergence simple
sur l'intervalle |0, 27[ puis, par 27-périodicité, sur R \ (277Z). O

Nous terminons cette section en citant sans démonstration un théoréme (hors
programme) qui établit une condition nécessaire a la convergence d’une série
trigonométrique.

’LTLSE

Théoréme 10.1.5 (Cantor-Lebesgue) Sila série trigonométrique )y, _, ¢,
converge simplement sur R, alors :

¢, — 0.
n—+o00

10.2 Coefficients et série de Fourier

Définition 10.2.1 Soit f € Cy(R,C) une application 2m-périodique. On
appelle coefficients de Fourier de f les nombres complexes

2
cn(f) = %/0 ft)e ™ dt | neZ.

On appelle série de Fourier associée a f la série trigonométrique )y, cn(f)en,

ot les applications e, : R — C, n € Z, sont définies par .

Cette définition des coefficients et de la série de Fourier est naturelle & cause
des deux résultats suivants.

Lemme 10.2.2 Soit ZnGZ cn€™ une série trigonométrique qui converge uni-
formément sur R vers une application f. Alors, pour tout n € Z, ¢, = c,(f)-

Démonstration: Grace a 'hypothése de convergence uniforme, nous pou-
vons écrire, pour tout p € Z,

—zpt
e(f) = 5= / F(t)e ™ dt

—ipt znt —int —ipt
% Coe pdt+z / cpe’ +c_p, ye Pt dt

:Cp’

cette derniére ligne résultant de ’égalité :
1 27

Y(np) €2, — | eMeTMdt =6y, (10.6)
T Jo
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ol 0, est le symbole de Kronecker. O
Nous citons le second résultat sans démonstration en renvoyant le lecteur
intéressé a la 2e épreuve du concours d’agrégation interne 2004, partie II.

Proposition 10.2.3 Soit znez e une série trigonométrique qui converge
stmplement sur R vers une application f continue.

Alors, pour tout n € Z, ¢, = cn(f).

Remarque. La série de Fourier associée a f s’écrit encore :

# + Z (an(f) cosnz + b,(f) sinnz) ,

neN*

avec, selon la formule ((10.5]),
Vn e N, a,(f): / f(t)cosntdt; Vn € N*, / f(t)sinntdt.

Tous les résultats énoncés dans la suite de ce chapitre avec les coefficients

de Fourier (C"(f))nez ont donc des analogues avec les coefficients (ozn(f))neN

et (bn( f))neN*, que nous donnerons parfois briévement. Nous renvoyons le
lecteur a |[GOU 256 sqq.| pour les détails.

Remarques.

1. Sila série trigonométrique converge simplement mais pas uniformément
sur R, il n’est pas garanti que sa somme S soit continue par morceaux
donc que I'on puisse lui associer une série de Fourier.

2. Le critére d’Abel nous permet de prouver la convergence simple sur R de
la série trigonométrique Y . sin(nz)//n vers une somme S impaire.
Si cette convergence était uniforme, nous aurions S € Cy(R,C) et
b,(S) = 1/4/n pour tout n € N*, ce qui impliquerait, d’aprés 1'inégalité
de Bessel (que nous prouverons ci-dessous) :

+oo T
Z ZbQ <L [Msrcim
0

Ceci est absurde puisque la série harmonique diverge. Nous avons donc

) ) , . .
démontré par 'absurde que Y . sin(nz)/+/n ne converge pas unifor-
mément sur R.
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10.3 Le théoréme de convergence de Dirichlet

Définition et proposition 10.3.1 On appelle noyau de Dirichlet la suite
de polynomes trigonométriques (D, )nen définie par :

VneN, VreR, D,(x):= Z et

k=—n

Pour tout n € N, le polynome trigonométrique D,, est une fonction paire, a
valeurs réelles, et telle que % fo% D,, = 1. En outre, nous avons l’égalité :

in(2 1)L
WneN, VoeR\(21Z), Dy(x) = SnCrt s

T
SlIl2

Démonstration: La premiére phrase est immédiate.
Pour tout n € N et tout x € R— (27Z), nous calculons, en utilisant la somme
d’une série géométrique :

67j(2n-l—1)ac -1

__ _—inx — —inx
D"(x) =€ eir _ 1 € eiz/2 eiz/2 _ p—iz/2

6i(2n—i—1)9&/2 ei(2n+1)a:/2 _ 6—i(2n+1)x/2

d’ou I'égalité annoncée.

>

d
.

<
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Théoréme 10.3.2 (Jordan-Dirichlet) Soit f € C},;(R,C) une application
2m-périodique. Alors, la série de Fourier associée a f converge simplement
sur R wvers la réqularisée de f :

VR Y elf) e = fa) = TOEIEE),

n=—0o0

Démonstration: Si nous remplacons 'application f par sa régularisée
f € D, cela ne la modifie sur [0,27] qu’en un nombre fini de points et
donc cela laisse les coefficients de Fourier inchangés. Par conséquent, il suffit
de prouver que si f € DN CL,(R,C), alors la série de Fourier associée a f
converge simplement vers f sur R.

En considérant la fonction f,, = f(zo + ), nous calculons, a 'aide du chan-
gement de variable u = xg + t,

1 2 A
Vn - Z, Cn(fa:g) - %/0 f(x[) ‘l— t)e_'”lt dt

1 xro+27

f(u)e_m(“_‘“’) du

27 J o

1 ) xro+27m )
- —emxo/ f(w)e ™™ du.

2 0

Ce dernier intégrande étant 2m-périodique, nous en déduisons ’égalité :

Vn€7Z, cn(fa) = cn(f)e™™.
Par conséquent, si nous établissons I'égalité annoncée au point z = 0, i.e.

+oo

VfeDNCY(R,C), Y elf) = f(0),

n=—oo

alors cela suffit pour ’obtenir en un point xq € R arbitraire.

Nous posons donc, pour tout n € N, s, :==> 7 c,(f), u, := s, — f(0) et
nous cherchons & montrer que w,, — 0.

Un calcul simple utilisant les propriétés de D,, énoncées précédemment nous
donne 2mu, = [ (f(t) + f(—t) —2f(0)) Dy (t) dt, d’on, avec un changement
de variable élémentaire :

21U, = 2/#/2 f(2t) + f(=2t) — f(0+) — f(0-)

in(2n + 1)t dt.
sin ¢ sin(2n +1)



186 CHAPITRE 10. SERIES DE FOURIER

Comme f € C},;(R,C), en utilisant ’équivalent sint ~ ¢ au voisinage de 0,
le lecteur établira facilement la convergence suivante :

f2t) + f(=2t) — f(0+) — £(0-) 2'(04) — F'(0-)).

sint t—0+
Avec un instant de réflexion, nous en déduisons qu’il est possible de définir
une application g € Cy(R, C), 2m-périodique, vérifiant :

f2t) + f(=2t) — f(0+) — f(0-)

sint

vVt €]0,2x[, g(t) =

Ljo,z((2).

Le lemme de Riemann-Lebesgue nous donne alors lim,, 1., ¢,(g) = 0, ce qui
nous permet de conclure puisque :

2m
Un = — / g(t)sin(2n + 1)t dt =i (cont1(9) — c—2n11)(9))-
0

O
Sous les hypothéses du théoréme de Jordan-Dirichlet, si f est en outre conti-
nue sur R, alors f = f et la série de Fourier associée & f converge simplement
sur R vers f. En fait, nous avons dans ce cas un résultat bien meilleur.

Théoréme 10.3.3 (de convergence normale) Soit f € C°(R,C)NCL, (R, C)
une application 2mw-périodique.
Alors, la série de Fourier associée a [ converge normalement vers f sur R.

Pour démontrer ce théoréme, nous établissons d’abord un lemme.
Lemme 10.3.4 Soit f € C°(R, C)NCL,(R, C) une application 27-périodique.
Nous définissons 'application ¢ : R — C par

(t) = f(t) si f est dérivable au point t,
o —f,(t_);f/(tﬂ sinon.

Alors ¢ € D et, pour tout n € Z, c,(¢) = inc,(f).

Démonstration: 1l est facile de vérifier que p € D. Si f € C'(R,C), une
intégration par parties nous donne :

=i [ roca= [ [0

d’ott ¢,(¢) = inc,(f) pour tout n € Z.

Dans le cas général, on applique la relation de Chasles le long d’une sub-
division de [0,27] adaptée a f € Cj,(R,C) et on utilise la continuité de
I’application f; le reste de la preuve est analogue. Le lecteur trouvera les
détails dans [GOU 261]. O
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Démonstration du théoréme : En reprenant les notations du lemme,
nous avons :

1 1,1
Vn € Z* ()] = —len < (= +leale) ).
neZ, lelD) = lenl@) < 5 (o + leale)P)
Puisque ¢ € D, I'égalité de Parseval nous permet d’en déduire que Y, |c,,(f)]
converge. Nous concluons grace a la Proposition [10.1.3 U

Sous les hypothéses du théoréme de Jordan-Dirichlet, si f n’est pas continue
sur R, il est impossible que la série de Fourier associée a f converge uni-
formément vers la régularisée f , puisque celle-ci n’est pas non plus continue
sur R. Ce défaut de convergence uniforme est flagrant quand on observe le
phénomene de Gibbs (cf. [GOU 266-267]). Considérons par exemple le signal
carré impair f défini sur [—m, 7 par

=4 si—m <t <O,

ft) =

sit=—-mout=0,

sy O

si<t<m,

et prolongé a R par 2w-périodicité. 1l est facile de calculer :

VneN, bopi(f) et VneN*, by(f)=0.

R
Ainsi, pour tout n € N, la somme partielle d’ordre 2n + 1 de la série de
Fourier associée & f est donnée par :

n

Ve e R, Syii(f)(x) = Z

k=0

sin(2k + 1)z
2k +1

On peut montrer qu’il se produit au voisinage de 0 une « oscillation » de la
fonction So,41(f) d’amplitude incompressible, aussi grande que soit la valeur

de 'entier n.
Sao(f)(x)
- P
U -

Autres références sur le phénoméne de Gibbs : Orauz X-ENS Analyse 2,
exercice 4.25. Epreuve orale d’exemples et d’exercices par Ketrane et Elineau
chez Dunod, développement 20.
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Remarque. L’hypothése f € Ci,(R,C) est importante pour obtenir la
convergence simple de la série de Fourier associée a f vers la régularisée
f. Le mathématicien allemand Paul Du Bois-Reymond a construit en 1873
une application 27-périodique f € C°(R,R) dont la série de Fourier diverge
en 0. Le lecteur en trouvera un autre exemple, construit ultérieurement par
le mathématicien hongrois Lipot Fejér, dans [GOU 264-265|.

Exercice : Développement du sinus en produit infini [GOU 262]|.
Soit v € R — Z; nous définissons 'application 2r-périodique f, : R — R par
fa(t) = cos(at) pour tout t € | — m, 7).
En développant f, en série de Fourier, montrer I’égalité :
VteR Z tant ! 2t . L
€ R\ (7Z), cotant = , + ;ﬁ—nzﬂj

En intégrant 1’égalité précédente entre 0 et x €]0, 7|, établir la formule :

).

Ce développement du sinus en produit infini et la formule d’Euler-Gauss
(Proposition page [83) nous permettent d’établir le résultat suivant.

t?
n2m?

+oo
Vt €] — m, 7], sint:tH (1-

n=1

Proposition 10.3.5 (Formule des compléments) La fonction T' d’Euler
vérifie [’égalité suivante :

1 _ sin(7x)
Dz)T(1—2)  «

vV €10, 1],

10.4 Le théoréme de Fejér

Nous reprenons ici la notation (D,,),en pour le noyau de Dirichlet introduit
dans la section précédente.

Définition et proposition 10.4.1 On appelle noyau de Fejér la suite de
polynomes trigonométriques (F,)nen+ définie par :

1
Vne N, VezeR, F,(z):= - Dy(z).

% . . 1 2m o
Pour tout n € N*, F, est une fonction paire telle que - |~ F,, = 1.
En outre, nous avons :

1 [sin22\?
VneN*, VeeR\ (27Z), Fn(x):E(SSlir;i) > 0.
2
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Démonstration: La premiére phrase se vérifie immédiatement.
En utilisant la Proposition [10.3.1] nous calculons, pour tout n € N* et tout
r € R\ (27Z),

n—1 . n—1
1 2k +1)2 1 (i)
Fow) = - sin2k+1)5 (D E) (10.7)
k=0

iz X
0 SlIl2 TLSlIl2

i

Or la somme entre parenthéses s’écrit encore :

n—1

: - NIT s NT x .
iz o gz €T =1 petr e —eTtr sin()
€2y M=t = =e
Z elz _ 1 61% ez% o efzg Sin(ﬁ)
k=0 2

En passant a la partie imaginaire puis en revenant & ((10.7)), nous obtenons
le résultat annoncé.

U
Fg(l‘), Fg(l’)as

‘.\ " / \ -‘\ l,
SZ !L\AA'Q‘;:)\ ' /\ /\ ; A‘:’-\.)'LA',A u )ﬂf

Soit f € Cy (R, C) une application 27-périodique. Nous reprenons la notation

(Sn(f))nen pour la suite des sommes partielles associées a la série de Fourier
de f, i.e.

n

VneN, VreR, S,(f))= ) cl(f)e*

k=—n
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Définition 10.4.2 Soit f € Cy(R,C) une application 2w-périodique. Pour
tout n € N*, on appelle somme de Fejér d’ordre n associée a [ le polynome
trigonométrique o, (f) : R — C défini par :

La somme de Fejér d’ordre n est donc la moyenne de Cesaro des n premiéres
sommes partielles de Fourier.

Théoréme 10.4.3 (Fejér) Soit f € C°(R, C) une application 2w -périodique.
Alors, la suite des sommes de Fejér (an(f)) converge uniformément
vers f sur R.

neN*

Démonstration: Pour tout n € N et tout € R, nous avons :

500 = 3 o ([ e )

1 21 n )
_ 2_ f(t) Z ezk(xft) dt
s

k=—n

L oD — 1) dt.

:27T

Nous en déduisons que, pour tout n € N* et tout = € R,

00 =5 [ 105 pe-par= o [ s o

Grace au changement de variable s = x —t et a la 2m-périodicité de f et F},,
nous en déduisons :

o)) = o / Flo— )ty dt = 5 / " fo - () de

Comme % 027r F,, =1, nous avons donc, pour tout n € N* et tout z € R,

1

D) = 5@ = 5- [ @ —t) - F(@)]Ea(t) dt.

2

Comme f est continue et 27-périodique, on montre facilement grace au théo-
réme de Heine que f est uniformément continue sur R. Soit € > 0 arbitraire ;
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il existe donc ¢ € ]0, 7| tel que |z —y| <0 = [f(z) — f(y)| < 5. De I'égalité
précédente, nous déduisons :

om|on (f)(x) — f(z))| g/_ |f(:c—t)—f(x)\wdt+ /_an +/;...

DN

Sf:rﬂ. Fn=2r

Nous allons majorer cette derniére intégrale, la 1™ se traitant de méme.

[e-0- s <. [ 1 (50) as 2l
6 6

n sm% nsin® g
Revenant a l'inégalité précédente, nous en déduisons :
neN, VzeR, |on(f)(x)-f(2) <5+ 755
2  nsin 5

Finalement, 3N € N, Vn > N, Vz € R, |o,(f)(x) — f(z)| < ¢, ce qui nous
permet de conclure puisque € > 0 était arbitraire. U

Remarque. On peut montrer plus généralement que si f € D, alors la
suite d’applications (U”(f))neN* converge simplement sur R vers f, et uni-
formément sur tout intervalle sur lequel f est continue [DAN 386].

Nous déduisons du théoréme de Fejér le résultat suivant, qui est un analogue
du théoréme de Weierstrass dans le cas des fonctions continues périodiques.

Corollaire 10.4.4 Toule application 2w-périodique f € C°(R,C) est limite
uniforme d’une suite de polynémes trigonométriques.

Application : Valeur moyenne d’une fonction périodique continue
Soit a € R tel que ¢ & Q et f € C°(R,C) une application 27-périodique.
Alors, on a la convergence suivante :

1 n—1 1 21
— ka) —— — )
o2 fha) 2w/0 f

L’idée est de montrer cette propriété quand f est un monoéme trigonomé-
trique, puis un polynome trigonométrique. On passe ensuite au cas général
en utilisant le corollaire précédent [DAN 395-396].

Une conséquence importante du théoréme de Fejér est la suivante.

Corollaire 10.4.5 Dans le C-espace préhilbertien de Dirichlet D, la suite
orthonormée (e, )necz définie par e, : R — C, x +— €™, est totale.
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Démonstration: Soit f € D. Si f est continue, le théoréme de Fejér nous
dit qu’il existe une suite (g,)neny de polynomes trigonométriques telle que
lgn — flloe — 0. Comme nous avons l'inégalité || - |2 < || - ||, nOUS en
déduisons que ||g, — f||2 — 0.

Si f n’est pas continue, pour tout € > 0, on peut construire (cf. [DAN 380])
une application f continue telle que || f — f||2 < /2. Or, nous venons de voir
qu’il existe un polynome trigonométrique g tel que |lg — f|l2 < €/2. Grace a
I'inégalité triangulaire, nous en déduisons ||g — fll2 < €.

Nous avons ainsi prouvé la densité du sous-espace Vect(e,, ) ez des polynomes
trigonométriques dans D. 0

10.5 Approximation en moyenne quadratique

Nous allons maintenant appliquer les résultats généraux que nous avons rap-
pelés dans le chapitre précédent au cas particulier du C-espace préhilber-
tien D. Nous noterons || -||2 la norme hermitienne associée au produit scalaire
sur D, donnée par :

vfeD, ||f||2=\/% JRORS

et (en)nez la famille orthonormale dans D définie par e, : R — C, z > 2.
Considérons la suite (S, (f))nen des sommes partielles associées a la série de
Fourier de f, ¢’est-a-dire

VneN, VreR, S.(f)(z):= Z cr(f)et™.
k=—n
Nous remarquons que S, (f) = > ,_ . cx(f) ek, avec :
2
alf) =5 [ Iwe ™t = fer, ).

:27r0

Pour tout n € N, considérons le sous-espace de D défini par F), :=Vect(ex)—n<p<n-
Par analogie avec la notion de degré d’un polynéme dans C[X], un élément
de F), est appelé polyndme trigonométrique de degré < n.

Proposition 10.5.1 Pour tout n € N, nous avons F,, ® F+ = D et la
projection orthogonale p, sur F), vérifie :

VIED, palf)= Y alf)er = Sulf).
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Ainsi, pour tout f € D, S,(f) est l'unique meilleure approzimation de f dans
le sous-espace F,, et on a les égalités :

n

1 2m
inf I =lf =17 = SuME =5 [ 1P = 3 I

k=—n

Proposition 10.5.2 (Inégalité de Bessel) Pour toute application [ € Cy (R, C),
2n-périodique, la série Yy, |c,(f)> converge et :

+oo 1 27
> Il <o [ 15

n=—oo

Démonstration: Considérons la régularisée f € D associée a f selon la
formule page . D’aprés ce que nous avons établi précédemment,
I'inégalité de Bessel est vérifiée pour f

Or, f et f ne différant sur [0, 27| qu’en un nombre fini de points, nous avons
en(f) = cu(f) pour tout n € Z, ainsi que :

[e= [T

ce qui nous permet de conclure. Il

Corollaire 10.5.3 (Lemme de Riemann-Lebesgue) Pour toute applica-
tion f € Cy(R,C), 2w-périodique,

lim ¢,(f)=0.

n—+oo

Grace au théoréme de Fejér, nous avons établi le Corollaire [10.4.5| énoncant
que la suite orthonormale (e,),cz est totale dans le C-espace préhilbertien
de Dirichlet D. Nous en déduisons :

Théoréme 10.5.4 (Egalité de Parseval) Soit f € Cy(R,C) une appli-
cation 2m-périodique. Alors, nous avons la convergence :

Hf - Sn(f>||2 — 0.

Ceci implique notamment que la sériey_ . |c,(f)|?

converge et a pour somine

> et = o [ UAE (108)

n=—oo
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Remarque. [L’égalité de Parseval s’écrit encore :

12 1 [
"“' +5 Z!n 245 D bl = 5 / P (10.9)
n=1

Exercice : Soit a € C. Notons f la fonction périodique de période 27 telle
que, pour tout x € [0, 27|, on ait f(x) = **

“+oo
1. Notons b = Rea. Montrer que si b = 0, alors on a Z len(F)P =1 et
k=—0o0
+00 ) e47rb -1
ib#0, al =
que si b # 0, alors on a k;w lex(f)] D

2. Calculer les coefficients de Fourier de f.

3. Montrer que pour tout nombre réel non nul a on a
+

Z B (71') (62”+1>
+a2_ a/ \e2om — 1

4. Montrer que pour tout nombre réel ¢ non entier on a :
+oo
1

Z (n —c)? a (sirirc)é

n=—oo

Solution :

1. La fonction f est périodique de perlode 27 et continue par morceaux.
L’identité de Parseval donne = f O dt = 3,2 len(f)]?, don
le résultat puisque |f(¢)| = e*

2. On a ¢ (f) = 5= 2T ea=ibt gt done cp(f) = 1 si a = ik et cp(f) =

0
e2m(a—ik) _1 e2ma_1

2w (a—ik) = 2m(a—ik) SImon.

3. Pour a réel non nul, il vient

"i’i (627TCL o 1)2 e
< dm(a® +n?) "~ 4rma

n—=—

47ra_1

Ecrivant ¢4 — 1 = (e2™ — 1)(e*™@ + 1) et simplifiant on trouve le
résultat escompté.

. . . e 2
4. Posant a = ic, il vient ¢,(f) = eﬂ(:“;“c donc 1 = s me ™ ﬁ
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Exercice : Polynémes de Bernoulli. [SKA 192]. On considére la suite
de fonctions polynomiales (Py)g>; définies sur [0,27] par Pi(t) = 7 —t et,
pour tout k > 1, P/, = P et fo% Py(t)dt = 0.

1. Montrer que :
Vk>1, VteR, P,2r—1t)=(-1)*P().
2. Montrer que :

2
Vk>1, VneZ, (27‘(‘)_1/ Pp(t)e™ ™ dt = (in) ™"
0

3. Montrer que, pour tout £ € N, on a Pay1(m) = 0 et, pour k > 1,

1 27 +oo

— P(t)?dt =2 2k — (—1)* Py (0) .

o |, P Zﬁ (=1)" Pai(0)
4. En déduire les égalités > n—lg = %2 et :3 # — g_g .

Solution (abrégée) :
1. Remarquons d’abord que la relation P/, = P et fo% Pyii(t)dt =0
déterminent entiérement P, .
Si Py vérifie Py(2m —t) = (=1)*P(t), alors le polynome @ défini par
Q(t) = ()P (2m — t) veérifie Q' = P, et fOQKQ(t) dt = 0, donc

Q = Piy1.
2. Par intégration par parties, on trouve :

2m ) e~ it 2r 2w e—int
/'a@emmzpww.} —/ PUH S at
0 0

—m 10 —1mn

1l vient (27)~! fOQﬂ Py(t)e~™t dt = (in)~!, puis, par récurrence, I'égalité
demandée.

3. D’aprés la premiére question, nous avons (—1)*T1 Py (1) = Popyy (),
d’ott Poyi1(m) = 0.
D’aprés lidentité de Parseval, on a 5 fOQW Pu()2dt =37 e (P2
Or ¢o(Py) =0 et |c,(Py)|> = n=2* pour n # 0.
D’aprés le théoréme de Dirichlet,

Po(0) =Y en(Po) = Y (in) ™ = (=1)"2) n7%

neL n#0
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2
On a By(t) = —@ +c¢; or fo%(—@ + ¢)dt = 27e — [M] =

6
0
2mc — T 1l vient Py(t) = = — U572,

6 2
On en déduit > " n=2 = —P22(0) = %2 et
+oo o o " 5 ) A
- 1 1  mt-n)?* (t—n)
4= [ P)?dt= — (__ )dt
;" ), P ar )y \36 6 1
s [W(t—w)?’rﬁ_'_ [1 (t—yr)5]27r
72 L4 18 o 47 20 lo
7T4 7T4 7T4 7T4

7236 ' 40 90

Le lecteur trouvera un exercice analogue dans [DAN 392-395|.

Exercice : Inégalité de Wirtinger Soit f € C'(R,C) une application
2m-périodique telle que fozw f = 0. Etablir I'inégalité :

" 2d o / Qd.
/0 ) ts/o ()Pt

Solution : [GOU 264].
Le méme genre d’idée est utilisée pour prouver [inégalilé isopérimétrique :
voir Orauz X-ENS, tome 4.



Chapitre 11

Séries entiéres

Bibliographie :
— DANTZER chapitre 18;
— GOURDON Analyse (2éme édition) chapitre 4, paragraphe 4;
— RAMIS-DESCHAMPS-ODOUX tome 4, chapitre 3.

Nous allons nous placer de préférence sur K = C. Pour traiter le cas K = R,
nous raisonnerons simplement par restriction.

11.1 L’algébre des séries entiéres

Rappelons qu’une série Y f,, d’applications de C dans C est définie comme
la suite d’applications (D", _, fx)nen sans préjuger de la convergence de la
série > fn(z) en un point z € C. Dans cette section, les définitions que nous
allons donner sont purement algébriques. Les questions de convergence seront
abordées dans la section suivante.

Définition 11.1.1 Une série entiére est une série d’applications de la forme
ST anz", ou (a,) € CN.

Remarque. Avec un abus d’écriture couramment employé, nous avons noté
ci-dessus a,z" I'application z — a,z" de C dans C.

Définition 11.1.2 Nous définissons les trois opérations suivantes sur les
séries entieres :

— Somme > apz" + Y by2" =) (an +by)2";
— Produit par un scalaire Pour tout A € C, A>  apz™ = > (Aa,)2";

197
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— Produit de Cauchy (3~ a,2™) (3 bp2™) = Y- 2™, 0ty i= D) _o Gk by

Théoréme 11.1.3 Muni de ces trois opérations, '’ensemble des séries en-
tieres est une C-algébre commutative.

Nous pouvons de méme, d'une facon purement algébrique, définir la dérivée
d’une série entiére, sans aucunement préjuger de sa convergence.

n

Définition 11.1.4 On appelle série entiére dérivée de > a,z" et l'on note

(>~ anz™) la série entiére > (n + 1)a,41 2".

Remarque. En itérant le processus, pour tout p € N*, nous pouvons définir
la série entiére dérivée p-ieme de > a,z™ par :

(Y 0z =St p)ntp—1)- (a2t = 3 WP o

n!

Exercice. Montrer I’égalité :
[( Z anz”)(z bnz”)} - ( Z anz")’(z bn2") + (Z anz")( Z bnz")/.

11.2 Rayon de convergence

Définition 11.2.1 On appelle rayon de convergence de la série entiére y | a, 2"
l’élément de R, suivant :

R=sup{r >0, (|la|r"), _ est bornée}.

eN

Pour r > 0, nous noterons D(r) := {z € C, |z| < r} le disque fermé,

D(r) :={z € C, |z| < r} le disque ouvert, et enfin C(r) := {2z € C, |z| =1}
le cercle, tous de centre 0 et de rayon r.

Nous conviendrons que D(4o00) = D(+00) = C.

Proposition 11.2.2 (Lemme d’Abel) Soit > a,z" une série entiére de
rayon de convergence R.

— Si|z| < R, alors Y a,z" converge absolument.
— 810 <r <R, alors Y a,z" converge normalement sur D(r).

— Si|z| > R, alors Y anz™ diverge.
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Démonstration: Comparaison avec une série géométrique. U

Le disque ouvert D(R) est appelé disque de convergence de la série entiére
> anz™. Lorsque R < +00, le cercle C(R) est appelé cercle d’incertitude car,
comme nous le verrons sur des exemples, différents comportements de la série
entiére y sont possibles.

Passons maintenant au calcul pratique de R. Dans la formule suivante, nous
adopterons les conventions (+00)™' =0 et 07! = +oc.

Proposition 11.2.3 (Formule d’Hadamard) Le rayon de convergence de
la série entiére Y a,z" est donné par l’égalité :

R = (Tm |an|1/”>1.

Démonstration: Rappelons la régle de Cauchy pour une série numérique
S u, 1 posons A = lim |u,|"/"; si A < 1 alors 3" u, est absolument conver-
gente, si A > 1, alors ) _ u, est divergente.

En considérant u, = a, 2", on en déduit facilement le résultat annoncé. [

o : : -1
Bien siir, si la suite (|a,|'/")nen+ converge, nous avons R = (lim |a,['/™) " ;
c’est la régle de Cauchy pour les séries entiéres.

Exercice. Que vaut le rayon de convergence de Y 2"z*"?

Solution : Ici, ag, = 27 et agyy1 = 0 pour tout p € N donc :
_ S 1
lim |a,|"™ = lim (28) % = V2,
n P
d’ou R = 1/\/§

Exercice. Soient Y a,z" et > b,z" des séries entiéres, de rayons respectifs
R et R'. Que peut-on dire du rayon R” de la série entiére Y a,b,2" 7

Solution : Nous avons l'inégalité :
T [aby |7 < T |,V Tim (b7

d’ou, par Hadamard, R” > RR'.

Cette derniére inégalité peut étre large (prendre a,, = 1 et b, = 1) ou stricte,
comme nous le constatons sur I’exemple suivant.

S22 et > 2%t ont pour rayon de convergence R = R’ = 1 mais nous
avons ici a,b, = 0 pour tout n € N, d’ou R” = +o0.
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Proposition 11.2.4 (Régle de d’Alembert) Soit Y a,z" une série en-
tiere telle que :

lim @] =1cR,.
||

Alors, son rayon de convergence vaut R = 171,

Démonstration: Reégle de d’Alembert pour les séries numériques.

OJ
Si la régle de Cauchy ne permet pas de conclure pour une certaine série
entiére, il est inutile d’essayer la régle de d’Alembert, comme le montre le
résultat suivant.

Lemme 11.2.5 Nous avons ['tmplication :

lim | Ap41 |

o] —1cR, = lima,|/" =1.
an

Démonstration: Si l; > [, d’aprés la proposition précédente, Y |a,|/I}
converge donc son terme général tend vers 0. En particulier, il existe un rang
N; € N tel que, pour tout n > Ny, |a,| < I}.

Si0<ly <l Y ly/|as| converge et donc il existe un rang Ny € N tel que,
pour tout n > Ny, I} < |a,].

Sily < I < Iy, il existe donc un rang N := max(Ny, V1) € N tel que, pour
tout n > N, 12 < |a,| <17, ce qui s’écrit encore [y < |a,|'/™ < I, d’ot :

lo < lim |a, "™ < Tim |a,|"™ < 1y

Nous laissons au lecteur les détails de la conclusion (traiter a part les cas
[=0c¢etl=+00).
O

Exemples :
— La série entiére > z"/n! a pour rayon R = +oc.
— La série entiére >  n!z" a un rayon de convergence nul.
— Pour tout o € R, la série entiere ) .. 2"/n® a pour rayon R = 1.

Attardons-nous sur ce dernier exemple pour étudier le comportement de la
série entiére sur le cercle d’incertitude C(1) en fonction des valeurs de a.

Si a < 0, nous avons |Z—Z| =n~"% > 1 pour tout n > 1 donc la série entiére
diverge grossiérement sur C(1).

Si a > 1, la série entiére converge absolument sur C(1) comme le montre
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I'exemple de Riemann ) 1/n®.

Si0 < a<1,en z =1 Ilasérie diverge, toujours d’aprés ’exemple de Rie-
mann. En z # 1, i.e. en z = exp(if) avec 0 € |0, 27|, la série entiére converge
comme le montre une application de la régle d’Abel pour les séries.

Bien que la formule d’Hadamard soit universelle, elle ne permet pas toujours
un calcul explicite du rayon de convergence. Il arrive qu’il soit plus simple de
raisonner directement, comme le lecteur le constatera dans les deux exercices
suivants [DAN 304-305].

Exercice. Que vaut le rayon de convergence de )" a,,2", ol a, est la n-iéme
décimale du nombre e?

Solution : Comme la suite (a,) est bornée, nous avons R > 1.
D’autre part, comme e n’est pas un nombre décimal, nous avons :

Vno € N, dn>ng, a,>1.

En particulier, la suite (a,) ne tend pas vers 0 donc ) a, diverge et R < 1.
Finalement, R = 1.

Exercice. Meéme question avec a,, = #{k < n, k nombre premier }.

Solution : Pour tout n > 2, on a a, > 1 donc > a,, diverge et R < 1.
Par ailleurs, nous avons 0 < a,, < n pour tout n € N d’ou, pour tout r € [0, 1],
0 < a,r™ < nr" ce qui implique : a,r™ — 0.

En particulier, (a,r") est bornée et donc R > r. Comme r € [0, 1] était
arbitraire, nous en déduisons R > 1. Finalement, R = 1.

Proposition 11.2.6 Soient Y a,z2", > b,z" des séries entiéres de rayons
resp. R, et Ry. Nous noterons R,.p le rayon de convergence de la série somme

> (an + by)z". Alors,
— Si Ry, # Ry, Ryvp = min(Ry, Ry) ;
— Si R, = Ry, Rotp > R,.

Dans ce dernier cas, I'inégalité peut étre stricte, comme le lecteur le consta-
tera en prenant a,, = 1+2"et b, = 1-2":ona R, = R, = % et Rgyp=1> %
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Proposition 11.2.7 Soient Y a,z", > b,z" des séries entiéres de rayons
resp. R, et Ry,. Nous noterons > c,z" leur produit de Cauchy et R. son
rayon de convergence. Alors R, > min(R,, R,) et nous avons :

“+o00 “+o00 “+oo
VzeC, |z| <min(R,, Ry) = Z cp2" = (Zanz”) ( anz")
n=0 n=0 n=0

Démonstration: Il s’agit du produit de Cauchy de deux séries numériques
absolument convergentes. 0

On peut avoir R, > min(R,, R;) comme le montre 'exemple suivant : a,, = 1,
bp =1, by = —1 et b, = 0 pour tout n > 2. Le lecteur vérifiera que R, = 1,
Ry = 400 et R, = +o0.

Nous allons maintenant établir un résultat qui nous sera trés utile dans la
section suivante.

Proposition 11.2.8 Une série entiére et sa série dérivée ont méme rayon
de convergence.

Démonstration: Notons R et R’ les rayons de convergence respectifs des
séries entiéres > anz™ et Y (n+ 1)a,41 2™

Sir > R, pour tout entier n > r —1 nous avons (n+1)|an1|r™ > |an1| 7™,
cette derniére suite étant non bornée par définition de R. Nous en déduisons :

{r>0, (n+1)|an| T")neN est bornée } C [0, R], dou R < R.
Si 0 <r < R, prenons p € |0, R —r][, si bien que > |a,|(r + p)™ converge.

D’aprés la formule du bindme, nous avons l'inégalité (r + p)" ™ > (n+1)r"p
pour tout n € N, si bien que :

1
Vn € N7 (n + 1)|an+1‘ " S ; |an+l|<r + p)n+1 )
ce qui implique la convergence de > (n + 1)a,4q r", d'ou R' > R. O

11.3 Continuité et dérivabilité

Nous noterons S(z) = >/ a,2" la somme de la série entiére en tout point 2
ou elle converge. Dans toute la suite, nous supposerons R > 0, si bien que

I'application S est définie au moins sur le disque ouvert D(R).
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[¢]

Proposition 11.3.1 La somme S est continue sur D(R).

Ceci résulte de la convergence normale donc uniforme de la série entiére sur
D(r), pour tout 0 < r < R.

Proposition 11.3.2 (Théoréme d’Abel radial) On suppose qu’il existe
29 € C tel que |z9] = R et Y anzl converge. Alors, la série entiére ) a,z"
converge uniformément sur le segment {tzo, t €0, 1]} et l’on a en particulier
la propriété de continuité suivante :

lim S(tzp) = Zanzo

t—1—

Démonstration: Posons, pour tout n € N, b, = a,2]. La série entiere
> bnz™ admet 1 pour rayon de convergence et, en notant S, sa somme, nous
avons ’équivalence :

—+00
tl_l)Iln_ Sp(t) Zob — hm S(tzg) = Zoanzg.

Nous pouvons donc supposer, sans perte de généralité, zo = R = 1. Le lecteur
trouvera la suite de la démonstration dans [SKA 190-191]. O

Revenons maintenant au cas général d’une série entiére de rayon de conver-
gence R > 0 et de somme S. Si nous raisonnions sur K = R, nous pour-
rions montrer que l'application S : | — R, R[ — C est dérivable et méme de
classe C'*°. En fait, nous allons prouver un résultat beaucoup plus fort en
nous placant sur K = C.

Définition 11.3.3 Soit U un ouvert de C, sotent zo € U et f : U — C.

On dit que f est holomorphe (ou encore dérivable au sens complexe) au
point zy si lapplication z — %ﬁém) de U\ {z} dans C admet une limite
lorsque z — zg. Dans ce cas, on dit que cette limite est la dérivée de [ au
point zg et [’on note :

Enfin, Uapplication [ est dite holomorphe sur U si elle est holomorphe en
tout point zo € U.
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Théoréme 11.3.4 L’application somme S est holomorphe sur D(R) et

o +OO
Vz € D(R), S'(z)=) (n+1)anp 2"

n=0

Démonstration: Soit zp € D(R). Nous choisissons r € ||z|, B[ et nous

pouvons alors écrire, pour tout z € D(r) \ {20},

S(z)—S(z X X
( ) ( 0) _ a, 0 _ Zan<zn—1 +Z()Zn_2 4. +Zg—22+ zg—l)
Z— 2 = F 0 1

Considérons f,, : D(r) = C,z > ap(z" " 4+ 202" 2 + - + 20722 4+ 207 1)
pour tout n € N*, f,, est manifestement une application continue.

La série ) f,, est normalement convergente sur D(r) car

sup | fn(2)| < nlan[r™™!
|z|<r

Zn!adr"’l = Z(n + D)|apgq|r™

n>1 neN

et la série

converge puisque r < R et la série entiére dérivee » (n + 1) a1 2™ a pour
rayon de convergence R.

o]
Ainsi, Y27 f,, est continue sur D(r) et, en particulier,

+0o0 +oo
Jim Y fu(z) = ful).

n=1

ce qui s’écrit encore :

: S<Z) — S(ZO) — n—1 — n
Zzli% BT ;nanzo = ;(n + 1) ani1 25

O
Exemple. On appelle exponentielle complere V'application exp : C — C

définie comme suit.
+oco

VzeC, expz= ZF

n=0
(On rappelle que le rayon de convergence de cette série entiére vaut R = 400).
D’aprés le théoréme précédent, cette application est holomorphe sur C et 'on

vérifie immédiatement que (exp)’ = exp.
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Corollaire 11.3.5 L’application somme S est infiniment dérivable au sens

o
complexe sur D(R) et ses dérivées successives sont données par :

: X (n+k)!
VkeN', Vze D(R), S®(z)=) ——anx"
n.
n=0

En particulier, pour tout k € N, S®(0) = k! a.

Par restriction a R, ce corollaire entraine évidemment que S : | — R, R[ — C
®)
est de classe C* et que ap = & 2!(0), pour tout k € N.

Remarque. En reprenant les notations de la Définition [I1.3.3] et en iden-
tifiant C & R? (par isomorphisme canonique), nous pouvons considérer que
I'application f est définie sur un ouvert U de R?. Le lecteur pourra vérifier
que f est holomorphe au point 2y = g + iyo ~ (%o, yo) si, et seulement si,
elle est différentiable en ce point, de différentielle df,, nulle ou égale a une
similitude directe (composée d’une rotation par une homothétie).
Indication : Ecrire f(2) = f(a)+ f'(a)(z —a)+ (2 —a)e(z—a), avec limg € = 0.
Si ¢ = a+ib, application z +— cz de C dans C peut étre identifiée a la simi-
litude de R? définie par la matrice :

b

puisque (a + ib)(z + iy) = (ax — by) + i(bx + ay).

11.4 Principe des zéros isolés

Théoréme 11.4.1 Supposons qu’il existe une suite (zp)pen @ valeurs dans

ZO)(R) \ {0} telle que z, — 0 et S(z,) = 0 pour tout p € N.
Alors, a, =0 pour tout n € N et donc S = 0.

Démonstration: On raisonne par I'absurde en supposant que la suite (a,,)
n’est pas identiquement nulle, ce qui nous permet de définir :

¢ =min{n € N, a,, # 0}.

Nous avons donc, pour tout z € D(R),

“+oo “+o00 —+00
_ n __ n+q __ .q n
S(z) = E 2" = E A2 =2 E AL
n=q n=0 n=0
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Appelons T'(z) la somme de la série Y a,142", en remarquant que celle-ci
a méme rayon de convergence R > 0 que Y a,z" puisque ces deux séries
convergent ou divergent en méme temps.

Notre hypothése implique que, pour tout p € N, T'(z,) = 0 et donc, par
continuité de 7" en 0, 7'(0) = a, = 0, d’oti une contradiction.

Nous en déduisons que (a,) est identiquement nulle. O

Corollaire 11.4.2 Soient Y a,z" et Y b,z" deux séries entiéres de rayons
de convergence respectifs R, > 0, Ry > 0 et de sommes respectives Sy, Sp.
Nous posons R = inf(R,, Ry) et nous supposons qu’il existe une suite (2,)pen

a valeurs dans lO)(R) \ {0} telle que z, — 0 et Vp € N, S,(2,) = Sp(2p)-
Alors, a, = b, pour tout n € N et donc S, = Sp.

Application 11.4.3 La transformée de Laplace de la densité de Gauss est
donnée par l’égalité :

Vz € C, / e~ e 2dr=e7- 11.1
oo V2T ( )

Démonstration: La densité de Gauss est 'application g : R — R, définie
par :

Vr € R,

Nous noterons Lg : C — C sa transformée de Laplace, définie par :

“+o0 —+00 1 2

Ve C, Lg(z)= /_ e g(x)de = e _27]_67% dx.

o0 —00

En appliquant les théorémes de comparaison, on vérifie que Lg est bien définie
sur C tout entier.

Dans un premier temps, nous considérons le cas z réel. Par simple changement
de variable, nous faisons le calcul suivant :

22 1 (12>2 z2
Vz € R, ng:/ezxga: dxze?/ dr=e2. (11.2
()= [ eota) [ = (112

Prenant maintenant z € C, nous avons :

N o
» _ 2"
/Re g(x)dx—/]\}gréoz n! 9(w) da.

n=
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Or, pour tout N € N et tout x € R, nous avons :

n .M

VAN

< e\zllw\g(x)

~ g9()

n=0

Le membre de droite de cette inégalité constituant un majorant intégrable,
le théoréme de convergence dominée nous donne :

Lg(z) :/Re”g(x) dx:Z;—T/Rx"g(x) dz. (11.3)

Ceci prouve que la série entiére qui constitue le membre de droite de
est de rayon de convergence infini et que sa somme S n’est autre que Lg.
Remarquons maintenant que le membre de droite de est développable
en série entiére sur C, puisque :

52 +oo »2p
p=0

La série entiére qui apparait dans le membre de droite de ((11.4) est de rayon
de convergence infini et, si nous notons sa somme 7', nous avons donc, pour
tout z € C, T'(z) = exp(2?/2) .

Revenant alors a (11.2)), nous constatons que S(z) = T'(z) pour tout z € R.
Il suffit de prendre une suite de réels non nuls (z,),en, par exemple donnée
par z, = 1/(p + 1), pour déduire du corollaire précédent I'égalité de S et T
sur C tout entier, d’ol notre conclusion. Il

Remarque : FEn identifiant les coefficients des séries entiéres qui consti-
tuent les membres de droite de (11.3]) et (11.4), nous obtenons les moments
de la densité de Gauss :

e 2 _ (2p)! e 2p+1 _
Vp e N, x?P g(x)dr = 2] et P g(z)dx = 0.

o0 e}

11.5 Formule de Cauchy, égalité de Parseval

Théoréme 11.5.1 En reprenant les notations précédentes, on a [’égalité :

27
Vrelo,R[, VneN, 2ma,r"= / S(re?) e 4.
0
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Démonstration: Par convergence normale, le membre de droite vaut :

+0o 2
Z ap 1’ / e'P=m 49,
p=0 0

Or, cette derniére intégrale est nulle pour tout p # n, et vaut 27 pour p = n,
ce qui nous permet de conclure. O]

Application 11.5.2 (Théoréme de Liouville) On suppose R = +oo.
Si S est bornée sur C, alors S est constante.

Démonstration: Posons M = sup,.¢ |5(2)] < +o0.

La formule de Cauchy et l'inégalité triangulaire dans une intégrale nous
donnent, pour tout r > 0 et tout n € N, 27|a,|r" < 27 M.

En particulier, pour tout n € N*, |a,| < 2% et il suffit de faire tendre r vers

Iinfini pour conclure. O

Exercice. [GOU 248] S'il existe m € N* et C' > 0 tels que |S(z)| < C|z|™
pour tout z € C, alors S est un polynéme de degré inférieur ou égal a m.

L’idée est d’introduire g(2) = >.7%° a,2""™ de sorte que :
S(z) —ag— a1z — -+ — ap_12™?
VzeC" g(z) = (2) — a0 — @ s
Zm

On en déduit que g est entiére et bornée donc constante, ce qui signifie que
a, = 0 dés que n > m.

Terminons cette section par une application de I'égalité de Parseval dans le
cadre des séries entiéres.

Théoréme 11.5.3 (Egalité de Parseval) En reprenant les notations pré-
cédentes, nous avons :

+o00 2
1 _
vrelo,Rl, D lan* " = _27r/0 |S(re”)|? .
n=0

Démonstration: Pour r € |0, B[ fixé, définissons f : R — C par :

+o0o
VO € R, f(0) = S(re?) = Z anr'e™

n=0



11.6. FONCTIONS DEVELOPPABLES EN SERIE ENTIERE 209

de sorte que f est clairement continue et 2m-périodique.
Grace a la convergence de la série > "% |a,[r", on calcule facilement les
coefficients de Fourier de I'application f :

VneN, ¢, (f)=ay" et VYneZ', c,(f)=0.

On conclut alors grace au Théoreme [10.5.4] page [193] U

Remarque. On peut aussi démontrer le théoréme de Liouville & partir de
ce dernier théoréme.

11.6 Fonctions développables en série entiére

Voir [DAN 313 ss.| [GOU 240ss.]
Les développements en séries entiéres des fonctions usuelles sont rappelés
dans [GOU 242].
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Chapitre 12

Espaces mesurés. Espaces
probabilisés.

Dans les deux premiéres sections de ce chapitre, nous allons définir la struc-
ture d’espace mesuré. Bien que la théorie abstraite de 'intégration de Le-
besgue repose sur cette structure, nous ne la développerons pas ici car elle ne
figure pas au programme officiel. En revanche, la structure d’espace mesuré
va nous mener au modéle fondamental utilisé en calcul des probabilités, que
I’on appelle espace probabilisé.

12.1 Clans et tribus.

12.1.1 Définitions.
Définition 12.1.1 Soit E un ensemble. On appelle clan sur E un ensemble
C de parties de E tel que les trois conditions suivantes soient satisfaites :

1. EeC

2. AeC=A°=F—-AcC

3. (A,B)eC*= AUBE€C

Remarque. Un clan sur E est encore appelé algébre (de Boole) de parties
de F.

De cette définition nous déduisons les propriétés immeédiates suivantes :
l.oel
2. (A,B)eC*= AnBeC
3. (A, A e = UL, AieCet N_ A €eC

213
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4. Si A et B sont des ensembles de C, alors leur différence A— B = AN B¢
est encore un ensemble de C. Un cas particulier est celui ot B C A :
on parle alors de différence propre.

5. Si A et B sont des ensembles de C, alors leur différence symétrique
AAB = (AUB)—(ANB) = (A—B)U(B—A) est encore un ensemble
de C.

Définition 12.1.2 Soit E un ensemble. On appelle tribu sur E un ensemble
T de parties de E tel que les trois conditions suivantes soient satisfaites :

1. EeT
2. AeT = A°cT
3.(An%6Ne’TN::>LLENAne’T

Remarque. Une tribu sur F est encore appelée g-algébre (de Boole) de
parties de F.

Comme @ = E¢ € T, la stabilité par union dénombrable nous donne aussi la
stabilité de 7 par union finie. Une tribu est donc un clan stable par passage
a I'union dénombrable.

Une tribu est aussi stable par passage a I'intersection dénombrable puisque :

(4= U4

neN neN

c

Exemples.
1. L’ensemble P(E) de toutes les parties de E est la plus grande tribu sur
E (au sens de l'inclusion). On 'appelle tribu totale sur F.
2. L’ensemble {&, E'} est la plus petite tribu sur E. On Pappelle tribu
grossiére sur .
3. Sur R, I’ensemble C des unions finies d’intervalles de la forme

| —o0,a] , [a,b] ou [b,+oo]

est un clan et non une tribu.

Le lecteur pourra montrer d’abord la stabilité de C par intersection finie
avant de prouver la stabilité par passage au complémentaire. Il pourra
remarquer aussi que tout élément de C a un nombre fini de composantes
connexes et donc que :

U{mn+%{¢c

neN
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12.1.2 Clans et tribus engendrés.

Proposition 12.1.3 L’intersection d’une famille non vide (C;)ier de clans
sur E est encore un clan sur E.

L’intersection d’une famille non vide (T;)icr de tribus sur E est encore une
tribu sur E.

Corollaire 12.1.4 Soit £ un ensemble quelconque de parties de E. Il existe
un plus petit clan sur E (au sens de linclusion) qui contienne & ; on Uappelle
clan engendré par € et on le note C(E).

Il existe une plus petite tribu sur E (au sens de Uinclusion) qui contienne £ ;
on Uappelle tribu engendrée par € et on la note o(&).

Démonstration: La famille des clans sur E contenant £ n’est pas vide
car elle contient P(F). L'intersection de tous les clans sur E contenant &
est donc encore un clan, il contient bien sir £ et est manifestement le plus
petit au sens de I'inclusion ayant cette propriété. Un raisonnement similaire

s’applique aux tribus sur £.
O

Définition 12.1.5 Soient E et F' des ensembles et f : E — F une applica-
tion. Pour tout A C F, on appelle image réciproque de A par f et ’'on note
f7Y(A) le sous-ensemble de E défini par :

A ={z€E, f(z) € A}

Remarques.
1. Nous utiliserons également la notation { f € A} pour I'image réciproque
de A par f.

2. Si F est un ensemble de parties de F', nous noterons f~!(F) Pensemble
des parties de F de la forme f~1(A), avec A € F.

Proposition 12.1.6 Soient E et F' des ensembles et f: E — F une appli-
cation.

Si U est une tribu sur F, alors f~Y(U) est une tribu sur E appelée tribu
image réciproque de U par f.

Démonstration: Nous constatons d’abord que F = f~Y(F) € f~1(U).
Pour tout U € U, nous avons 'égalité

O = F71U)
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d’otl la stabilité de f~!(U) par passage au complémentaire.
Enfin, si (U,) € UY, D'égalité

Usriw)=¢" (U Un>

neN neN

nous donne la stabilité de f~(U/) par union dénombrable.

12.2 Mesures positives.

12.2.1 Définitions.

Définition 12.2.1 On appelle espace mesurable un couple (E,T), ot E est
un ensemble et T une tribu sur E. Les éléments de la tribu T sont appelés
ensembles mesurables.

Définition 12.2.2 Soit (E,T) un espace mesurable. On appelle mesure po-
sitive sur (E,T) une application p : T — [0,+00] qui satisfait les deux
conditions suivantes :

1. w(@) =0,
2. pour toute suite (A,)nen+ d’ensembles de T deux & deux disjoints, on

a l’égalité :
(U= X
neN* neN*
Remarques.
1. La 2° condition intervenant dans cette définition s’appelle o-additivité.
2. Pour tout ensemble mesurable A € T, on appelle p(A) la mesure de A.

3. Il est fréquent de dire simplement mesure au lieu de mesure positive.

Notation. Pour une suite (A, ),en+ d’ensembles dont nous aurons préala-
blement vérifié qu’ils sont 2 & 2 disjoints, nous emploierons la notation :

4= U 4.

neN* neN*

De la sorte, la propriété de o-additivité d’une mesure se réécrit :

u<L+J An) = > (A

neN* neN*
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Définition 12.2.3 On appelle espace mesuré un triplet (E,T,p), ot p est
une mesure sur l'espace mesurable (E,T).

Exemples.

1. Soit E un ensemble. Sur 'espace mesurable (E, P(FE)), nous définissons
une mesure u, dite de comptage, en convenant que pour toute partie A
de E, p(A) vaut le cardinal de A (noté dans la suite #A). Le lecteur
vérifiera la o-additivité en distinguant les deux cas ot le sous-ensemble
> nen+ An est fini ou infini.

2. Soit E un ensemble non vide et a € E. Sur P'espace mesurable (E, P(E)),
nous définissons la mesure de Dirac au point a, notée J,, comme suit :

VAe P(E) 0,(A)=1siae A ; 6.(A)=0sia¢A.

Le lecteur vérifiera facilement la propriété de o-additivité en remar-
quant que, siles (A, )qen- sont deux a deux disjoints, alors a est élément
au plus d’'un d’entre eux.

12.2.2 Propriétés d’'une mesure.

Additivité.

Une conséquence immédiate de la définition est la propriété d’additivité d’une

mesure : si Ay, -+, A, sont des ensembles mesurables 2 & 2 disjoints, alors
p(Ar U= UA,) = p(Ar) + -+ p(An).

Il suffit en effet d’appliquer la définition [12.2.2| en prenant A, = & pour
k>n+1.
Cette propriété d’additivité nous donne 1’égalité suivante :

V(A,B) e T u(A) = u(A—B)+pu(ANB) (12.1)

En effet, 'ensemble A est égal & la réunion des deux ensembles disjoints A— B
et AN B.
En particulier, si B C A, nous obtenons u(A) = u(A — B) + u(B), d’ou la
propriété suivante concernant une différence propre :

BCAetpu(B) <400 = u(A—B)=pu(A)—uB)

Comme l'ensemble A U B est réunion des ensembles disjoints B et A — B,
nous obtenons en utilisant (12.1)) :

V(A,B) € T* u(AUB)+ u(AN B) = u(A) + u(B).
Si u(AN B) < 400, nous pouvons également écrire :

(AU B) = p(A) + u(B) — n(AN B).
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Croissance.

V(A,B)€eT? AC B = u(A) < u(B)

En effet, on a 'égalité : u(B) = pu(A) + u(B — A).

Sous-o-additivité.

V(A,) e TV u ( U An> <> p(A) (12.2)

neN* neN*

Démonstration: Posons Uy = @ et, pour n € N*, U, = A; U---UA, et
B,=U,—U,_1 = A, —U,_i. Par construction, les ensembles B,, sont deux
a deux disjoints, on a B,, C A, pour tout n € N* et :

U B.= | 4.

neN* neN*

Nous en déduisons :

(Ua)-n(Un) - Tum < 3w

neN* neN* neN* neEN*

Passage a la limite croissante.

Si (A,) € TV est une suite croissante au sens de I'inclusion, ¢’est-a-dire telle
que A, C A,;1 pour tout n € N* nous convenons d’adopter la notation
suivante :

J 4, =lim 1 4,

neN*

Pour toute suite (A,) € T croissante au sens de I'inclusion, nous avons
alors :

p(lim 1 A,) = lim 1 p(A,)
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Démonstration: Si nous introduisons les mémes ensembles que dans la
démonstration précédente, la croissance de la suite (A,) € T nous donne
ici:U,=A4A,=BU---UB,, dou u(A4,) = u(B1)+ -+ u(By).

Toujours en procédant comme dans la démonstration précédente, nous en
déduisons :

2 < U An) =K ( U Bn) = Z M(Bn) = lim M(An)

neN* neN* neN*

Passage a la limite décroissante.

Si (A,) € T est une suite décroissante au sens de 'inclusion, c’est-a-dire
telle que A, 1 C A, pour tout n € N* nous convenons d’adopter la notation
suivante :

(] A, =1lim | 4,

neN*
Pour toute suite (A,) € T décroissante au sens de l'inclusion, nous avons
alors I'implication suivante :

(A1) < +oo = p(lim | A,) = lim | pu(4,)

Démonstration: Pour tout n € N*, posons C,, = A; — A,,; puisque A,, C
A1, nous avons :

(A1) = p(Cp) + u(Ay).
Puisque (A1) < 400, nous en déduisons que u(C,,) < 00 et u(A,) < +oo,
ainsi que l'égalité :

u(Cr) = (A1) — p(Ay) (12.3)
La suite (C),)nen+ est croissante et nous avons ’égalité ensembliste :

U €. =4, —1im | 4,

neN*

Par passage a la limite croissante, puis en utilisant (12.3]) , nous obtenons
donc :

p(Ar —lim | A,) = lim 1 p(Cy) = p(Ar) —lim | p(A4,).
Il nous reste a écrire, en utilisant de nouveau p(A;) < +oo :

p(lim | Ap) = p(Ar) — p(Ar — lim | 4,)

pour obtenir la conclusion voulue.
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Remarques.

1. Tl est facile de constater que la condition p(A;) < +o0o peut étre rem-
placée dans I’énoncé précédent par :

dne N p(4,) < +oo

2. En revanche, si tous les A, sont de mesure infinie, la propriété pré-
cédente peut tomber en défaut, comme le montre le contre-exemple
suivant.

Si nous notons p la mesure de comptage sur (N,P(N)) et si nous
prenons A, = {k € N,k > n}, nous avons lim | A, = @ d’ou
p(lim | A,,) = 0 alors que lim | pu(A,) = +oc.

12.3 Application a la modélisation du hasard.

L’objet de la théorie des Probabilités est de construire un modeéle permet-
tant d’étudier les phénoménes dépendant du hasard. Nous allons procéder
en deux étapes en présentant d’abord un modéle simple, mais dont le champ
d’application sera limité, puis en le raffinant pour aboutir & notre modéle
définitif.

12.3.1 Un modéle simple : le modéle additif.
L’ensemble des résultats possibles.

Qu’est-ce que le hasard 7 Comme nous enseignons les mathématiques et non
la philosophie, nous allons adopter une définition empirique, c¢’est-a-dire basée
sur 'expérience.

Nous dirons qu’une expérience (scientifique ou autre, de la vie courante par
exemple) dépend du hasard et nous Pappellerons ezpérience aléatoire —du
mot latin alea qui signifie jet de dés — si elle produit un résultat que 'on ne
connait pas a I’avance mais qui en revanche appartient a un ensemble connu
a l'avance. Cet ensemble, appelé ensemble des résultats possibles est noté
traditionnellement €). 1l peut étre plus ou moins grand suivant l'expérience
considérée.

Exemples :
1. Jeu de pile ou face. Q = {p, f}.
2. Jet de dé a 6 faces. Q ={1,2,--- ,6}.
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3. On joue a pile ou face de fagon répétée et l'on s’intéresse au rang
d’apparition du premier pile. 2 = N*,

4. Durée de vie d’une batterie de voiture. 2 = Ry ou Q = [0,7] avec T
suffisamment grand.

5. Courbe d’évolution de la température sur une journée dans une station
méteo. Q = C°([0, T],R).

Dans les exemples 1 & 3, €2 est fini ou dénombrable : c¢’est le cas discret. Dans
les exemples 4 et 5, €2 est infini non dénombrable : ¢’est le cas continu.
[’ensemble () est le premier ingrédient du modéle mathématique que nous
allons construire pour représenter le mieux possible notre expérience aléa-
toire. Nous allons mettre en oeuvre deux ingrédients supplémentaires pour
construire notre modéle additif.

L’ensemble des événements.

Une fois faite notre expérience aléatoire, nous nous trouvons devant un cer-
tain résultat w € Q. A part peut-étre le cas oil  est trés petit, il arrive trés
souvent que ce ne soit pas le résultat précis w qui nous intéresse mais que
I’on cherche plutét a répondre a la question : “est-ce que w appartient a tel
sous-ensemble donné de Q7"

Exemple. Durée de vie d'un ordinateur.

Si le constructeur vous garantit la machine pendant trois ans, il a bien str
d’abord étudié la question : « quelles sont les chances pour que w < 37 »
De la réponse a cette question dépendra le prix auquel il va vous facturer la
garantie. Dans cet exemple, la question intéressante s’écrit donc : « w € A7 »,
avec A = [3,+00[C 2 =R,.

Nous appellerons événement un sous-ensemble A de  tel qu'un observateur
de 'expérience est capable de répondre a la question “w € A?"

Exemples. () est I’événement certain. @ est I’événement impossible.

Dés que nous allons manipuler des événements, certains opérateurs ensem-
blistes vont apparaitre :

— L’événement contraire de A est son complémentaire A = Q) — A.
— DL’événement “le résultat est dans A; ou Ay" s’écrit A; U Ay

— L’événement “le résultat est dans A; et Ay" s’écrit A; N A,
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Nous travaillerons donc sur des intersections ou des unions finies d’événe-
ments, ainsi que sur des complémentaires d’événements.

Un observateur de I'expérience étant donné, il est donc naturel de suppo-
ser que l'ensemble des parties de €2 dont il peut discerner la réalisation ou
la non-réalisation aprés 'expérience a une structure de clan. Nous noterons
dans la suite C le clan des événements discernables par notre observateur.

Remarque. Plusieurs observateurs distincts peuvent étre associés a une
méme expérience. Par exemple, si le résultat de 'expérience aléatoire qui
nous intéresse est le temps (mesuré en secondes) mis par une athléte pour
courir un 100 meétres (prenons €2 = [0; 15]) et si un premier arbitre n’est muni
que d’une montre a trotteuse tandis que le second se référe a un dispositif
électronique, nous avons C; C Cp. Ainsi, I’'événement A = [0;9, 73] qui se
traduit en langage courant par “elle a battu le record du monde féminin du
9 septembre 2007” vérifie A € C mais A ¢ C;.

Probabilités.

Nous avons tous l'intuition que certains événements ont plus de chances de
se produire que d’autres. Par exemple, dans une loterie, il est plus probable
de tirer un billet perdant que de tirer le gros lot.

Pour préciser cette intuition, nous souhaitons associer & un événement donné
un nombre réel qui mesure les chances qu’il se produise; par exemple, si
I'événement se produit avec une chance sur deux (pile ou face avec une piéce
équilibrée), nous lui associerons le nombre 1/2.

Nous appellerons donc probabilité une application P : C — [0, 1] vérifiant
certaines conditions que nous allons préciser maintenant.

Tout d’abord, €2 étant I’événement certain, nous demanderons P(2) =1 (en
langage courant, il y a “100 chances sur 100" qu’il se produise).

Ensuite, il est naturel d’exiger la propriété d’additivité :

AeC,BeC, ANB=@= P(AUB)=P(A)+ P(B).

Notons que la condition A N B = @ — les deux événements A et B sont
disjoints— est indispensable pour ne pas compter deux fois les mémes résultats
possibles.

Une des raisons pour lesquelles il est naturel de faire cette hypothése d’ad-
ditivité d’une probabilité s’appelle :
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La loi empirique des grands nombres

Si nous pouvons répéter une méme expérience un grand nombre de fois dans
des conditions identiques et que nous notions ¢, (A) le nombre de fois ou le
résultat a appartenu a I’événement A au cours des n premiéres répétitions
de 'expérience, nous nous attendons a ce que le rapport ¢, (A)/n (fréquence
de réalisation de ’événement A au cours des n premiéres répétitions de 1'ex-
périence) tende vers une certaine limite lorsque n augmente.

Intuitivement, c’est cette limite que nous aurions envie d’appeler “probabilité
que I'événement A se réalise”. Si nous admettons qu’une telle limite existe
pour tout événement A et que nous la notions P(A), il est facile de constater
que nous avons ainsi défini une application P : C — [0, 1], additive et telle
que P(Q) =1.

Le modéle additif

Nous pouvons donc modéliser une expérience aléatoire par un triplet (£2,C, P),
ol ) est un ensemble, C un clan sur 2 et P une application additive de C
dans [0,1] telle que P(Q2) = 1.

Ce modéle s’avére en général suffisant lorsque 'expérience aléatoire considé-
rée ne méne qu’a un nombre fini de résultats possibles, c¢’est-a-dire lorsque le
cardinal de Q vérifie : #Q < +o0.

Lorsque 2 est fini, nous prendrons pratiquement toujours C = P(2), qui est
le seul clan sur 2 contenant tous les singletons : ce clan d’événements cor-
respond & un observateur qui discerne le résultat précis w de 'expérience.

Nous allons maintenant considérer un cas particulier qui a de nombreuses
applications pratiques.

Exemple. Probabilité uniforme sur un ensemble € fini.

Nous nous placons dans le cas ou #{2 < 400 et nous prenons pour ensemble
des événements C = P(Q).

Il existe une unique probabilité sur (2,C) qui attribue les mémes chances a
tous les résultats possibles (on dit alors qu’on est en situation d’équiproba-
bilité). Elle est appelée probabilité uniforme sur Q) et est définie par :

VweQ, P{w}) = %.
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Pour tout événement A C €2, on a alors :

_ #A  nombre de cas favorables

P(A) = = '
(4) #Q nombre de cas possibles

Nous terminons ce sous-paragraphe par une proposition caractérisant les pro-
babilités sur (2, P(2)) lorsque ’ensemble des résultats possibles €2 est fini.

Proposition 12.3.1 Soit n € N* et Q = {wy, -+ ,w,} un ensemble fini.
Il existe une bijection entre ’ensemble des probabilités P sur (Q,P(Q)) et
Uensemble des n-uplets (pr)i<k<n € (Ry)™ tels que :

Z pr =1

1<k<n

Cette bijection est donnée par :
Vke{l,---,ny pr = P({wr}).

Démonstration: Dans le sens direct, il est évident que si P est une pro-
babilité sur (€2, P(2)), alors le n-uplet (pg)i<k<, ainsi défini a les propriétés
voulues.
Réciproquement, un tel n-uplet étant donné, s’il existe une probabilité P qui
convienne, alors elle satisfait nécessairement la relation suivante par additi-
vité :

VAEP(Q) PA)= > p

k/wkEA

Il est facile de conclure en vérifiant que ’on a bien défini ainsi une probabilité
sur (©,P()). O

Exemples.

1. Le cas le plus simple d’espace de probabilité fini non trivial est donné

par #€) = 2 et correspond & la modélisation du jeu de pile ou face
(avec une piéce éventuellement biaisée). Il y alors bijection entre les
probabilités sur (2, P(Q2)) et le segment [0, 1] : celle-ci est donnée par
la probabilité p € [0, 1] que la piéce tombe sur pile.
Formellement, on écrit en général Q = {0,1} (pile étant représenté
par 1 et face par 0) et la probabilité définie par P({1}) = p et donc
P({0}) = 1 — p est appelée probabilité¢ de Bernoulli de paramétre p €
0, 1].
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2. Pour tout n € N* et tout p € [0,1], on définit sur Q = {0,1,--- ,n}
(qui est donc de cardinal n+ 1) la probabilité binomiale de paramétres
n et p, notée P = B, ,, par

Whe {01 n) Buy({k)) = ()0 -

Nous verrons plus loin dans quel type de situation la probabilité bino-
miale apparait.

12.3.2 Modéle définitif : les espaces probabilisés.

Le modéle développé dans le paragraphe précédent s’applique bien au cas (2
fini, qui couvre un certain nombre de situations courantes : jeux de hasard,
sondages d’opinion, controles de qualité etc. Néanmoins, méme avec un jeu
aussi simple que le pile ou face, on ne peut pas toujours se restreindre au cas
#() < 400 : si nous étudions par exemple le rang d’apparition du premier pile
lors de jets successifs, on est amené & prendre {2 = N* puisqu’il est impossible
de borner & ’avance ce rang par un entier fixé.

Lorsque le temps intervient, nous voyons apparaitre naturellement des es-
paces encore plus “gros” (infinis non dénombrables) :

— durée de vie d’'un composant électronique : 2 = R
— évolution du cours d’un actif financier : Q = C°(]0,T],R)
— déplacement d’une particule : Q = C°([0, 7], R?)

Le modéle du paragraphe précédent présente d’autres insuffisances : la struc-
ture de clan pour ’ensemble C des événements et ’additivité d’une probabi-
lité sont des hypothéses trop faibles pour nous permettre de mener effective-
ment des calculs lorsque €2 est infini, comme nous allons le voir sur le simple
exemple suivant.

Si nous revenons au rang du premier pile lors de jets successifs d'une piéce
équilibrée, une premiére question qui se pose est de savoir si ce rang est fini :
peut-on obtenir face indéfiniment ?

Intuitivement, cela parait extrémement improbable et 'on s’attend a ce que
la probabilité en soit nulle. Plus précisément, il est naturel de faire le raison-
nement suivant : I’événement A, = { on a obtenu face lors des n premiers
jets } est de probabilité 1/2" et donc I'événement A = { on obtient face
indéfiniment } a pour probabilité lim 1/2" = 0.

Pour rendre ce raisonnement rigoureux, il faudrait déja que A = N, A, soit
effectivement un événement, ce qui n’est pas assuré sous la seule hypothése :
I’ensemble des événements est un clan. Nous avons besoin de supposer que
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I’ensemble des événements est une tribu.

En outre, nous voudrions avoir : A = lim | A, = P(A) = lim | P(A,).
En passant aux événements complémentaires, cela revient & demander la
propriété P(lim 1T B,) = lim 1 P(B,). Or, pour une application additive
comme P, cette propriété est équivalente & la o-additivité : pour le voir, il
suffit d’écrire, pour une suite (A,,) d’événements deux a deux disjoints

U An:hmTLnJAk.
k=1

neN*

Pour pouvoir mener nos calculs, nous allons donc imposer des contraintes
supplémentaires sur les éléments constitutifs de notre modéle : I’ensemble
des événements doit étre une tribu (ou o-algébre), que nous noterons désor-
mais plutot A, et P une application o-additive. Nous en arrivons donc a la
définition suivante, qui décrit le modéle que nous utiliserons désormais.

Définition 12.3.2 Une probabilité sur un espace mesurable (2, A) est une
mesure positive sur cet espace telle que P(€)) = 1.

Le triplet (Q, A, P) est alors appelé espace probabilisé (ou espace de proba-
bilité).

En d’autres termes, un espace probabilisé est un espace mesuré de masse
totale égale a 1.

Notons que dans le cas # < +o00, cette définition est équivalente a celle
du paragraphe précédent. En effet, dans ce cas, A C P(2) est fini si bien
que A algebre et A o-algébre sont équivalents, de méme que P additive et
P o-additive. Comme nous n’utiliserons le modéle additif que dans le cas
#() < 400, nous le considérerons comme un cas particulier de notre modéle
général.

Contrairement a ce qui se passait dans le cas #() < 400, dans le cas général,
nous serons amenés a considérer des tribus d’événements A C P(£2). En effet,
plus la tribu A est grande, plus il est difficile de construire une mesure de
probabilité sur celle-ci. Lorsque  est infini non dénombrable, P()) est en
général trop grand pour que ’on puisse construire sur cette tribu une mesure
de probabilité qui méne & un modéle satisfaisant. En fait, on a souvent recours
a une politique minimaliste en prenant pour A la plus petite tribu (c’est-
a~dire la tribu engendrée) qui contienne les événements que nous voulons
pouvoir observer.

Dans le cas ou € est infini dénombrable, nous avons la caractérisation suivante
d’une probabilité sur (2, P(2)), que nous admettrons.
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Proposition 12.3.3 Soit Q = {w,,n € N} un ensemble infini dénombrable.
Il existe une bijection entre ’ensemble des probabilités P sur (Q,P(Q)) et
’ensemble des suites (pn)nen € (RN telles que :

neN

Cette bijection est donnée par :
Par o-additivité, nous avons alors la relation :

VAeP(Q) PA)= > p

k,’/wkEA

Exemples. Sur 'espace mesurable (N, P(N)), on définit :
1. pour tout p €]0, 1], la probabilité géométrique de parameétre p par

vneN P({n}) = (1-p)p".

2. pour tout A > 0, la probabilité de Poisson de paramétre A par

A

YneN P({n})=e ok

O
Le choix d’une probabilité P sur (€2,.4) qui “colle au plus prés” a la réa-
lité d’une expérience aléatoire est une question suffisamment vaste pour faire
I’'objet d’une branche entiére des mathématiques : la statistique.
Le fait qu'un méme espace probabilisable ({2, A) puisse étre muni de proba-
bilités différentes correspondant a des “hasards différents” est illustré par le
paradoxe de Bertrand, que vous trouverez en ligne par exemple sur Wikipédia.

12.4 Probabilités conditionnelles. Indépendance
d’événements.

12.4.1 Deéfinition des probabilités conditionnelles.

La notion de probabilité conditionnelle apparait naturellement lorsqu’on pos-
séde une information partielle sur le résultat d’une expérience aléatoire.
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Exemple : A la Foire du Trone, un jeu de loterie est constitué d’une urne

contenant 80 billets perdants et 20 billets gagnants, dont 2 seulement donnent

droit au gros lot.

Je tire un billet « au hasard » (cette expression sous-entend que l'on est en

situation d’équiprobabilité) ; avec quelle probabilité vais-je gagner le gros lot ?

Nous pouvons représenter cette expérience aléatoire par le modéle suivant :
— Q ={b1,...,bio0} ol by et by représentent les billets qui donnent droit

au gros lot, bs,--- , by représentent des billets gagnants ordinaires et
bat, ..., b1go des billets perdants ;
— A=P(Q);

— la probabilité P est uniforme : Vi =1,2,...,100 P({b;}) = 1/100.
L’événement qui nous intéresse est A = {by, by} et nous obtenons donc im-
médiatement : P(A) = 2/100.

Imaginons maintenant que juste aprés mon tirage et avant que je ne découvre
mon billet, le forain — qui a un signe de reconnaissance secret — m’affirme :
« Vous avez tiré un billet gagnant!». Sachant cela, je ne vais plus calculer
ma probabilité de la méme fagon.

Muni de ce renseignement, je sais que le résultat de I’expérience appartient
a Pensemble E = {by,...,by}. Comme il y a symétrie entre tous les billets,
ils sont encore équiprobables, d’ou le nouveau calcul de ma probabilité :

nombre de cas favorables 2 1

nombre de cas possibles 20 10

Nous constatons que la valeur de la probabilité n’est plus la méme car, dispo-
sant d’une information supplémentaire, nous avons en fait modifié le calcul
comme suit, :
P(A) = #(ANE) _ P(ANE)
¥E P(E)
P’ est appelée probabilité conditionnelle sachant E (i.e. sachant mon infor-
mation partielle). De fagon plus générale, nous avons la proposition suivante :

Proposition 12.4.1 Soit (2, A, P) un espace de probabilité et E € A un
événement tel que P(E) > 0. L’application P¥ : A — [0,1] définie par :
P(ANE)
P(E)
est une probabilité. On ’appelle probabilité conditionnelle & I’événement E

ou probabilité sachant E. On note sa valeur sur un événement A comme
suit :

VAc A, PP(A) =

2

P(A|E) = PP(A) = %.
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Démonstration: C’est bien une application de A dans [0, 1] puisqu’on a :
ANECE=0<PANE)<P(E).

De plus, on vérifie immédiatement : PE(@) =0 et PP(Q) = 1.

I nous reste a montrer que I'application P¥ est o-additive, ce qui résulte du

calcul suivant, valable pour toute suite (4,) € AY constituée d’événements
2 a 2 disjoints :

g

P(8,4)0E)  P(WANE) S pa,nE)  P(A,NE)
P(E) B P(E) B P(E) =2 P(E)

Remarque : Dans cette définition de la probabilité conditionnelle, I'idée est
que, étant donnée I'information partielle E, I’événement intéressant n’est plus
I'événement A de départ mais plutot AN E. L’application A — P(ANE) est
bien positive et o-additive mais n’a pas la bonne masse totale (i.e. la valeur
1 sur ). Pour en faire une probabilité, il suffit de la renormaliser en divisant
par P(F) mais ceci n’est possible que si P(E) > 0.

Exemple : On change les régles de la loterie : il y a toujours 20 billets
gagnants sur 100 mais pour obtenir le gros lot, il faut d’abord tirer un billet
gagnant puis il faut faire tourner une roue divisée en 5 parties égales dont
une seule donne droit au gros lot. Quelle est la probabilité d’obtenir celui-ci?
Ecrire le modéle serait un peu plus long : Q = {by,..., b} x {r1,...,75}
etc. Pour gagner du temps, passons directement au calcul, en écrivant les
événements informellement :

A = {le joueur gagne le gros lot}; E = {le joueur tire un billet gagnant}.

Nous pouvons alors mener le calcul de la facon suivante :
1 20 4

P(4) = P(ANE) = PAIB)P(E) = £ x o5 = 1o

Nous venons d’utiliser la formule P(AN E) = P(A|E)P(FE); plus générale-
ment nous avons la proposition suivante.

Proposition 12.4.2 (Formule des probabilités composées) Considérons
(A1,...,A,) € A" avec P(A1N---NA,—1) > 0. Alors, on a l’égalité :

P(A NN A) = P(A)P(As| A P(As| Ay N Ag) - P(An| AL N -0 A y)
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Démonstration: Le membre de droite s’écrit par définition d’une proba-
bilité conditionnelle :

P(Al)xP(Al mAQ)XP(AmAQOAg)XmX P(AiN---NA,) 7
P(Ay) P(A1NA) PATN---NA,1)
et I’on conclut par simplification. O

12.4.2 Formule de Bayes.

Proposition 12.4.3 (Formule des probabilités totales) Si Fy, ..., E, sont
des événements tels que P(E;) > 0 pour tout 1 < i < n et formant une par-
tition de l’ensemble Q (i.e. W, ., E; = Q), alors on a pour tout événement

A € A légalité suivante : o

P(A) = ZP(AIEi)P(Ei)'

Démonstration: Ceci résulte des égalités successives :

P(A) = P(Aﬂ( O, EZ-)) :P< H (AmEi)>

1<i<n 1<i<n

= Y PANE)= Y PAIE)P(E)

1<i<n 1<i<n

0

Notons en particulier que la formule des probabilités totales se réécrit dans
lecasn =2
Soient deux événements E et A avec 0 < P(E) < 1. Alors, on a l'égalité :

P(A) = P(A|E)P(E) + P(A|E°)P(E")
Nous déduisons de la formule des probabilités totales le théoréme suivant :
Théoréme 12.4.4 (Formule de Bayes) Si Ey,..., E, sont des événements

de probabilités strictement positives, formant une partition de ’ensemble ()
et si A est un événement tel que P(A) > 0, alors on a l’égalité :

_ P(A|E)P(Ey)
PENA) = s paiE) piE)
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Démonstration: 1l suffit d’écrire les égalités :

P(ANE))  P(AE)P(EY)

PO =T TR

puis d’appliquer la formule des probabilités totales au dénominateur. Il
Remarque : Revenons au cas particulier n = 2. La formule de Bayes s’écrit
alors :

P(A|E)P(E)
(A[E)P(E) + P(A|E°)P(E°)
Notons qu’il n’est donc pas possible de calculer P(E|A) a partir de la seule
donnée de P(A|E); il faut connaitre d’autres quantités pour faire ce calcul.

P(B|A) =

Exercice : Une maladie rare touche 1 personne sur 10000 dans la population
francaise. Quand cette maladie est présente, un test sanguin permet de la
détecter dans 99% des cas. En revanche, ce test produit des faux positifs
dans 1 cas sur 1000.

Le test d’une personnes est positif. Quelle est la probabilité qu’elle soit vrai-
ment atteinte de la maladie? Que pensez-vous de la qualité de ce test san-
guin ?

Solution : Définissons les événements :

E = {la personne est atteinte de la maladie}; A = {le test est positif}
L’énoncé nous fournit les données suivantes :
P(E)=10"", P(A|E) = 0,99, P(A|E°) = 107"
La formule de Bayes nous permet alors de calculer :

0,99 x 1074 1
P(E|A) = ’ ~
(El4) 0,99 x 1074 41073 x 0,9999 11

Conclusion : A moins de vouloir provoquer beaucoup de panique inutile, le
test est bon pour la poubelle!

12.4.3 Indépendance d’événements.

Définissons les événements A = {au moins un ascenseur du batiment dans
lequel nous nous trouvons sera en panne demain} et B = {I'indice CAC 40
va s’effondrer demain}. Intuitivement, la réalisation (ou non-réalisation) de
I’événement A n’a aucune influence sur les chances que I'événement B se
produise, ce qui s’écrit P(A|B) = P(A) ou encore P(AN B) = P(A)P(B).
De tels événements seront dits indépendants.
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Définition 12.4.5 Deuzx événements A et B sont dits indépendants s’ils vé-
rifient [’égalité :
P(ANB)= P(A)P(B)

La notion d’indépendance est essentielle en calcul des probabilités ; elle fera
souvent partie de nos hypothéses en modélisation. Par exemple, pour étudier
la durée de vie d’un circuit électronique constitué de plusieurs composants élé-
mentaires, nous supposerons souvent que ces différents composants tombent
en panne indépendamment les uns des autres.

Remarque. Il est facile de vérifier que si le couple (A, B) est constitué
d’événements indépendants, alors il en est de méme pour les couples suivants :

(A, B, (A%, B), (A°, B°).

Exemple. On tire une carte au hasard dans un jeu de 52 et 'on considére
les événements A = {c’est un roi} et B = {c’est un coeur}. Nous calculons
facilement :

1 4 1 13 1
P(ANB)=—,P(A)=—=—,P(B)=—=-.
( ) 52’ (4) 52 13’ (B) 52 4
Nous en déduisons que les événements A et B sont indépendants, conformé-
ment & la définition précédente.

Plus généralement, dans un tel tirage, la figure et la couleur de la carte sont
indépendantes.

Définition 12.4.6 Soient (Ay,..., A,) € A" des événements.

Nous dirons que ces événements sont 2 & 2 indépendants si pour tout (i,j) €
{1,...,n} avec i # j, on a P(A;NA;) = P(A;)P(4)).

Nous dirons que ces événements sont mutuellement indépendants (ou en-
core indépendants dans leur ensemble) si pour toute sous-famille d’indices

{ir,...,igy C{L,...,n}, on a :

Remarque. Des événements mutuellement indépendants sont clairement
indépendants 2 & 2 mais la réciproque est fausse, comme nous allons le voir
dans le contre-exemple ci-dessous. Autrement dit, la propriété de mutuelle
indépendance est plus forte que la propriété d’indépendance 2 a 2.
Lorsqu’un énoncé dit que des événements Aq, ..., A, sont indépendants sans
autre précision, c’est toujours l'indépendance mutuelle, c¢’est-a-dire la plus
forte, qu’il faut comprendre.
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Contre-exemple: On jette une piéce équilibrée 2 fois de suite et ’on consi-
deére les événements : A = {on obtient pile au premier jet}, B = {on obtient
pile au second jet}, C' = {les résultats des deux jets sont différents}.

Il est facile de calculer :

P(A) = P(B) = P(C) = 1/2

et
P(ANB)=P(ANC)=PBNC)=1/4.

Nous en déduisons que les événements A, B et C sont indépendants 2 4 2. En
revanche, ces événements ne sont pas mutuellement indépendants puisque :

P(ANBNC) = P(@) =0+ P(A)P(B)P(C).
O

Proposition 12.4.7 Des événements (A, ..., A,) € A" sont mutuellement
indépendants si et seulement si on a

P (ﬂ ci) e

pour tous C; € {Q, A;, A5, @}, 1 <i < n.

Le sens direct est établi dans [OUV! 56-57|. Le sens réciproque est laissé a
titre d’exercice.

Nous allons maintenant mettre en évidence une situation générale dans la-
quelle la probabilité binomiale apparait naturellement.

Proposition 12.4.8 Soient A;,1 < i < n, des événements indépendants
ayant tous la méme probabilité p € [0,1]. Pour tout 0 < k < n, la probabilité
que k exactement d’entre eur soient réalisés est égale a :

B,({k}) = (Z)pk (1—p)n*

Démonstration: Notons © 'ensemble des parties de {1,--- ,n} qui sont
de cardinal k, de sorte que #0 = (Z)
L’événement dont nous voulons calculer la probabilité est le suivant :

U107 (0)

0cO
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Un instant de réflexion montre qu’il s’agit d’une union d’événements deux a
deux disjoints, si bien que la probabilité cherchée s’écrit :

%104 (0)

0co
A cause de 'hypothése d’indépendance des A;,1 < i < n, cette probabilité

s’écrit encore :
n— n n—
d P —prt= <k>p’“(1 —p)*
0co

0

Apres avoir défini I'indépendance d’une famille finie d’événements, nous ter-
minons ce paragraphe en passant au cas d’'une famille infinie dénombrable.

Définition 12.4.9 Une suite d’événements (A, )nen est dite indépendante si
pour toute sous-famille finie d’indices {iy,...,ix} C N (avec k € N*), on a
l’égalité :

12.5 Exercices.

12.5.1 Clans.

Indicatrices

Soit A un clan sur §2; on définit la fonction 14 : Q@ — {0, 1} par :
1y(w)=0siw¢g A, 1x(w) =1siwe A

Montrer les égalités suivantes : 145 = inf (14,15) = 1415,

laup =sup (14,1p) =14 +1p—141p,

lpe=1—1y4,

ainsi que 'équivalence : Vw € Q, 14(w) < 1p(w) < A C B.

On rappelle que la différence symétrique est définie par :

AAB = (AUB)\ (ANB)=(A°NB)U (AN B°).

Montrer que :

]-AAB :’ ]-A — ]-B |: ]-A + 1B (mod 2) = ]-A + 1B -2 1A]-B-

En déduire que la différence symétrique est commutative, associative et que
I'intersection est distributive par rapport a la différence symétrique.
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Clan engendré par une partition.

Soit (Py, ..., P,) une partition de 2. Décrire le clan C qu’elle engendre.

Réunions d’algébres.

Montrer que la réunion d’une suite croissante d’algeébres est une algébre.
Est-ce que la réunion d’une suite quelconque d’algébres est une algébre 7

*Description de 1’algébre engendrée.

Soit & une famille de parties d’un ensemble 2. Montrer que 1’algébre en-
gendrée par £ est égale a I’ensemble des réunions finies d’intersections finies
d’éléments de £ ou de complémentaires d’éléments de £ (parties de la forme
U?:l ﬂ;n:LI E@j N ol VZ,j Em’ e & ou (ELJ‘)C €& )

Remarque 11 est impossible de décrire de facon analogue la o-algebre engen-
drée par &.

Qu’est-ce qui ne se généralise pas dans la démonstration précédente ?

12.5.2 Formule de Poincaré.

[FOA 17]

Démonstration par récurrence.

Soit A une tribu sur € et P une probabilité sur A . On se donne une famille
finie (Ay,..., A,) d’éléments de A .
Etablir par récurrence la formule suivante, dite de Poincaré :

P(U,A) = > P(A)— Y PANA)+.. .+ (=1)""P(AiN...NA,).

1<i<n 1<i<j<n

Application : Indicatrice d’Euler

[FOA 37-38]

On choisit au hasard un nombre parmi {1,...,n}, tous les choix étant équi-
probables. Soit p un entier inférieur & n. On note A, I’événement "le nombre
choisi est divisible par p".

— Calculer P(A,) lorsque p divise n.
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— Soit n = p{"' - p2" la décomposition en facteurs premiers de I'entier n.
Que représente 1'événement (A, U---UA, )7

— On note ¢(n) le nombre d’entiers strictement inférieurs a n et premiers
avec n. Montrer que 'on a

1
om=n [ -

p premier, p|n

Application : Facteur distrait.

[FOA 38-39]

Un facteur dispose de n lettre adressées a n destinataires distincts. Il fait
la distribution au hasard entre ces n personnes. Quelle est la probabilité de
I’événement "une lettre au moins parvient a son destinataire" 7 En donner
une approximation pour n assez grand.

12.5.3 Equiprobabilité.
Trois dés.
[COT 5-6]
On jette trois dés a 6 faces bien équilibrés.
— Calculer la probabilité d’obtenir au moins un as.

— Que vaut la probabilité d’obtenir au moins deux faces portant le méme
chiffre ?

— Calculer la probabilité que la somme des points marqués sur les trois
faces soit paire.

Happy birthday to you!

[FOA 31]

Quelle est la probabilité que dans votre promotion deux agrégatifs au moins
aient leur anniversaire le méme jour?
Remarque : Pour simplifier, on ne s’occupera pas du 29 Février.

Boules et cases.

[DAC! exo page 7]
Soit 2 'ensemble des configurations que 'on peut obtenir en répartissant r
boules indiscernables dans n cases numérotées.
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1. Montrer que le cardinal de € est égal au nombre de solutions (ry,--- ,1,) €
N" de I'équation : r1 +ro+---+ 1, = 1.

2. Montrer que ce nombre vaut C; ., de 3 facons différentes :

(a) par récurrence sur n a l'aide de Iidentité : C? = CP~1 + CP~) +
. + P1 .
p—1

(b) en développant en série entiére les deux membres de I'égalité :
1 _ (v k)"
(1=t — (Zk:ot ) :

(c) en identifiant 2 & 'ensemble des fagons d’ordonner en ligne r
boules indiscernables et n — 1 séparations (indiscernables aussi).

3. On répartit au hasard r boules indiscernables dans n cases. Calculer la
probabilité qu’aucune case ne soit vide.

12.5.4 Probabilités conditionnelles.
Maladie rare.

[COT 11]

On considére une certaine maladie qui touche 1/1000e de la population. Un
laboratoire d’analyse de sang assure avec une fiabilité de 99% la détection
de cette maladie lorsqu’elle est effectivement présente. Cependant, le test in-
dique aussi un résultat faussement positif pour 0,2% des personnes réellement
saines a qui on 'applique.

Quelle est la probabilité qu’une personne soit vraiment malade sachant que
son test est positif 7 Commenter le résultat.

Le rouge et le noir.

[ROS 66-67]

On considére 3 cartes a jouer de méme forme mais de couleurs différentes :
la premiére est noire des deux cotés, la seconde rouge des deux cotés, tandis
que la troisiéme a une face noire et une face rouge.

On mélange les trois cartes au fond d’un chapeau puis on en tire une carte
au hasard, dont on ne montre qu'une face. Sachant que cette face est rouge,
quelle est la probabilité que 'autre face soit noire ?

Loi de succession de Laplace.

[COT 15-16]
On dispose de N + 1 urnes , numérotées de 0 & N. L’urne numéro k contient
k boules rouges et N — k boules blanches . On choisit une urne au hasard .
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Sans connaitre son numéro , on en tire n fois de suite une boule , avec remise
aprés chaque tirage. Quelle est la probabilité que le (n + 1)¢ tirage donne
encore une boule rouge sachant que , au cours des n premiers tirages , seules
des boules rouges ont été tirées 7 Calculer la limite de cette probabilité lorsque
N — 00.

Taux de panne

|COT 16-18]

Soit T" une variable aléatoire prenant ses valeurs dans N telle que pour tout
n €N, P(T' > n) > 0. On appelle taux de panne la suite 6(n) = P(T =n |
T >n),neN.

1. Calculer P(T = n) en fonction des 0(k), k < n.

2. Etablir qu’une suite de réels 6(k) convient comme taux de panne ssi :

VEEN 0<O(k)<1 et Y O(k)=o0
k=0

3. Montrer que T suit une loi géométrique ssi 6(k) = constante pour tout
k € N. (On dit que T suit une loi géométrique de parameétre a €]0, 1] si

pour tout k € N, P(T =k) =a(l —a)k.)

12.5.5 Evénements indépendants.
Evénement auto-indépendant.

Montrer quun événement A est indépendant de lui-méme ssi P(A) = 0 ou
P(A) =1.

Bruit qui court.

[COT 13|

La personne I recoit I'information 0 ou 1 et la transmet telle quelle a I
avec la probabilité p, I, de méme a I3, etc... I, la transmet au monde en-
tier. On suppose que les n personnes I,..., I, sont indépendantes. Quelle
est la probabilité p, que le monde recoive la bonne information ? Calculer
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Indicatrice d’Euler (bis).

On choisit au hasard un nombre parmi {1,...,n}, tous les choix étant équi-
probables. Soit p un entier inférieur & n. On note A, I’événement "le nombre
choisi est divisible par p".

1.
2.

Calculer P(A,) lorsque p divise n.

On suppose que (py, ..., px) sont des diviseurs premiers distincts de n,
montrer que les événements A, , ..., A, sont indépendants.

On note ¢(n) le nombre d’entiers strictement inférieurs 4 n et premiers
avec n. Montrer que 'on a

1
p(n) =n H (1—]—?)

p premier, p|n

Corrigé :

1.

Puisque p divise n (notation : p|n ), il existe un entier m tel que n = mp;
on a alors : A, = {p,2p,- -+ ,mp}. On en déduit : P(A,) =2 =1

n P

. Considérant une sous-famille A,, - - 7Ap1:l= nous remarquons que

l —
ﬂjilApij - Ané:lpij’
. . . : l
puisque les p;; sont premiers. Pour la méme raison, ([[;_, p;;)|n donc
on peut appliquer a. pour obtenir :

1
P(mztlAPij) = Hl i = HP<AP¢]»)7
j=1Pi; =51

ce qui prouve l'indépendance demandée.

Prenons ici py, - -+ , pr tous les diviseurs premiers de n. D’aprés b), on
a:
. 1

p premier, pln

Or un entier appartient a ﬂleA;i ssi il n’est divisible par aucun des
diviseurs premiers de n, autrement dit ssi il est premier avec n. En
passant aux probabilités, on en déduit :

p premier, pln
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Principe de Hardy-Weinberg.

IMEY 43-44]
Les génes se présentent le plus souvent en paires et sous deux formes alléliques
A.a, ce qui donne trois génotypes AA Aa,aa. Ces génotypes s’expriment par
différents phénotypes; par exemple, dans le cas de I’albinisme, les individus
aa sont albinos, contrairement aux individus AA ou Aa.
Chaque individu recoit au hasard un géne de chacun de ses parents et donc
chaque alléle composant le géne d’un des parents a la probabilité 1/2 de
passer a ’enfant. Les génotypes des parents sont indépendants. On note p, q,r
les probabilités qu’un adulte, dans une population donnée, ait les génotypes
AAAa aa.

1. Calculer les probabilités P, ), R qu’un enfant ait les génotypes AA Aaaa

( on pourra poser 6 = p + q/2).

2. Montrer que Q? = 4PR .

3. A quelle condition sur p,q,r a-t-on P = p,QQ = ¢, R = r? Montrer
qu’elle est toujours réalisée dés la 2éme génération.

Corrigé :

1. Nous prenons pour espace 2 ’ensemble des triplets (génotype de ’en-
fant, génotype du pére, génotype de la mére).
L’événement « L’enfant a un génotype AA » s’écrit donc :
{(AA, AA, AA); (AA, Aa, AA); (AA, AA, Aa); (AA, Aa, Aa)}
et , d’aprés les lois de la génétique rappelées dans I’énoncé, admet pour
probabilité :
P =p*+pq/2+pg/2+¢*/4 =07
Un raisonnement symétrique (en échangeant les lettres A et a) nous
donne :

R=7r%+rq/2+1rq/2+¢*/4=(1-0).
Enfin, puisque P + @ + R = 1, on obtient : Q = 20(1 — 0).
2. Cette relation résulte immédiatement de ce qui précéde.

3. D’aprés la question précédente, on a nécessairement ¢ = 4pr.

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, les égalitées obtenues
dans la premiére question nous donnent :

P=p"+pg+¢/4=p" +pg+pr=pp+a+r)=p
et R=r’+rq+¢/d=r*+rq+rp=r(p+q+r)=r
Il en résulte Q = g puisquona: P+ Q+R=p+qg+r=1
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Finalement, I’égalité ¢ = 4pr est une condition nécessaire et suffisante
de “stationnarité" des probabilités des différents génotypes au cours des
générations.

Ainsi, le résultat du 2) nous dit que dans tous les cas, la stationnarité
s’établit deés la deuxiéme génération.
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Chapitre 13

Variables aléatoires réelles

13.1 La tribu borélienne réelle

Définition 13.1.1 Si (E,d) est un espace métrique, on appelle tribu boré-
lienne sur E et l'on note B(E) la tribu engendrée par l’ensemble des ouverts
de E. Les éléments de B(E) sont appelés ensembles boréliens de E.

Remarque. Nous constatons immédiatement que B(FE) est également la
tribu engendrée par ’ensemble des fermés de E. U
Si 'espace métrique sous-jacent est égal & R muni de la distance usuelle, nous
parlerons de tribu borélienne réelle et nous la noterons donc B(R).

On ne sait pas décrire explicitement tous les boréliens réels mais il sera suffi-
sant pour la suite de ce cours de savoir que B(R) contient tous les intervalles
réels (fermés, ouverts, semi-ouverts) et leurs unions finies ou dénombrables.
On peut construire un sous-ensemble réel qui n’est pas borélien mais ce n’est
pas si facile...On peut également démontrer que #B(R) = #R.

Proposition 13.1.2 La tribu B(R) est engendrée par chacun des ensembles
sutvants de parties réelles :

— & ={]a,b] , avec (a,b) € Q* et a < b}
— & ={la,b] , avec (a,b) € Q? et a < b}
— & ={[a,b] , avec (a,b) € Q* et a < b}
— & =A{]

]

— 00, (IL a < @}
755:{_0070’[7 GEQ}
Démonstration:

243
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1. Puisque tous les éléments de & sont des ouverts, on a o(&;) C B(R).

Prouvons 'inclusion inverse.

Tout ouvert de R est une union de boules ouvertes, c¢’est-a-dire d’inter-
valles de la forme |a, b[, avec (a,b) € R? et a < b.

Par densité de Q dans R, nous pouvons trouver une suite strictement
décroissante (a,) € QY qui converge vers a et une suite strictement
croissante (b,) € QY qui converge vers b, de sorte que :

Ja,b[= | J]an bal.

neN

Par conséquent, tout ouvert de R est une union d’intervalles ouverts
de la forme Ja,b[, avec (a,b) € Q? et a < b. L’ensemble des inter-
valles ouverts a extrémités rationnelles étant dénombrable, nous avons
prouvé que tout ouvert de R s’écrivait comme une union dénombrable

d’éléments de &, d’ou B(R) C o(&).

2. On montre que (&) = o(&;) en utilisant des égalités de la forme :

Ja,b] = ﬂ}a,bjt%[ ;o Ja, b= U]a,b—l]

n
neN* neN*

3. On montre que 0(&;) = 0(&,) en utilisant des égalités de la forme :

at)= Va8 ¢ Jabl= Jla—2 1

4. On montre que 0(&;) = 0(&;) en utilisant des égalités de la forme :

Ja,b] =] = 00,b]-] = 00,a] ; |—o0,a]=|J]-n.q

neN*

5. On montre que (&) = o(&,) en utilisant des égalités de la forme :

| —00,a] = ﬂ]—oo,a%—%[ ;] —o00,a[= U]—oo,a—%].

O

Remarque. Par passage aux complémentaires, nous constatons immédia-
tement que la tribu B(R) est aussi engendrée par les demi-droites de la forme
la, +00[ (respectivement |a, +00]), avec a € Q.
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13.2 Les variables aléatoires réelles et leurs lois

Dans toute la suite de ce chapitre, nous considérons un espace probabilisé
(Q, A, P).

Dans de trés nombreuses situations aléatoires, nous allons nous intéresser a
une fonction du résultat w de 'expérience plutot qu’a ce résultat lui-méme.
Exemple : Un joueur lance une fléchette en visant le centre d’une cible. Si
nous prenons pour unité le rayon de la cible, nous pouvons modéliser ceci
comme une expérience aléatoire dont le résultat est un élément w du disque
unité fermé :

Q=D(0,1) = {w e R wi +wj; <1}

En réalité, la seule chose qui nous intéresse vraiment n’est pas la position
exacte w = (wy,wq) de I'impact de la fléchette sur la cible mais seulement sa
distance au centre de la cible, qui nous est donnée par la variable aléatoire
réelle :

X: Q@ — R
w=(wy,ws) —> y/w?+w?

Pour mesurer la qualité de la performance du joueur, on va se poser des
questions telles que “est-ce que X (w) € B?", ou B est un sous-ensemble de
[0, 1]. Par exemple, on peut décider que le joueur a gagné si X (w) € [0, lio]

Nous allons donc poser la définition suivante.

Définition 13.2.1 On appelle variable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r.) dé-
finie sur (0, A, P) toute application X : Q — R vérifiant :

VB e BR) X '(B)cA (13.1)

Rappelons que X ~!(B) est la partie de 2 définie par {w € Q, X(w) € B}
et que nous la notons encore sous la forme abrégée {X € B}.

La définition précédente nous assure que, pour tout borélien réel B, cela a un
sens de calculer la probabilité P({X € B}) — que I’on note plus simplement
P(X € B) — puisque {X € B} € A.

Pour vérifier qu’une application X : 2 — R est une variable aléatoire réelle,
nous serons souvent amenés a utiliser les deux propositions suivantes, que
nous admettrons.
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Proposition 13.2.2 Soit £ un ensemble de parties de R qui engendre la
tribu B(R). Alors une application X : Q — R est une variable aléatoire réelle
sur (2, A, P) si et seulement si la condition suivante est satisfaite :

VBe& X YB)e A

Nous pourrons appliquer cette proposition avec chacune des classes £, - -+, &5
définies dans la proposition

Par exemple, le lecteur pourra montrer en utilisant la classe & que, si X et
Y sont deux variables aléatoires réelles sur (€2, A, P), alors il en est de méme
de inf(X,Y) et sup(X,Y).

Proposition 13.2.3 Muni des lois +, X, -, l'ensemble des variables aléa-
toires réelles définies sur (S0, A, P) est une algébre sur R.

Connaitre les quantités de la forme P(X € B) est trés intéressant car cela
mesure les chances que la valeur prise par la variable X “tombe” dans tel ou
tel sous-ensemble borélien réel (par exemple, typiquement, un intervalle).

Ainsi, si nous revenons a I'exemple précédent, une information telle que

P(X € [0, 15]) = 0,95 nous dit que le joueur est tres habile.

Théoréme et définition 13.2.4 Considérons un espace probabilisé (2, A, P)
et une variable aléatoire réelle X : (Q, A) — (R, B(R)).
Alors Uapplication Px : B(R) — [0, 1] définie par :

VB € B(R) Px(B)=P(X € B)

est une mesure de probabilité sur l’espace mesurable (R, B(R)), appelée 1oi de
probabilité (ou simplement 1oi) de la v.a.r. X.

Démonstration: Il est immédiat d’aprés la définition que Px est une ap-
plication de B(R)) dans [0,1] telle que Px(@) = P(X~Y(@)) = P(2) =0 et
Px(R) = P(X7'(R)) = P(Q) = 1.

Il nous reste donc a prouver la o-additivité de Px. Pour cela, nous considé-
rons une suite (B, )nen € B(R)N telle que i # j = B;N B; = &.

Nous allons montrer dans un premier temps que :

X-1< H Bn> = [ x'(B.).
neN neN
En effet, on a :

XYUBy)={we® IneN Xw) eB,}= )X (B

neN neN
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et, pour i # j,
X YB)NXYB)=X"YB:NB))=X12) =9,

d’ou le résultat voulu.

Nous déduisons de cette premiére étape les égalités suivantes :

re(m) = r (v (W) -r (s m)
= Y P(X7NB) =Y Px(Ba),

neN neN

d’ou 1a conclusion.

g

Remarque. C’est la condition définissant une variable aléatoire réelle
X sur (92,4, P) qui nous a permis de “transporter” la probabilité P définie
sur son ensemble de départ en une nouvelle probabilité Px sur son ensemble
d’arrivée (R, B(R)). On dit parfois que Py est la probabilité image de la pro-
babilité P par la variable aléatoire X.

La loi de X nous dit donc avec quelles chances cette v.a.r. prend ses valeurs
dans tel ou tel sous-ensemble borélien réel, en particulier dans les intervalles.

Exemple. Soit a € R fixé et la variable constante X = a. On a donc
Px({a}) = 1. C’est la loi la plus simple qui soit : elle est constituée d’une
unique masse ponctuelle de poids 1 située au point a. On 'appelle mesure de
Dirac au point a et on la note d,. C’est la mesure définie sur tout A € B(R)
par §,(A) =1sia € Aet §,(A) =0sia¢ A

Remarque. 1l est fréquent d’utiliser de facon interchangeable les termes
mesure de probabilité et loi de probabilité sur (R, B(R)).

En effet, par définition méme, la loi de probabilité d’'une v.a.r. est bien
une mesure de probabilité sur (R, B(R)). Mais réciproquement, nous pou-
vons faire apparaitre n’importe quelle mesure de probabilité u sur (R, B(R))
comme la loi d’une certaine variable aléatoire que nous allons construire
maintenant.

Prenons pour espace probabilisé (2, A4, P) = (R, B(R), ) et définissons X
comme étant ’application identité sur {2 = R. Le lecteur vérifiera aisément
que X est une variable aléatoire réelle et que la loi de X est égale a p.
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13.3 Fonction de répartition d’une variable aléa-
toire réelle

A priori, pour déterminer la loi d’une v.a.r. X, il faut connaitre la valeur
de P(X € B) pour tout borélien réel B. En fait, nous allons voir dans ce
paragraphe qu’il suffit de connaitre P(X € B) pour des boréliens réels bien
particuliers : les demi-droites B =] — o0, z], = € R.

Nous ne démontrerons pas complétement ce résultat car nous admettrons le
résultat intermédiaire suivant : la loi d’une v.a.r. X est entiérement détermi-
née par ses valeurs sur tous les intervalles réels.

Définition 13.3.1 On appelle fonction de répartition (en abrégé f.r.) de la
v.a.r. X Uapplication Fx : R — [0, 1] définie par :

VeeR, Fx(z)=P(X <ux)

Remarque. On peut trés bien parler de fonction de répartition de la loi
de X car en réalité F'x ne dépend que de Py :

VeeR Fx(x)=P(X € —o0,z]) = Px(] — 00, z]).

Ainsi, une autre fagon de présenter cette notion consiste & définir d’abord la
fonction de répartition d’une mesure de probabilité p sur (R, B(R)) par :

VeeR F,(x)=p(] —oo,z])

puis a dire que la fonction de répartition d’une variable aléatoire réelle est
égale par définition a celle de sa loi de probabilité. 0
Le théoréme suivant nous dit que la connaissance de la fonction de répartition
d’une loi de probabilité sur (R, B(R)) détermine cette loi de facon unique.

Théoréme 13.3.2 Si deux variables aléatoires réelles X et Y ont méme
fonction de répartition, alors elles ont méme loi :

FX:FY:PX:PY

Autrement dit, application qui a une loi associe sa fonction de répartition
est injective.
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Démonstration: Connaitre F'y, c¢’est connaitre la valeur de la loi Py sur
les demi-droites | —oo, x], © € R. Nous allons montrer que ceci suffit a calculer
la valeur de Px sur n’importe quel intervalle réel I et nous admettrons que
la loi Py est alors parfaitement déterminée sur tous les boréliens réels B.
Nous énumérons les différentes formes possibles pour 'intervalle I et donnons
a chaque fois une formule de calcul de Px(I) & partir de la connaissance de
Fx.

Si I est une demi-droite de la forme | — 0o, x], ¢’est un cas évident puisque
par définition Px (] — oo, z]) = Fx(z).

Si I est une demi-droite ouverte de la forme | — 0o, z[,par passage a la limite
croissante dans une probabilité, nous pouvons écrire 1'égalité :

Px(] — 00, 2) = lim 1 Px(] — 00,2~ ]) = lim 1 F(w — 1)

Par passage au complémentaire dans ces deux premiers cas, nous traitons les
demi-droites de la forme ]z, +o00[ ou [z, +00].

Px(]Jx,400]) =1 — Px(] — 00, 2]) =1 — Fx(x)

Px(lz,+o]) = 1 — Px(] — o0,a]) = 1 ~ lim T Fx(x - %)

Nous pouvons maintenant traiter les cas ou I est un intervalle borné, en le
faisant apparaitre comme différence propre de demi-droites. Soient a et b
deux réels tels que a < b.

Px(Ja,b]) = Px(]—00,b]=]=00,a]) = Px(]-00,b])=Px(]—-00,a]) = Fx(b)—Fx(a)

De la méme facon, on trouve :
Py([a, 1)) = Px(] ~ 00,8]) — Px(] — 00, al) = Fx(t) ~ lim 1 Fx(a ~ -)

Nous laissons au lecteur le soin de traiter de fagon similaire les cas restants.

O
Comment utiliser ce théoréme ? Dans la suite, nous citerons un certain nombre
de lois de probabilité “classiques”, ¢’est-a-dire d’un usage fréquent en calcul
des probabilités. Pour la plupart d’entre elles, il est possible de calculer ex-
plicitement les fonctions de répartition correspondantes. Une facon de déter-
miner la loi d’'une v.a.r. X sera de calculer sa fonction de répartition. Si nous
reconnaissons alors la fonction de répartition d’une loi classique, en vertu du
théoréme précédent, nous pourrons affirmer que la loi de X est égale a cette
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loi classique.

Nous terminons cette section par un théoréme permettant de caractériser
les fonctions de répartition d’une loi de probabilité sur (R, B(R)) ou encore
les fonctions de répartition des variables aléatoires réelles, ce qui revient au
méme d’aprés la remarque qui termine la section précédente.

Théoréme 13.3.3 Considérons une application F : R — R. Alors F est la
fonction de répartition d’une loi de probabilité sur (R, B(R)) si et seulement si
elle posséde simultanément les quatres propriétés suivantes : I' est croissante,
continue o droite et vérifie

lim F(t)=0et lim F(t) = 1.

t——o0 t—4o00

Démonstration: Le sens direct sera démontré en cours. Le sens réciproque
est admis. O
La section et le chapitre suivants concernent deux types particuliérement in-
téressants de variables aléatoires réelles : les variables discrétes et les variables
admettant une densité. Notons que ces deux types sont loin de couvrir toutes
les possibilités concernant les v.a.r. Ce sont simplement deux cas particuliers
importants et eux seuls figurent au programme officiel.

13.4 Variables discrétes

Une variable aléatoire réelle définie sur (2, 4, P) est dite discréte si le sous-
ensemble réel X (€2) est fini ou dénombrable. Autrement dit, une v.a.r. est dite
discréte si elle ne prend qu’un nombre fini ou dénombrable de valeurs. C’est
un cas particuliérement simple et si nous notons X (Q) = {zg, -+ ,x,, -}
(dans le cas dénombrable), alors la loi de la variable aléatoire X est entiére-
ment déterminée par la donnée de la suite (p,)nen définie par :

VneN p,=PX =uz,).

Cette suite est bien str a valeurs positives ou nulles et telle que

+oo

n=0

et le lecteur pourra faire le rapprochement avec la proposition

Le lecteur est invité a se référer & [DAN 418-436 (ou 431-452 pour I'édi-
tion 2016)| qui traite de facon exhaustive les notions du programme officiel
qui sont relatives aux variables aléatoires discrétes, en particulier les lois
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discrétes usuelles suivantes : Bernoulli, binomiale, hypergéométrique, géomé-
trique, Poisson.

Nous n’écrirons ici que la définition de ’espérance d’une variable discréte et
le théoréme de transfert dans le cas discret.

Définition 13.4.1 Soit X wune wvaritable aléatoire réelle discréte telle que
X(Q) =A{xg, -+ ,xn, - }. On appelle espérance de la variable X le nombre
réel :

+00

E[X] =Y ,P(X =),

n=0
des lors que cette série est absolument convergente. On dit alors que la va-
riable X admet une espérance (ou encore qu’elle est intégrable).

Théoréme 13.4.2 (de transfert, cas discret) Soit ¢ : R — R une ap-
plication; alors la variable aléatoire (X)) admet pour espérance le nombre
réel

E[p(X)] = (wn) P(X = 2,)
deés que cette série est absolument convergente.

Un outil trés utile pour étudier les variables aléatoires a valeurs dans N est
présenté maintenant sous la forme d’un probléme corrigé.

Probléme : Fonctions génératrices On considére une variable aléatoire
X a valeurs dans N.

1. Montrer que pour tout s € [—1,1] , la variable aléatoire s* admet
une espérance (on pose s° = 1 pour tout s ) et que l'on a : E[s*] =
Yoo P(X =n) s™
On notera Gx(s) = E[s*] et I'on appellera Gx la fonction génératrice
de X.

2. Montrer que X et Y ont méme loi si et seulement si Gy = Gy.
3. Calculer les fonctions génératrices des lois suivantes :

(a) Bernouilli de paramétre p € [0, 1].

(b) Géométrique de paramétre a €]0, 1[.

(c) Poisson de paramétre .

4. Si X et Y sont deux variables indépendantes, calculer Gx .y en fonction
de Gx et Gy. En déduire :

(a) la fonction génératrice d’une loi binomiale de paramétres (n,p) €
N* x [0, 1].
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(b) la loi de la somme de deux variables indépendantes suivant des
lois de Poisson de parameétres respectifs A et u.

5. Montrer que si X est intégrable, alors G'x est dérivable sur [—1,1], de
dérivée : G'y(s) = E[Xs*1].
En déduire les espérances des lois introduites dans la question 3.

Corrigé :

1. Pour tout s € [—1, 1] , nous avons l'inégalité |P(X = n)s"| < P(X =n)
qui entraine I’absolue convergence de la série

Z P(X =n)s"
n=0
donc s est intégrable et admet pour espérance
E[s*] =) P(X =n)s".
n=0

2. L’égalité obtenue dans la question précédente nous donne le dévelop-
pement en série entiére de Gx sur [-1,1|. En particulier, Gx admet des
dérivées a tous les ordres au point s = 0 et 'on a, pour tout n € N :

_ GY(0)

n!

Il en résulte que Gx = Gy = Px = Py ; la réciproque est évidente.
La fonction génératrice de X caractérise donc la loi de X.

3. (a) Gx(s)=1—p+ps.
(b) Gx(s) =>.720(1 — a)as™ = =2,

l—as
(c) Gx(s) = e rsn = e A1=9),
4. On a par définition : Gx,y(s) = E[s¥TY] = E[s¥sY].
Si X et Y sont indépendantes, on en déduit, en utilisant une propriété
des variables discrétes indépendantes énoncée dans [DAN 427] :

Vs € [-1,1] Gxiv(s) = E[s*]|E[s"] = Gx(s)Gy(s)

On peut également faire une preuve directe sans utiliser cette propriété,
en considérant le produit de Cauchy de deux séries entiéres absolument
convergentes |[DAN 430].
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(a)

Une récurrence immédiate prouve que si Xq,---,X,, sont des va-
riables aléatoires a valeurs dans N indépendantes, alors :

Vs € [—1,1] GX1+~~+XH(3) = GXl(S)"'GXn(S)-

En particulier, si Xy, ---, X, suivent la loi de Bernoulli de para-
meétre p, alors X + --- + X, suit la loi binomiale de paramétres
(n,p), dont la fonction génératrice vaut donc (en utilisant 3(a)) :
G(s) =(1—p+ps).

Si X ~ P(\) et Y ~ P(u) sont indépendantes , alors 'égalité
obtenue en 3(c) nous permet d’écrire :

Gxiy(s) = Gx(s)Gy(s) = e Mm9)erll=8) — o=(Fu)(1-9)

On reconnait la fonction génératrice de la loi P(A + p), ce qui
d’aprés la question 2 prouve que X + Y suit la loi de Poisson de
parametre A + p.

5. D’aprés la premiére question, la série entiére qui définit la fonction
génératrice de la variable aléatoire X :

Gx(s) = ZP(X =n)s"

a un rayon de convergence R > 1. Nous en déduisons que Gx est
dérivable sur | — 1,1 et que :

Vs €] — 1,1 G'x(s) = iP(X =n)ns""t.

Notre hypothése d’intégrabilité sur X équivaut a la convergence de la
série a termes positifs suivante :

Z nP(X =n).

Un résultat classique sur les séries entiéres nous permet d’en déduire
que la série :

Z P(X =n)ns"!
n=1
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converge uniformément sur [0,1] vers une application continue. En par-
ticulier, G’y (s) admet une limite quand s 1 et nous savons que cela
entraine la dérivabilité & gauche de G x au point 1, ainsi que ’égalité :
o oo
G (1) =lim G (s) =lim Y P(X =n)ns""' =) nP(X =n) = E[X].
s/ —

s/
n=1

Dans les trois exemples suivants, nous allons donc utiliser 1’égalité :
E[X]=G%(1).

Si X ~Bernoulli(p ) G’y (s) = p donc E[X]| = p.
G (s) =
)

Si X ~Géom(a) , a(l a) donc E[X] = ;%
Enfin, pour X ~ P(\ ( ) = e 179 d'ou E[X] = A\,



Chapitre 14

Variables a densité

A Textréme opposé d’une variable aléatoire discréte, dont la loi n’est faite
que de masses ponctuelles, la loi d’une variable aléatoire absolument conti-
nue correspond & une répartition continue de masse sur la droite réelle et
en particulier n’admet aucune masse ponctuelle. Plus précisément, si nous
reprenons ’analogie entre une loi sur R et une répartition de masse sur un fil
infiniment long et infiniment mince de masse totale 1, nous allons maintenant
nous intéresser a la situation correspondant & un fil admettant une densité
de masse linéique, a savoir une application f a valeurs dans R, telle que la
masse du segment élémentaire [x, x + dz] soit f(z) dz.

Nous rencontrerons des variables aléatoires absolument continues dans de
nombreuses situations de modélisation ou interviennent des grandeurs conti-
nues comme le temps (ler instant de panne d’une machine, temps d’attente a
un guichet etc.), espace (mesure d’une longueur perturbée par de petites er-
reurs aléatoires) ou autre (pression atmosphérique mesurée dans une station
météo).

14.1 Définitions

Définition 14.1.1 On appelle densité de probabilité sur R toute application
feCyuR Ry telle que :

+oo
f(z)dz = 1.

—00

Définition 14.1.2 Soit f une densité de probabilité sur R. On dit qu’une
variable aléatoire réelle X admet f pour densité si, pour tout intervalle réel
I, on a l’égalité :

P(Xel)= /If(x)dx.

255
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Remarques.

1. Nous avons admis que la connaissance des quantités P(X € I) pour
tout intervalle réel I déterminait entiérement la loi de X. Ainsi, si X
admet la densité f, sa loi Px est entiérement déterminée. On dit que
Px est la loi de densité f ou encore que X suit la loi de densité f.

2. Il n’est pas nécessaire de vérifier a 'avance que f est une densité de
probabilité sur R mais seulement que f € Cy(R,R,). En effet, en
appliquant 1’égalité précédente avec I = R, on en déduit que f est bien
une densité de probabilité.

14.2 Exemples classiques de lois a densité

La loi uniforme sur [a,b]

C’est la loi de densité f(z) = ;=1,5(x) (on vérifie immédiatement que
fe OM(R,R_Q et fRf(JZ> dr = 1).

Cette loi est notée U([a,b]). Elle correspond & l'expression “tirer un nombre
au hasard entre a et b". La fonction ‘random’ d’une calculatrice ou d'un
ordinateur est censée simuler une telle loi pour a =0 et b = 1.

Sila v.a.r. X admet f pour densité, on dit qu’elle suit la loi uniforme sur
[a,b] et Pon note X ~ U([a,b]).

La loi exponentielle

Soit A > 0 fixé. L’application f\ définie pour tout x € R par :
f)\(.fb') = )\e*Alei ($)

est une densité de probabilité sur R.
En effet, on constate facilement que f\ € Cp(R, R, ) et nous calculons :

+oo +o00
fn(z) de = / A Mdr = [—e M) =1
o) 0

On appelle loi exponentielle de paramétre A la loi de densité f,. Comme nous
le verrons dans l'exercice [14.6.2] cette loi est caractérisée par son “absence
de mémoire”. Par exemple, la durée de vie d’un matériel idéal qui ne subirait
aucun vieillissement est une variable aléatoire exponentielle.
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La loi gaussienne (ou loi normale)

Nous montrerons plus tard que 'application f définie par :

1 22
= 2
VeeR, f(x) N e

vérifie bien [, f(z)de = 1. Comme il est clair que f € Cy(R,Ry) (elle
est méme continue), 'application f représentée ci-dessous est une densité de
probabilité appelée densité gaussienne (ou normale) centrée réduite. La loi
associée est notée N(0,1).
Si nous fixons deux paramétres p € R et o > 0, nous déduisons de ce qui
précede que I'application f, , définie par :

1 _ (a—w)?
e 202
vV 2mo?

est aussi une densité de probabilité (il suffit de faire un simple changement
de variable dans une intégrale pour le voir). On I'appelle densité gaussienne
(ou normale) de paramétres u et o2. La loi associée est notée N (u, 02).

Ve eR, fu.(x)=

La loi de Cauchy

Pour tout a > 0 fixé, nous définissons 'application f, par :

a 1
On a bien sar f € Cp(R,Ry) (elle est méme continue) et 'on calcule :
“+o00 1 +o00
fo(z)de = — [arctan f] =1
- T

ald—oco

L’application f, est donc une densité de probabilité appelée densité de Cau-
chy de paramétre a. La loi associée est notée C'(a).

La loi gamma

Pour a > 0 et A > 0, nous définissons I'application g, \ par :

a

['(a)

Gax(T) = e_’\ﬂﬁx“_llﬂg*+ (x).

Dans le cas @ > 1 et A > 0, on vérifie immédiatement que g, € Cpr (R, Ry)
et I'on calcule, avec le changement de variable y = Az,

[ o= s [ e e = s [ ety =
Gar(z)dr = e x x = e Yy y=1.
- * F(a) 0 F(a) 0

o0
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L’application g, » est donc une densité de probabilité appelée densité gamma
de paramétres a et A. La loi associée est notée v(a, \).

Remarque. Dans le cas (a, A) € |0, 1[xR*, on a g, » € Cy(R, Ry ) puisque :

a
e 27! = 4o0.

xlg&r ga () = xlg(%r ['(a)

L’application g, n’est donc pas une densité de probabilité sur R, au sens
de la Définition [14.1.1} page 255l Néanmoins, on a g, € Cu (R, R, ) et
fRi ga,x = 1. Nous dirons que g, est une densité de probabilité sur R7,

permettant de définir la loi y(a, A) dans le cas général (a, \) € (R%)2.

Cette difficulté technique n’aura aucune incidence quand nous étudierons la
loi y(a, A) dans la suite car nous prendrons toujours soin de nous ramener a
des calculs d’intégrales sur R .

14.3 Fonction de répartition

Proposition 14.3.1 Soit f € Cyy(R,R,) et X une variable aléatoire réelle.
L’application [ est une densité de probabilité et la variable X admet [ pour
densité si et seulement si la fonction de répartition de X est donnée par :

Vz € R, FX(m)—/z () dt. (14.1)

Démonstration: Dans le sens direct, cela résulte de la définition
avec I =] — 00, z].
Dans le sens réciproque, en faisant tendre z vers I'infini dans I'égalité (14.1)),
on obtient grace au théoréme [13.3.3] page 250}
+00
f(t)dt =1,
— 0o
et donc f est bien une densité de probabilité. En outre, la variable X suit
bien la loi de densité f puisque la fonction de répartition caractérise la loi
d’une variable aléatoire réelle.
O

A titre d’application, nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 14.3.2 Soit X une v.a.r. admettant la densité f. Nous défi-
nissons la v.a.r. Y =X +pu, ou p € R et 0 > 0 sont deuxr parameétres firés.
Alors Y admet la densité f,, définie par la formule :

Vo €R, fuo(z)= % ¥ (x - “) (14.2)

o
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Démonstration: Calculons la f.r. de Y pour tout t € R :

Fya):p(ygt):P(axwgt):P(Xgt‘“).

g

Puisque la variable X admet la densité f, nous en déduisons :

Vi€ R, Fy(t):/”f(x)dx.

Dans cette intégrale, nous effectuons le changement de variable y = ocx+pu <
x = *=£, ce qui nous donne :

Vt € R, Fy(t)_/t f(y;u>§dy.

La proposition [14.3.1| nous permet d’en déduire que I’application f, , définie

par la formule (14.2) est une densité de probabilité et que Y suit la loi de
densité f, ..

g

Proposition 14.3.3 Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de ré-
partition Fx et f € C(R,R,). Alors la variable X admet f pour densité si
et seulement si F'x est dérivable sur R avec :

Ve e R, Fy(z)= f(2).

Démonstration: Supposons que X admet la densité f. Alors la fonction
de répartition de X est donnée par :

Vz € R, FX(w):/gc F(t) dt.

Comme f est continue, nous en déduisons que F'y est dérivable sur R et que
[A—

FX —_— f.

Dans le sens réciproque, puisque F'x est une primitive de f, nous avons pour

tous réels w < x :

/xf(t) dt = Fy(x) — Fy(w).

Si nous faisons tendre w vers —oo dans I’égalité précédente, nous obtenons

grace au théoréme [13.3.3]:
Ve € R, / f(t)dt = Fx(x).

Ceci nous permet de conclure, en vertu de la proposition [14.3.1] U
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Remarque. Cet énoncé admet une généralisation au cas f continue par
morceaux. Le lecteur pourra consulter [DAN 408] a ce sujet.

U
Voici une application de la proposition [14.3.3]: Soit X v.a.r. de loi uniforme
sur l'intervalle | — 7, Z[. Que vaut la loi de Y = tan X ?

Calculons la f.r. de Y pour tout t € R :

arctant 1

Fye(t) = P(Y < 1) = P(X < arctant) — / Lin =

™ ™

arctant + g

Wl

Cette fonction étant de classe C! sur R, en calculant f = F}., nous déduisons
de la proposition précédente que Y admet pour densité 'application f définie
par f(z) =+ - pour tout z € R.

Autrement dit, Y suit la loi de Cauchy de paramétre 1.

Remarque. La fonction de répartition d’une v.a.r. de densité f s’écrivant
Fx(t) = ffoo f(z)dz, c’est en particulier une application continue, d’otu le
qualificatif « continue » donné a la v.a.r.

Pourquoi précise-t-on v.a.r. absolument continue? Parce que les v.a.r. ad-
mettant une densité ne sont qu’un cas particulier de variables dont la f.r.
est continue. C’est néanmoins le seul type de variables continues que nous
examinerons dans le cadre de ce cours.

14.4 Espérance. Théoréme de transfert

Définition 14.4.1 Soit X une variable aléatoire réelle de densité f. On ap-
pelle espérance de X le nombre réel

+o0
E[X]:/_ xf(z)de,

o0

des lors que cette intégrale impropre est absolument convergente.

Nous énoncons simplement ici un important résultat sur lequel nous revien-
drons plus précisément dans le chapitre suivant dans le cas des vecteurs
aléatoires.

Théoréme 14.4.2 (de transfert) Soit X une variable aléatoire réelle de
densité f. Pour toute application i € Cy(R,R) telle que 1| f soit intégrable
sur R, la variable aléatoire (X)) admet pour espérance :

E[y(X)] = / () (@) da.
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Remarque. La variable aléatoire ¢(X) n’admet pas forcément de densité,
comme nous le constatons en prenant 1) = 0. U
Le théoréme de transfert admet une sorte de réciproque (hors programme)
que nous énonc¢ons maintenant.

Proposition 14.4.3 Soient X une variable aléatoire réelle et f: R — Ry
une application intégrable sur R. Alors, il y a équivalence entre les deux
propositions sutvantes :

1. L’application [ est une densité de probabilité sur R et la variable aléa-
toire réelle X admet f pour densité.

2. Pour toute application 1 € C°(R,R) bornée, la variable aléatoire (X))
admet pour espérance :

E[p(X)] = / (o) () da.

Le lecteur est invité a consulter [DAN 438-450] pour des exemples et pro-
priétés de variables & densité (que Dantzer appelle des variables continues).

14.5 Moments d’une variable aléatoire

Le lecteur pourra étudier dans le livre I’ESCOFFIER ou dans le tome 1
d’OUVRARD (par exemple) les notions de moments, variance et écart-type
d’une variable aléatoire réelle en distinguant le cas discret et le cas ou la
variable admet une densité.

Une application importante de la notion de variance est I'inégalité de Bienaymé-
Tchebychev, qui est une clé dans la démonstration de la loi faible des grands
nombres. Dans I’énoncé suivant, la v.a.r. X est soit discréte, soit a densité.

Proposition 14.5.1 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Considérons
une variable aléatoire réelle X admettant un moment d’ordre 2.
Pour tout t > 0, nous avons :

VarX
t2

P(IX - EX]| > 1) <

Dans les ouvrages cités ci-dessus, le lecteur trouvera encore les notions de
covariance et de coefficient de corrélation pour un couple de variables aléa-
toires. Ces notions sont introduites en distinguant a nouveau le cas discret et
le cas ou les variables admettent des densités, conformément au programme
officiel.
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14.6 Exercices sur les fonctions de répartition

Dans cette section, nous regroupons quelques exercices sur les variables aléa-
toires réelles qui peuvent tous étre résolus en utilisant la notion de fonction
de répartition. En outre, les exercices [14.6.3| , [14.6.4] et [14.6.5] peuvent étre
résolus par une seconde méthode : utiliser la proposition en faisant un
changement de variable dans une intégrale sur R.

14.6.1 Minimum de variables exponentielles.

Soient Xi,---, X, des v.a.r. suivant des lois exponentielles de paramétres
respectifs A\j,---, A\,. On suppose que ces v.a.r. sont indépendantes , ce qui
équivaut a :

V(z:)1<i<n € R™ | les événements {X; < z;},1 < i < n, sont mutuellement
indépendants.

Calculer la loi de X = minj<;<,, X; .

14.6.2 Variables amnésiques.

[COT 91-92| Soit T une v.a. a valeurs réelles telle que, pour tous s,t > 0, on
ait :

P(T>t+s)=P(T >t)P(T > s).
Le but de cet exercice est de montrer que, soit P(T > 0) = 0, soit T" suit une
loi exponentielle.
1. Montrer que si P(T" > 0) > 0, alors pour tout ¢t > 0, P(T" > t) > 0.
2. On définit alors 'application f(t) =In P(T >t), t > 0.

Montrer que f(x) = zf(1) pour tout z rationnel positif, puis pour tout
x réel positif.

3. Conclure.

14.6.3 Loi du x? & un degré de liberté.

[COT 83 et 86
Soit X ~ N(0,1). Montrer que la variable aléatoire réelle Y = X? admet
pour densité 'application f : R — R, définie par :

YyeR fly) =

V;r_yeXp(_%)lRi(y)'

Cette densité définit la loi du x? a un degré de liberté.
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14.6.4 Loi gaussienne dans R.

Soit X ~ N(0,1). Montrer que la variable aléatoire réelle Y = m + o X, ou
m € R et ¢ > 0, admet une densité que 'on calculera. Comment s’appelle la
loi de Y7

14.6.5 Avec une loi de Cauchy.

[COT 52-53] Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi de Cauchy
de parameétre 1.

1. Quelle est la loi de a X, ot a € R*?

2. Montrer que Y = In|X| admet la densité : p(y) = —

mcoshy”
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Chapitre 15

Vecteurs aléatoires et
indépendance

Remarque préliminaire : Les expressions vecteur aléatoire de dimen-
ston n et variable aléatoire a valeurs dans R™ sont synonymes. Il est donc
approprié de s’intéresser aux vecteurs aléatoires dans le cadre d’une lecon
telle que « Variables aléatoires possédant une densité. Exemples. »

Pour introduire la notion de vecteur aléatoire, nous nous intéressons a quelques
situations particuliéres :

— Nous choisissons une personne au hasard dans la population francaise ;
soitt X son age et Y son taux de cholestérol. Est-ce qu’il y a un lien
entre les v.a.r. X et Y ou bien prennent-elles leurs valeurs de facon
indépendante ?

— Nous observons la trajectoire de la fusée Ariane en repérant sa po-
sition & différents instants ¢;,1 < ¢ < p, grace a ses coordonnées
(X4, Yi,, Z4,), 1 < i < pdans un certain repére orthonormé. Pour tenir
compte des erreurs entre la trajectoire idéale et la trajectoire réelle,
chacune de ces coordonnées est considérée comme une v.a.r. Une idée
de la trajectoire réelle nous est alors donnée par le “grand vecteur”
(X4, Yo, Zoys oo Xy, Ve, Zy,) qui est aléatoire.

— Dans une chaine de production, le responsable du controle qualité pré-
léve p piéces au hasard sur la production de la journée et en mesure
les masses respectives Xi,---,X,. Comment peut-il estimer le poids
moyen d’une piéce produite dans la journée ou encore I'écart-type de
la masse d’une piéce ?

Dans toutes ces situations, nous constatons notre besoin d’étudier plusieurs
variables aléatoires réelles simultanément et non plus une par une. De fa-

265
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¢on générale, nous sommes amenés a étudier des n-uplets dont chacune des
composantes est une variable aléatoire réelle.

15.1 Les vecteurs aléatoires et leurs lois

Dans toute la suite, nous considérerons un espace probabilisé (02, A, P).

Avant de définir les vecteurs aléatoires a valeurs dans R™, nous rappelons que
la tribu borélienne sur R" est la tribu engendrée par ’ensemble des ouverts
de R™ (pour la topologie usuelle).

Proposition 15.1.1 Soit n € N*. La tribu B(R") est engendrée par l’en-
semble des pavés ouverts a extrémités rationnelles, c¢’est-a-dire par :

&= {H]ai,bi[ avec (G, -+ ,Qp, by, -+ by) € QZ”}

=1

Démonstration: Puisque ces pavés sont ouverts, on a (&) C B(R™).
Prouvons 'inclusion inverse.

Si nous munissons R™ de la norme infinie (||(z1,- -, 2n)|loc = SUP1<i<yp [7il),
nous constatons que les boules ouvertes sont des pavés ouverts. On conclut
alors en utilisant le méme schéma de démonstration que pour le premier point

de la proposition [13.1.2
O

Remarque. On montre facilement que la tribu B(R™) est aussi engendrée
par I’ensemble des pavés fermés a extrémités rationnelles, c’est-a-dire par :

g/ — {H[a“bz] avec (al,-.. ’an’bl’,,, 7bn) c @271}

=1

De facon similaire a ce qui a été fait dans le chapitre précédent a propos des
variables aléatoires réelles, nous définissons les vecteurs aléatoires a valeurs
dans R" comme suit.

Définition 15.1.2 On appelle variable aléatoire o valeurs dans R"™ (ou vec-
teur aléatoire o valeurs dans R™, ou vecteur aléatoire de dimension n) défini
sur (2, A, P) toute application X : Q — R"™ vérifiant :

VB € B(R") X Y(B)c A. (15.1)
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Un résultat général de la théorie de la mesure permet de démontrer la pro-
position suivante, que nous admettrons.

Proposition 15.1.3 Soit £ un ensemble de parties de R™ qui engendre la
tribu B(R™). Alors une application X : Q — R™ est un vecteur aléatoire
n-dimensionnel sur (2, A, P) si et seulement si la condition suivante est
satisfaite :

VBe& X '(B)e A

Cette proposition admet un corollaire important, qui sera notre outil princi-
pal pour démontrer qu'une application X : 2 — R" est un vecteur aléatoire
défini sur (€2, A, P). Avant de I’énoncer, nous introduisons quelques nota-
tions. Pour tout 1 < ¢ < n, nous appellerons ¢; : R* — R la ¢-éme projection
canonique, définie par :

Ve = (21, ,2,) ER" ¢i(x) = ;.

Pour tout 1 <4 < n, nous considérons alors I'application X; = ¢;0X : Q - R
de sorte que nous pouvons écrire 'application X & valeurs dans R" sous la
forme X = (Xy,---, X,).

Corollaire 15.1.4 L’application X : Q — R" est un vecteur aléatoire de
dimension n sur (§, A, P) si et seulement si pour tout 1 < i < n, Uapplication
X; = ¢;0 X : Q — R est une variable aléatoire réelle sur (2, A, P).

Démonstration: Supposons que X est un vecteur aléatoire n-dimensionnel
et montrons que pour tout 1 < i < n et tout intervalle réel |a, b[, nous avons
X;"(Ja,b]) € A, ce qui suffira a établir le sens direct de notre corollaire

d’aprés la proposition [13.2.2l Or nous avons 'égalité :
X 1a,b) =X Rx--- Ja,b] ---xR)e A
—~—

1
i-éme position
puisque R X ---]a,b[- - - X R est un ouvert donc un borélien de R".

Passons au sens réciproque. D’aprés la proposition précédente, il suffit de
vérifier que pour tout pavé ouvert [[7_,]a;, b;[, nous avons :

X_1 <ﬁ]a,,bz[) S ./4

i=1
Or ceci résulte de 1'égalité :
X! <H]ai,bi[> =X " (ai, bif) -
i=1 i=1 p

N—_——
A
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Remarque. Autrement dit, un vecteur aléatoire de dimension n n’est autre
qu’un n-uplet dont toutes les composantes sont des variables aléatoires réelles.
Une conséquence immédiate de ce corollaire est que 'ensemble des vecteurs
aléatoires n-dimensionnels définis sur (€2, A, P) est un R-espace vectoriel.

Nous continuons a généraliser ce qui a été fait dans le chapitre précédent
a propos des variables aléatoires réelles, en définissant la loi d’un vecteur
aléatoire a valeurs dans R"” comme suit.

Théoréme et définition 15.1.5 Considérons un espace probabilisé (€2, A, P)
et un vecteur aléatoire n-dimensionnel X : (2, A) — (R", B(R")).
Alors Uapplication Px : B(R") — [0,1] définie par :

VB € B(R") Py(B)=P(X € B)

est une mesure de probabilité sur l’espace mesurable (R™, B(R™)), appelée loi
de probabilité (ou simplement loi) du vecteur aléatoire X.

Démonstration: Tout-a-fait similaire a celle qui a été faite dans le cas des
variables aléatoires réelles. 0

15.2 Vecteurs aléatoires discrets

Définition 15.2.1 Un vecteur aléatoire n-dimensionnel X = (Xy,---,X,)
est dit discret si toutes ses composantes Xy, -+, X, sont des variables aléa-
toires réelles discrétes.

Pour tout 1 < i < n, nous notons E; = X;(€2) qui est donc un sous-ensemble
réel fini ou dénombrable. Notons qu’alors X () C Ey X - -+ x E,, est un sous-
ensemble de R"™ également fini ou dénombrable. Le lecteur pourra montrer
que connaitre la loi d’un vecteur aléatoire discret équivaut i connaitre toutes
les quantités suivantes :

P(Xllev"'7Xn:xn)7 ﬂflEEl,"',l’nEEn.

Nous renvoyons le lecteur & [MEY] IV.3, IV.5, V et VII pour les notions liées
aux vecteurs aléatoires discrets.

15.3 Vecteurs aléatoires & densité

Dans cette section, nous écrirons les énoncés dans le cas de la dimension 2
pour alléger les écritures mais tout se généralise en dimension n. Un vecteur
aléatoire de dimension 2 est encore appelé couple aléatorre.
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Définition 15.3.1 On appelle densité de probabilité sur R? toute application
f :R? = R, intégrable et telle que :

flz,y)dedy = 1.

R2
Exemple. Si D C R? admet une aire non nulle et finie, alors I'application
f:R? — R, définie par :

1
aire(D)

v($7y> GRQ f(xvy): ]-D(mvy)

est une densité de probabilité appelée densité uniforme sur D.

Définition 15.3.2 On dit qu’un couple aléatoire (X,Y) admet f pour den-
sité st pour tous intervalles réels I et J, on a ’égalité :

PXel,Yel)= f(z,y)dxdy.
IxJ
Remarques.
1. L’égalité précédente s’écrit évidemment de facon équivalente :

P((X,)Y)elxJ)= f(z,y)dz dy.

IxJ

Un résultat de théorie de la mesure nous dit alors que
P(XY) € B) = [ fag)dedy,
B

pour tout sous-ensemble B C R? pour lequel I'intégrale du membre de
droite a un sens (par exemple un domaine simple du plan).

2. Il n’est pas nécessaire de vérifier a 'avance que f est une densité de
probabilité sur R? mais seulement que f est une application positive
et intégrable sur R2. En effet, en appliquant 1'égalité précédente avec
I = J =R, on en déduit que f est bien une densité de probabilité.

Théoréme 15.3.3 (de transfert) Soit (X,Y) un couple aléatoire de den-
sité f et ¢ : R? — R une application telle que ||f soit intégrable sur R2.
Alors ¥(X,Y) est une variable aléatoire réelle qui admet pour espérance :

Ep(X,Y)] = IR{ﬂ(zy)f(x,y) dz dy.
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Conformément au programme, nous admettons ce théoréme. Remarquons
simplement que ¢(X,Y’) n’est pas nécessairement une variable & densité,
comme nous le voyons en prenant ¢ = 0.

En fait, on peut raffiner le théoréme précédent en énoncant une équivalence[l]

Proposition 15.3.4 Soient (X,Y) un couple aléatoire et f: R?* — R, une
application intégrable sur R2. Alors, il y a équivalence entre les propositions :

1. L’application f est une densité de probabilité sur R? et le couple aléa-
toire (X,Y) admet f pour densité.

2. Pour toute application ¢ : R* — R telle que || f soit intégrable sur
R2, on a l’égalité :

Ep(X.Y)] = [ ¥(z,y)f(x,y)dzdy.

R2

Démonstration: L’implication 1 = 2 n’est autre que le théoréme de trans-
fert. Montrons donc 2 = 1.

En appliquant une premiére fois notre égalité avec ¢ = 1, nous obtenons que
f est bien une densité de probabilité sur R2.

Pour tous intervalles réels I et .J, nous appliquons maintenant 1’égalité avec
1 = 174 s. Remarquons d’abord que

El5,,(X,Y)] = E[l{XeLyEJ}] =P(Xel,Yel).
Nous obtenons donc :
P(Xel,LYelJ) = f(z,y)dxdy,
IxJ

d’o1t la conclusion.

0

Remarque. Pour éviter d’avoir a vérifier Uintégrabilité de [¢|f, nous ad-
mettrons que I'équivalence reste valable en remplacant la proposition 2. par :
Pour toute application 1 € C°(R? R) bornée, on a I'égalité :

ERp(X.Y) = | ¢(@y)f(z,y)dedy.
R
En utilisant le théoréme du changement de variable dans des intégrales
doubles; on prouve [FOA 197-198] le résultat suivant qui est trés utile pour
effectuer des calculs pratiques de densités de couples aléatoires.

1. Cette équivalence n’est pas au programme officiel du concours interne.
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Proposition 15.3.5 Soit ® un C*-difféomorphisme de U sur V, ou U et V
sont deuz ouverts de R?. Considérons un couple aléatoire (X,Y) admettant
une densité f nulle en dehors de U (donc P[(X,Y) € Ul =1) et définissons
un nouveau couple aléatoire en posant (S,T) = ®(X,Y).

Alors (S,T) admet pour densité lapplication g définie par :

V(S,t) < R27 g(S,t) = f © @_1<S7t) |J‘1>*1(87t)| 1V(87t) )
ol Jp-1(s,t) désigne le déterminant jacobien du difféomorphisme ®~1.

Le lecteur, aprés avoir lu la section suivante sur I'indépendance de variables
aléatoires, pourra utiliser ce corollaire pour résoudre les exercices [15.6.4] et

10.6.5]

Nous terminons cette section par un résultat sur 'existence de densités pour
les v.a.r. coordonnées d’un vecteur aléatoire admettant une densité.

Proposition 15.3.6 Si le couple aléatoire (X,Y) admet une densité f sur
R2, alors les variables aléatoires réelles X et Y admettent respectivement des
densités de probabilité sur R données par :

fx(z) = / fa)dy o frly) = / f(z,y) da,

des lors que ces applications fx et fy sont continues par morceaur.
On les appelle les densités marginales.

Démonstration: Nous faisons la démonstration pour la variable X ; la
démonstration pour Y s’en déduit par symétrie.
Soit I un intervalle réel quelconque ; nous avons alors les égalités :

P(Xel)=P((X,Y)eIxR) :/] Rf(x,y)dmdy.
X
Si nous définissons l'application fy : R = R, par:
VeeR fxla) = [ fGa)dy
alors le théoréme de Fubini-Tonelli implique que fx est intégrable sur R et
f(z,y) dedy = /Ifx(:zz) dz.

Finalement, nous avons bien montré que pour tout intervalle réel I,

P(XEI):/IfX(x)dx.

IxR
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Remarque. Ainsi, si un vecteur aléatoire admet une densité,alors chacune
de ses composantes est une variable aléatoire a densité. Il est & noter que la
réciproque est fausse. En effet, soit X une variable aléatoire réelle a densité
(nous pouvons prendre X ~ N(0,1) par exemple). Nous allons prouver que
le couple aléatoire (X, X)) n’admet aucune densité, ce qui nous fournira un
contre-exemple.

Notons A = {(z,y) € R? 2 = y} la premiére diagonale du plan. Nous avons
bien siur P[(X, X) € A] = 1.

Raisonnons par 1’absurde en supposant que le couple aléatoire (X, X) admet
une densité f. Nous avons alors :

PUX.X) € A= [ o) dady = [ 1oy (og) dudy

D’aprés le théoréme de Fubini-Tonelli, cette derniére intégrale vaut :

/R (/R 1xyf(x,y)d:c) dy = /R (/yy f(g;,y)dx) dy =0,

d’ol une contradiction. O

15.4 Indépendance de p v.a.r.

Dans toute cette section, on fixe un entier p > 2.

Définition 15.4.1 On dit que p variables aléatoires réelles Xy, ..., X, sont
indépendantes (sous-entendu dans leur ensemble) si pour tous intervalles
réels I, ..., I,, on a 'égalité :

P(X,eh,....X,eL,)=P(X,€1,)---P(X, € L)

Un instant de réflexion permet de constater que cette condition équivaut a :
Pour tous interv. réels Iy,..., I, , les événements {X; € L},...,{X, € L,}
sont indépendants dans leur ensemble.

Proposition 15.4.2 On considére p variables aléatoires réelles X, ..., X,
indépendantes et admettant des densités respectives fx,,..., fx,
Alors le vecteur aléatoire (Xy,...,X,) admet pour densité Uapplication f :

R? — R, définie par :

v(xla"'vxp) € RP f(gjla"'vxp) = le(‘rl) "'pr(:Bp)
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Remarque. [I’existence de cette densité est déja un résultat intéressant en
soi. En outre, sous nos hypothéses, nous obtenons une formule explicite de
cette densité.

Démonstration: Pour tous intervalles réels Iy, ..., I,, on a I'égalité :
P P
P(Xl € Il,...,Xp € [p> = HP(XZ € L) = H/ f)Q(.I’Z)d.CBl
i=1 i=171i

Comme les applications fx,,1 <4 < p sont toutes positives, le théoreme de
Fubini nous permet d’en déduire :

P((Xl,...,Xp) el x--- X Ip) :/ f(xl,...,xp)dxl...dxp,
Iy - x1Ip

ou I'application f est définie comme dans I’énoncé, d’ou la conclusion.
O
Réciproquement, nous avons le résultat suivant :

Proposition 15.4.3 Supposons que le vecteur aléatoire (X, ..., X,) admet
pour densité une application f : RP — R, a variables séparables, c’est-a-dire
vérifiant

V(:El, cee :xp) € va f(wla s 7xp) = fl(xl) T fp(xp)’

ot les applications f; : R — R, sont intégrables. Alors :
1. Les variables aléatoires réelles Xy, ..., X, sont indépendantes.

2. Pour tout 1 < i < p, la variable aléatoire réelle X; admet une densité
de la forme

Ixi(w5) = cifi(ws),

ot les ¢; sont des constantes positives telles que [[7_, ¢; = 1.

Démonstration: Dans un souci d’alléger les notations, nous I’écrirons dans
le cas p = 2 mais elle se généralise immeédiatement.

D’aprés la proposition [15.3.6] , la variable aléatoire réelle X; admet pour
densité

F () = / f (@1, 22) dy = / Fulon) falwa) ds = e ful)
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ou l'on a posé ¢y := fR fo(za) dzoy € R, puisque fy a été supposée intégrable.
Par un raisonnement symétrique, on montre que X, admet une densité de la

forme fX2 (172) = Cgfg(l‘g).
D’une part, nous avons :

g fx, (1) fx, (22) doydagy = ( /R le(l’l)dxl) < /R fXQ(@)de) =1

puisque fx, et fx, sont des densités de probabilité sur R.
D’autre part, nous avons, en utilisant les égalités précédentes :

fxi(@1) fx, (22) dydy = ez fi(z1) fo(x2) dzrdzy = cico
R2 R2
puisque f(z1,72) = fi(z1)f2(z2) est une densité de probabilité sur R2.
Nous en déduisons 1’égalité c;co = 1. Notons qu’elle a pour conséquence :

V(z1,20) € R® flan,22) = fx, (21) fx,(22) (15.2)

Il nous reste & démontrer 'indépendance des v.a.r. X; et Xs.
Pour tous intervalles réels I, I, nous avons 1’égalité :

P(Xiel,Xo€h)=P((X1,Xy) €, x L) = / f(x1,22) dv1dwy

]1 ><12

D’aprés 'égalité (15.2)) , nous avons donc :

P(Xl c Il,Xg € IQ) = / le(JIl)fXQ(JIg)dIldLL’Q

Il XIQ
Comme les applications fx, et fx, sont positives, le théoréme de Fubini nous
permet d’en déduire :

P(X,e€l,,X,€ ) = ( i fxl(asl)dm) (

d’o1t 1a conclusion. O

fXQ(sz)dflfg) = P(Xl < ]1)P(X2 € IQ)

Iz

15.5 Produit de convolution de densités

Définition 15.5.1 Soient f et g des densités de probabilité sur R. On appelle
produit de convolution des densités [ et g, noté fx*g, Uapplication de R dans
R, définie comme suit :

+oo

Ve eR, fxg(r)= flx—y)g(y) dy.

Proposition 15.5.2 Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indé-
pendantes admettant des densités respectives f et g. Si fxg € Cy(R,R),
alors la variable aléatoire réelle X +Y admet pour densité f * g.
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Démonstration: D’aprés la Proposition [15.4.2] le couple aléatoire (X,Y)
admet pour densité f(z,y) = fx(x)fy(y) sur R%

Appliquons la Proposition avec U=V =R% et ®(z,y) = (v +y,y) si
bien que ®~!(s,t) = (s — t,t) et Jp-1(s,t) = 1.

Nous en déduisons que le couple aléatoire (X+Y,Y) admet la densité g(s,t) =
f(s—t,t) = fx(s—1)fy(t) sur R

La Proposition nous permet alors de conclure en calculant la premiére
densité marginale de ce couple aléatoire. O

Remarque. Le lecteur trouvera dans [OUV! 203-204| une démonstration
alternative, bien adaptée au programme officiel.

Proposition 15.5.3 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de lois res-
pectives y(a, \) et (b, \) avec (a,b,\) € (R%)?. Alors, X +Y ~ ~v(a+b,\).

Démonstration: Notons comme suit la densité de la loi y(a, A) :

/\a

Gar(x) = me‘”xa_l 1gs (x).

Nous allons montrer que :

’ga,/\ * by = ga—i-b,)\‘ (15.3)

Ceci nous permettra de conclure puisque la variable aléatoire X + Y admet
alors g,+p pour densité.

Par définition du produit de convolution, nous avons :

—+o0
Vi € R, gon * gor(x) = / dan(@ — 9)gsn(y)dy

—00

En tenant compte des indicatrices de R* intervenant dans les densités, nous
constatons que cette intégrale est nulle pour z < 0 et que
Vo € RY, gy * gb/\(x) — : ie—/\(z—y)(x _ y)“_l)\—be_wyb_ldy
e o I'(a) I'(b)

Ainsi, nous avons :

Ga,x * gb,A(x) =

a+b —\x xT a— — .
#;(b)e AT (@ —y) Ty dy sia >0 (15.4)
0 sinon
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Arrétons nous un instant sur cette derniére intégrale. Fn posant le change-
ment de variable y = 2t <= t = £, nous obtenons :

T 1
/ (l’ o y)aflybfldy — / xafl(l o t)aflxbfltbflxdt — l.aerle(b’ CL)
0 0

avec, par définition de la fonction Béta, B(b, a) fo =1 )2 1dt. On sait
que B(b, a) = B(a,b) (il suffit de poser le changement de Varlable s=1-t)
donc 'égalité (15.4) se réécrit finalement :

)\a—i—b
[(a)l'(b)

Puisque goa * gox € Ci(R,R), la Proposition nous dit que cette ap-
plication est une densité de probabilité. D’autre part, nous constatons que
Ja,x * gpx €st proportionnelle a la densité g,4 . Nous en déduisons que ces
densités sont égales : nous obtenons donc bien I'égalité (15.3). En outre, la

constante de proportionnalité valant a la fois 1 et FF((‘;JFFE) B (a b) nous avons

« en bonus » I'égalité : B(a,b) = I'(a)I'(b)/I'(a + b). O

Vx € ]Rv Gax * gb,)\(x) = e_Aa:xa—'_b_lB(av b)lRi (‘T)

Application 15.5.4 (Loi d’Erlang) Si X,..., X, sont indépendantes de
méme loi E(N), alors Xy + --- + X,, admet la densité :

/\n

n—1_-—Xz
m X (& ]-]Rj_ (l‘)

(Cette densité définit la loi d’Erlang de paramétres n et A : elle a été intro-
duite historiquement pour étudier le nombre de clients contactant simulta-
nément un centre d’appels téléphoniques.)

Démonstration: On vérifie que v(1,\) = £(N\) et la proposition précé-
dente nous permet d’en déduire que [E(A)]*" = v(n,\) qui a bien la densité
annoncée.

0

Application 15.5.5 (Loi x?(n)) Si X1, ..., X, sont indépendantes de méme
loi N(0,1), alors X7+ -+ X2 admet la densité :

1

n/2—1_—x/2
— e 1p+ (x
on/21 (g) R+( )

(Cette densité définit la loi du Khi-deux a n degrés de liberté, notée x%(n),
qui permet de construire un test statistique trés utilisé.)
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Démonstration: Si Y ~ N(0,1), alors Y2 ~ ~ (%, %) : cela se vérifie en
calculant la fonction de répartition de Y?2.

Comme les v.a.r. X7, ..., X? sont indépendantes, leur somme suit la loi
[ (%, %)]*” = (g, %) dont on reconnait la densité. O

15.6 Exercices

15.6.1 Calcul de densité marginale.

Soit (X,Y) un couple aléatoire a valeurs dans R?, admettant pour densité :

1 ye™

p(z,y) = 1r: (y).

T2+ 2
Vérifier que p est bien une densité sur R? et calculer la densité marginale de
la variable aléatoire réelle Y.

15.6.2 Densité gaussienne en dimension 2.
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire a valeurs dans R? de densité :

1 1 x? xy  y?
e — (9L T
p(x,y) QWUT\/?erXp{ 2(1 _pQ)(O_Q pO'T + 7_2)} )

ol o et T sont deux réels positifs strictement et |p| < 1.
Montrer, par un calcul de densités marginales, que :

X ~N(0,0%) et Y ~ N(0,7?).

15.6.3 Loi uniforme sur le disque

[OUV! 223]

Soit (X, Y') un couple aléatoire qui suit la loi uniforme sur le disque D(0,1) =
{(x,y) € R?, z*+y* < 1}. Calculer les densités marginales de X et Y et en
déduire que ces deux variables aléatoires réelles ne sont pas indépendantes.

Remarque. Avec la notion de covariance qui apparaitra dans la suite du
cours, il est facile de montrer que Cov(X,Y)=0 : on dit que les variables X
et Y sont décorrélées. Cet exercice nous fournit donc un exemple de variables
décorrélées mais non indépendantes.
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15.6.4 Gauss et Cauchy.

|[FOA 201]

On considére deux v.a.r. indépendantes S et 7' de méme loi NV (0,1).
Montrer que le couple (%, T) admet une densité que I'on calculera.

En déduire, par calcul de densité marginale, que % suit une loi de Cauchy de
parameétre 1.

15.6.5 Avec des lois exponentielles.

[OUV? 75-77]

Soient X ~ Exp(\) et Y ~ Exp(u) deux variables aléatoires réelles indépen-
dantes (A > 0, p > 0).

On définit les variables aléatoires réelles U = inf(X,Y) et V = | X — Y.
Montrer que U et V' sont indépendantes.

15.6.6 Méthode de Box-Muller

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi
uniforme sur |0, 1] . Nous définissons :

(S,7)=(V—2In X cos(27Y), vV—21In X sin(27Y"))

Montrer que S et T sont deux variables indépendantes de méme loi NV (0, 1).

Corrigé. Montrons que nous définissons bien un C!-diffeomorphisme de
Pouvert U =0, 1% sur I'ouvert V = R?\ (R4 x {0}) en posant :

O(x,y) = (V—2Inzcos(2my), vV—2Inzsin(2my))

En remarquant que p(z) = v—2Inz et 6(y) = 27y ne sont autre que les
coordonnées polaires du point ®(z,y), le lecteur constatera que ® est bien
une bijection de U sur V.

En outre, il est immédiat de vérifier que ® est de classe C*. Il nous reste
donc a prouver que ®! est bien de classe C' mais nous rencontrons une
difficulté pour expliciter cette bijection réciproque. En effet, si nous posons
O(z,y) = (s,t) € V, nous calculons facilement

( 82+t2>
v=exp | ——

mais il n’est pas possible de donner une formule simple pour y car nous
sommes amenés & « couper en morceaux » ’ensemble V. Nous préférons donc
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procéder indirectement en utilisant un théoréme de calcul différentiel.
Pour ce faire, nous calculons d’abord le déterminant jacobien de ®, et non
de ®~! comme d’habitude :

__cos(2my) — -
Ja(y) = x\/ﬁ 2rv—2Inzsin(2ry) | 2
—% 21/ —21In z cos(27y) x

Ce déterminant jacobien ne s’annulant jamais sur U, le théoréeme d’inversion
globale affirme que ®~! est bien de classe C! sur V.
En outre, nous avons I'égalité :

1 T 1 s2 +t?
J -1 t = ——ee e e = —— = — — —
v-i(s:1) Jo(x,y) 2m 2 exp( 2 )

Nous pouvons maintenant appliquer la Proposition [15.3.5] pour obtenir la
densité du couple (S,7) :

1 2412
— exp (—S ;r )1V(s,t)

27
Si nous 6tons 1y (s, t) de cette formule, nous ne modifions la densité que sur
la demi-droite Ry x {0}, qui est de « surface nulle » : cela ne change donc rien
aux valeurs des intégrales doubles dans lesquelles cette fonction intervient et
il est donc correct de dire que (S,7T) admet pour densité :

1 s*+t?
o(out) = o (-5 )

Cette fonction étant a variables séparables, la Proposition [15.4.3|nous permet
de conclure.
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Chapitre 16

Loi des grands nombres.

En ce qui concerne les théoremes limites (¢’est-a-dire les théorémes qui énoncent
des résultats asymptotiques) en calcul des probabilités, le programme com-
prend la loi faible des grands nombres avec sa démonstration par 'inégalité
de Bienaymeé-Tchebychev, ainsi que deux théorémes admis : la loi forte des
grands nombres et le théoréme central limite. Nous traiterons ce dernier
théoréme, encore appelé théoreme-limite central, et ses conséquences dans le
chapitre suivant, en nous concentrant dans le présent chapitre sur les deux
énoncés (faible et fort) de loi des grands nombres.

Introduction Un célébre fabricant de piles électriques affirme : “elles durent
deux fois plus longtemps”. Pour déterminer si c’est de la publicité menson-
gére ou non, il faudrait connaitre ’espérance de vie d’une pile de ce type
et la comparer a celle d’une pile “ordinaire”. Mais comment procéder dans
la pratique pour évaluer, au moins approximativement, la quantité abstraite
E[X], ou X est la durée de vie d’une pile en fonctionnement continu, que
nous modélisons par une variable aléatoire réelle ?

Une idée qui vient naturellement a ’esprit est de tester indépendamment les
unes des autres N piles du méme type et, en notant X;(w) la durée de vie de
la i-éme pile observée a la fin de cette expérience, de faire I’approximation
suivante pour N suffisamment grand :

Xi(w) 4+ -+ Xy(w)
N

Pour justifier cette démarche, nous aurons besoin de théorémes limites en
probabilité. Le premier, appelé loi des grands nombres, montre que 'on a
bien la convergence suivante dans un sens a préciser :

X 4+ X

lim = " — BIX].

n—00 n

~ F[X].

281
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Le second, appelé théoréme central limite, précisera a quelle vitesse la conver-
gence a lieu dans la loi des grands nombres, ce qui a une importance énorme
dans les applications pratiques (statistique, méthodes de Monte-Carlo...)
Notons que pour donner un sens mathématique rigoureux a la limite pré-
cédente, il ne suffit pas d’avoir un “grand nombre” de variables aléatoires
réelles X, .-+, Xy modélisant les durées de vie des piles testées mais une
suite (X;);en+ de variables aléatoires réelles. Notre hypothése de base est que
les durées de vie des différentes piles sont indépendantes les unes des autres
mais qu’elles ont toute le méme comportement aléatoire, plus précisément la
méme loi de probabilité. Avant d’aborder les théorémes limites, nous aurons
donc besoin d’étudier quelques propriétés d'une suite (X;);en+ de variables
aléatoires réelles indépendantes ayant toutes méme loi.

Dans toute la suite de ce chapitre, les variables aléatoires considérées sont
définies sur un espace de probabilité (2, A, P).

16.1 Suite indépendante équidistribuée.

Définition 16.1.1 Une suite de variables aléatoires réelles (X;)ien+ est dite
indépendante st pour tout k € N* et pour tous indices 1 < i1 < 19 < -++ < 1y,
les variables aléatoires réelles X;,,- -+, X;, sont indépendantes.

Une suite de variables aléatoires réelles (X;)ien+ est dite identiquement dis-
tribuée (ou équidistribuée) si toutes les variables aléatoires réelles X;,i € N*
ont méme loi de probabilité.

Une suite (X;)ien+ possédant ces deux propriétés est donc dite indépendante
identiquement distribuée (i.i.d. en abrégé).

Nous retrouverons cette hypothése tout au long de ce chapitre. Elle corres-
pond & une expérience répétée a 'infini dans des conditions identiques (bien
stir, dans la pratique, elle n’est répétée qu'un “grand nombre” de fois).

Par exemple, un jeu de pile ou face répété a l'infini est modélisé par une suite
i.i.d. de variables de Bernoulli de paramétre p.

Proposition 16.1.2 Soit (X;);en+ une suite i.i.d. et f € C(R,R). Alors la
suite (f(X;))ien+ est encore i.i.d.

Démonstration: Montrons d’abord que la suite (f(X;))ien+ est indépen-
dante, c’est-a-dire que pour tout £ € N* et tous indices 1 <77 < --- < g, les
variables aléatoires réelles f(X,), -, f(X;,) sont indépendantes.

Nous considérons donc des intervalles ouverts réels arbitraires I,--- , I et
nous calculons la probabilité suivante :

P[f(Xu) € [17"' ?f(X’Lk) € ]k] = P[Xll € f_1<11)7"' 7Xik € f_l(lk)]
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Remarquons que les sous-ensembles réels f~1(I;), -, f~1(}) sont ouverts
en tant qu’images réciproques d’ouverts par une application continue; ce
sont donc des éléments de la tribu borélienne B(R). Or, par hypothése, les
variables X; ,--- , X, sont indépendantes, si bien que nous pouvons encore
écrire la probabilité précédente sous forme du produit :

PIX;, € [ ()] P[X;, € [ (1)) = PIf(X;,) € ] -+ P[f(Xy,) € i),

ce qui nous permet de conclure.
Passons a la démonstration de 1’équidistribution de la suite (f(X;))iens-
En notant Py, la loi de probabilité de la variable aléatoire réelle X;, nous

avons par hypothése :
Vi e N* Py, = Px,.

Pour tout ¢ € N* et tout intervalle ouvert réel I, nous avons donc :
Pf(Xi) € I] = P[X; € f7H(I)] = Px,[fT/(I)] = Px,[f~'(D)] = P[f(Xy) € 1],

ce qui s’écrit encore :
Prx)(I) = Prxy(I).

Une loi de probabilité sur (R, B(R)) étant entiérement déterminée par ses
valeurs sur les intervalles ouverts, nous avons ainsi démontré :

Vi € N* Pf(Xi) = Pf(Xl)-
O

Remarque. Sinous avions considéré une suite (f;);en+ d’applications conti-
nues de R dans R, alors la suite (f;(X;));en+ serait encore indépendante mais
n’aurait aucune raison d’étre identiquement distribuée. Le lecteur pourra
adapter la premiére partie de la démonstration précédente a titre d’exercice.
Il est trés facile de trouver un contre-exemple en ce qui concerne 1’équidistri-
bution.

Notations : Dans la suite, nous noterons L'(Q, A, P) 'ensemble des va-
riables aléatoires réelles définies sur l'espace de probabilité (€2, .4, P) et ad-
mettant une espérance.

De méme, nous noterons L?(2, A, P) 'ensemble des variables aléatoires réelles
X définies sur I'espace de probabilité (€2, A, P) et admettant un moment
d’ordre deux, c¢’est-a-dire telles que X? admet une espérance.

Nous ferons I'abus de langage courant consistant a appeler variable de va-
riance finie une variable admettant un moment d’ordre deux. C’est un abus
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de langage parce que si X n’est pas une variable de variance finie, cela ne
signifie pas qu’elle a une variance infinie mais que sa variance n’est pas définie
du tout! C’est le cas par exemple si X suit une loi de Cauchy.

On démontre l'inclusion L*(Q, A, P) C L'(Q, A, P) en utilisant 'inégalité
|z| < 22 4 1 valable pour tout réel z.

Proposition 16.1.3 Soit (X;);en+ une suite identiquement distribuée (mais
pas nécessairement indépendante).
Alors nous avons l'équivalence suivante :

Vi e N* X; € LYQ, A, P)] < X, € L'Y(Q, A, P).

Nous dirons alors que la suite (X;) est dans L*(2, A, P) et, dans ce cas, toutes
les variables aléatoires réelles ont la méme espérance m = E[X;], i € N*.
De méme, nous avons l’équivalence :

Vi e N* X; € L*(Q,A P)| < X, € L*(Q,A,P).

Nous dirons alors que la suite (X;) est dans L*(2, A, P) et, dans ce cas, toutes
les variables aléatoires réelles ont la méme variance o® = VarX;, i € N*.

Démonstration: Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ou la
loi commune aux variables X; admet une densité de probabilité g.

Le lecteur pourra a titre d’exercice faire la preuve dans le cas ou cette loi
commune est discréte. Nous admettrons cette proposition dans les autres cas.
D’aprés le théoréme de transfert, nous avons pour tout ¢ € N* :

+o00
Bl = [ lelg(o)do = E[X.
—00
ce qui nous donne la premiére équivalence.
En outre, si 'intégrale impropre précédente est convergente, ce qui équivaut
a:
Vie N* X; € L'(Q, A, P),

le théoréme de transfert nous donne encore :

+oo

EX] = / v g(x) dz = E[X]
— 0o

et nous posons m := E[X}].

De facon similaire, nous obtenons la deuxiéme équivalence en écrivant, pour

tout ¢ € N* :

E[X? :/_ " 22 g(a) do = E[X2).

[e.9]
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Si cette espérance est finie, en gardant la notation m = E[X;] (qui a un sens
puisque L?(Q, A, P) C L*(Q2, A, P)), nous avons pour tout i € N* :

VarX; = E[X?] — m? = E[X?] — m? = VarX, = o°.
O

16.2 Convergences de suites de variables aléa-
toires réelles

16.2.1 Evénements négligeables, égalité presque sire.

Définition 16.2.1 Un événement A € A est dit négligeable si P(A) = 0.

En termes courants, un événement négligeable n’a donc “aucune chance de se
produire”, il est “extrémement improbable” mais il ne faudrait pas en conclure
pour autant qu’il est impossible : seul I’événement & est qualifié d’impossible.
Pour illustrer cette distinction, prenons ’exemple d’un nombre réel tiré au
hasard uniformément entre 0 et 1. Nous pouvons modéliser cette expérience
en prenant 2 = [0, 1], A = B([0,1]), qui est la plus petite tribu sur 2 conte-
nant tous les sous-intervalles de [0,1], et en prenant pour P la mesure de
Lebesgue, qui est (nous admettons son existence et son unicité) unique pro-
babilité sur (Q,.A) telle que :

V[a,b] C [0,1] P([a,b]) =b— a.

Soit & € [0, 1] arbitraire fixé. Nous constatons que I'événement A = {z} =
[z, x] est négligeable. Il n’est néanmoins pas impossible qu'un nombre tiré au
hasard entre 0 et 1 soit égal a x.

Proposition 16.2.2 Toute union finie ou dénombrable d’événements négli-

geables est encore un événement négligeable.

Démonstration: Soit (A4, ).en € AY une suite d’événements tels que :
YneN P(A,) =0.

Par propriété de sous-o-additivité de la mesure de probabilité P (cf. formule
(12.2) page [218]), nous avons alors :

P <U An> <> P(A,) =0,

neN neN

d’ou la conclusion. O
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Remarque. Cela n’a plus aucune raison d’étre vrai pour une union quel-
conque. Ainsi, si nous reprenons ’exemple précédent, nous avons :

Q= J {=},

z€[0,1]

qui n’est évidemment pas négligeable.

Définition 16.2.3 Un événement A est dit presque sir si [’événement com-
plémentaire A€ est négligeable.

Deux variables aléatoires réelles X et'Y sont dites égales presque stirement
si événement {w € Q, X(w) =Y (w)} est presque sir.

Un événement presque str est donc un événement de probabilité 1.
Deux variables aléatoires réelles sont égales presque stirement si et seule-
ment si I'événement {X # Y} est négligeable. A titre d’exercice, le lecteur
pourra en déduire que I'égalité presque stre est une relation d’équivalence
sur 'ensemble des variables aléatoires réelles définies sur (€2, A, P).

16.2.2 Convergences en probabilité et presque sfire.

Nous définissons maintenant deux types de convergence concernant les suites
de variables aléatoires réelles.

Définition 16.2.4 Soient (Y,),en+ et Y des variables aléatoires réelles dé-
finies sur un espace de probabilité (€2, A, P).

On dit que la suite (Y,) converge presque sidrement vers Y et l'on note
Y, 5 Y sl existe un événement négligeable N € A tel que :

Vwg N Y,(w) — Y(w).

. . .. P
On dit que la suite (Y,) converge en probabilité vers'Y et 'on note Y, G

n—-+oo
Y si:

Ve>0 P(Y,—Y|>e) — 0.

Proposition 16.2.5 Une limite en probabilité est unique modulo [’égalité
presque stre.
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Démonstration: Supposons que la suite (Y;,) converge en probabilité a la
fois vers Y et Z. Pour tout € > 0, nous écrivons alors 'inclusion (facile a véri-
fier en passant aux événements complémentaires et en appliquant 'inégalité
triangulaire) :

Y =z|>e c{lYu=Y|> 5 u{lva-2| > 5}

Par passage aux probabilités puis en faisant tendre n vers l'infini, nous en
déduisons : P(|Y — Z| > €) = 0.

Comme € > 0 était arbitraire, nous en déduisons que pour tout p € N¥,
P(lY — Z| > i) = 0.

Nous concluons alors en écrivant :

P(Y#Z):P(limT{|Y—Z|>Z%}) :hmTP(]Y—Z|>%) = 0.

O
Il serait facile de démontrer directement qu’une limite au sens de la conver-
gence presque sire est unique modulo 1’égalité presque stire (vous pouvez le
faire a titre d’exercice) mais cela va résulter de la proposition suivante.

Proposition 16.2.6 Si (Y,,) converge presque sirement vers Y, alors (Yy,)
converge en probabilité vers'Y .

Démonstration: Le lecteur est invité a lire [DAN 452]. O

Remarque. La réciproque est fausse : le lecteur pourra s’en convaincre en
étudiant le contre-exemple suivant.
Nous définissons une suite (I,,),en+ de sous-intervalles de [0, 1] comme suit :

. J j+1
VkeN Vje{0,1,---,2" -1} I2k+j:]ﬁv " }

Nous prenons alors pour espace de probabilité (2, A, P) = (]0, 1], B(]0, 1]), Ajo,1)

et nous définissons pour tout n € N* la variable aléatoire Y,, = 1; .

P : :
Nous constatons alors que Y, %) 0 mais que la suite (Y},) ne converge
n—-—+00

pas presque slirement puisque :

Vw e Q  limsupY,(w) =1 et liminf ¥, (w) = 0.
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16.3 Loi des grands nombres

Théoréme 16.3.1 (Loi faible des grands nombres) Soit (X;);en+ une suite
indépendante dans L*(2, A, P). Nous supposons que les variables X;, i € N*
ont toutes méme espérance, notée m, el méme variance.

Pour tout n € N*, nous définissons la moyenne empirique d’ordre n :

_ X+ + X,
X, = LT A

n

Alors nous avons la convergence en probabilité suivante :

Xan.

n—-+o0o

Démonstration: Pour tout n € N*, définissons la variable S, = Z?:l X;
de sorte que X,, = S,/n. Comme L?(€2, A, P) est un espace vectoriel, nous
avons S,, € L*(Q, A, P) et nous calculons immédiatement E[S,| = nm puis,
en utilisant I'indépendance des variables X,

Vars,, = ZVarXi = no?,
i=1

ot 'on a noté ¢? la variance commune aux variables X;.
Nous en déduisons que, pour tout n € N*, E[X,,] = m et VarX,, = %2
Pour tout € > 0, l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev nous permet alors
d’écrire :
- 1 - o
P (|Xn —m| > 6) < S VarX, = — —0,
€

d’ou la conclusion. O

Remarques.

1. Laloi des grands nombres nous dit que, conformément & notre intuition,
la moyenne empirique (observable aprés I’expérience) converge vers la
moyenne probabiliste théorique, c’est-a-dire 1'espérance.

2. Ce théoréme s’applique en particulier a toute suite (X;) ii.d. dans
L*(92, A, P). Au prix d’une démonstration plus difficile, on peut dé-
montrer alors qu’il se généralise au cas d’'une suite (X;) i.i.d. dans
L'(Q, A, P). Cependant, le théoréme suivant va nous conduire a une
conclusion encore plus forte sous la méme hypothése d’indépendance
et équidistribution dans L'(Q, A, P).
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Théoréme 16.3.2 (Loi forte des grands nombres, Kolmogorov) Soit
(Xi)ien+ une suite indépendante identiquement distribuée. Alors il y a équi-
valence entre les deux conditions suivantes :

1. La suite (X,) converge presque sirement vers une certaine variable
aléatoire X a valeurs dans R.

2. La suite (X;) est dans L'(Q, A, P).

En supposant ces conditions satisfaites et en notant m [’espérance commune
aux variables X;, nous avons alors X = m presque sirement, c’est-a-dire :

X, X m = E[X)].

Ce théoréme, que nous admettons, porte le nom de loi forte des grands
nombres parce que la convergence presque stre est plus forte que la conver-
gence en probabilité qui apparaissait dans le théoréme précédent.

En outre, il nous donne une condition nécessaire et suffisante de convergence
presque stire de la suite des moyennes empiriques.
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Chapitre 17

Lol normale

17.1 La lol1 normale centrée réduite

Proposition 17.1.1 (Intégrale de Gauss)

+00 )
/ e dr =7

o0

[GOURDON 163,335] démontre cette égalité par 3 méthodes différentes :
— dérivation d’une intégrale dépendant d’un paramétre
— inégalité de convexité, changement de variables et formule de Wallis

— passage en coordonnées polaires

O
Nous suivons maintenant la présentation de Foata et Fuchs dans leur ouvrage
“Calcul des probabilités” chez Dunod, 2éme édition, pages 178 a 181.

Proposition et définition 17.1.2 L’application g : R — R définie par :

1 1172
Ve e R xr) = ez
9() Ton
est une densité de probabilité. La loi de densité g est appelée loi de Gauss ou
loi normale (centrée réduite) et notée N'(0,1).

Gauss a introduit cette loi en 1809 & propos d’un probléme statistique d’es-
timation de paramétre.

Le graphe de la densité de Gauss g est une « courbe en cloche » aplatie. On le
trace facilement en notant que g est paire, qu’elle admet un maximum global

291
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en x = 0 égal a \/%7 ~ 0,399 et que la courbe admet deux points d’inflexion
enr=—1letxr=1.

9(x) 4

/ I\

/0,1

W

1

Si X ~ N(0,1), on calcule immédiatement E[X] = 0 par le théoréme de
transfert en utilisant la parité de g et
= [t
VarX = E|X :/ T e z2dr=1
ceo A2
par intégration par parties. C’est pourquoi on parle de loi normale centrée
réduite.

La fonction de répartition de la loi de Gauss est donnée par

2
e dt

Vz e R @(w):/x \/12_7r

On vérifie facilement que ® est de classe C'*°, strictement croissante et donc
bijective de R sur son image |0, 1], telle que ®(—z) = 1 — ®(z) pour tout
r e R.

Son graphe est une «courbe en S» assez étalée, symétrique par rapport a
(0,1/2), o elle admet un point d’inflexion et o la pente de sa tangente vaut
\/% ~ 0, 399.

On n’a pas de formule plus explicite pour ® mais cette fonction et sa bijection
réciproque ®~! sont tabulées, notamment pour des applications statistiques.
Une valeur que nous utiliserons dans la suite est ®(1,96) ~ 0, 975.

Si X ~N(0,1), alors P(|X| < z) = 2®(z) — 1 pour tout = > 0, de sorte que
P(|X| <1,96) =~ 0,95.
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On peut démontrer 1’équivalence suivante lorsque x — —+00 :

_a?
e 2

Ve2r

Comme cela tend «vite» vers 0, on dit que la loi de Gauss a une queue de
distribution peu épaisse.

1
1—®(x) ~ =
x

Proposition 17.1.3 La loi de Gauss admet des moments de tous les ordres.
Si X ~ N(0,1), nous avons, pour tout n € N :

2n)!
E X2n+1 — O . E X2n — (
X7 =0 5 BX7 =0
Démonstration: Pour tout k& € N*, nous avons |z|*g(z) = o(1/2%) quand
xr — 0o donc X admet un moment d’ordre k donné par :
k . z”
EX" = x e 2z dt
[X"] -

Lorsque k = 2n + 1, cette intégrale est nulle pour des raisons de parité.

On démontre par intégration par parties que E[X?"] = (2n — 1)E[X?"?]
pour tout n € N*, ce qui nous donne par récurrence la formule annoncée
puisque F[X°] = 1 par convention.

O
Pour simuler numériquement la loi de Gauss, on utilise la proposition sui-
vante, qui se démontre grace a un changement de variable dans une intégrale

double. [OUV? 67-68|

Proposition 17.1.4 (Méthode de Box-Muller) Soient U, et Uy deux v.a.r.
indépendantes, de méme loi uniforme sur [0,1]. Nous posons :

X =+ —2InU; cos(2nls) , Y :=+/—2InU;sin(270,).

Alors, les v.a.r. X et'Y sont indépendantes et de méme loi N'(0,1).

17.2 La loi normale générale

Proposition et définition 17.2.1 Soient 4 € R et 0 > 0 deux paramétres
fizés. L’application g, ,» : R — R définie par :

VeeR gu.2(x)=
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est une densité de probabilité. La loi de densité g, .2 est appelée loi normale
de parameétres (u,o?) et notée N (u,0?).

On vérifie que g, ,2 est bien une densité en effectuant un changement de
variable affine dans une intégrale simple, puis en utilisant la proposition
Notons que pour u = 0 et ¢ = 1, on retrouve bien la densité de
la loi N(0, 1) telle qu’elle a été définie dans la sous-section précédente. Nous
allons maintenant préciser les rapports entre la loi normale générale et la loi
normale centrée réduite.

Proposition 17.2.2 Soient p € R et 0 > 0 deux paramétres fixés. On consi-
dére deux variables aléatoires réelles X et Y telles que Y = pu+ oX. Alors
on a l’équivalence suivante :

X ~N(0,1) <= Y ~ N(u,0?)

Démonstration: On vérifie facilement que cette équivalence résulte de la
proposition [14.3.2]

[
Pour simuler numériquement la loi (i, 0%), on applique d’abord la méthode
de Box-Muller pour simuler X ~ N(0, 1) puis l'on calcule Y = pu + o X.

Corollaire 17.2.3 Soit Y ~ N (u,0?%). Alors E[Y] = p et VarY = o?

Ce résultat justifie que le premier paramétre d’une loi normale soit tradi-
tionnellement noté p ou m (comme «moyenne» probabiliste, ¢’est-a-dire es-
pérance) et le second o2 puisqu’il est égal a la variance de la loi.

Corollaire 17.2.4 La fonction de répartition @, .2 de la loi N(u,0?) est
donnée par :

g

Ve eR ®,2(z) =D (x_“)

Démonstration: En reprenant les notations de la proposition [17.2.2] nous
avons, pour tout x € R :

%02(95):P(YSI)ZP(u+anx):p<X§5”‘#) :q>(x—ﬂ>

o o

O
La proposition suivante énonce la stabilité de la loi normale par produit de
convolution.
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Proposition 17.2.5 Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de lois res-
pectives N'(my,07) et N'(mao,03), avec (my,ms) € R? et (01,09) € (R%)?.
Alors la v.a.r. X +Y suit la loi N (my + ma, 0% + 03).

Le résultat essentiel établi par cette proposition est que la somme de deux
variables gaussiennes indépendantes est encore gaussienne. Il est alors facile
de déterminer ses paramétres en en calculant I’espérance et la variance.

Démonstration: Commencons par réduire le probléme au cas ot X est
centrée réduite et Y centrée en supposant démontrée la proposition suivante :
si X' ~ N(0,1) et Y' ~ N(0,s%), avec s > 0, sont indépendantes, alors
X' +Y' ~ N(0,1+ s*). Nous pouvons alors en déduire la proposition dans
le cas général en définissant les variables aléatoires réelles :

X —-my Y —my

X =—" , Y="—1—= ,
01 01

si bien que les hypothéses précédentes sont satisfaites avec s = gy/0; et :
X+Y:m1 +01X’—|—m2+01Y' =m +m2+01(X'+Y').

Par transformation affine de la variable X' + Y’ ~ N(0,1 + (02/0%)), nous
obtenons alors la conclusion dans le cas général.

Nous supposons donc désormais m; = my =0, 07 = 1 et 09 = s > 0. D’aprés
la Proposition [I5.5.2] page , la variable aléatoire réelle X +Y admet une
densité proportionnelle 4 :

+o00 a2 9 +o00 2,2 2 2\,,2
/ 5 e‘i?dy:/ exp (—S T2 nyj(l—i_S Jy )dy.
— _ S

e} o

Cette derniére expression s’écrit encore :

+ (14 s%) <y s a:>2 2 2
%0 ~ T?
/ exp | — o exp (( 5 1) %) dy ,

o 252 1+ s?

ou encore, puisque l'intégration porte sur la variable y,

Y.

22 )/+oo (14 s?) (y—lj%xy ]

exp (_2(1 + s2) e 252

[e.9]

Nous constatons que cette derniére intégrale est une constante en effectuant,

N 2 . - 2
a x fixé, le simple changement de variable u =y — =5 x.
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Nous avons donc prouvé que la variable aléatoire réelle X + Y admet une
densité proportionnelle a exp(—z?/(2(1 + s?))). Nous en déduisons que la
seule constante de proportionnalité possible pour que ce soit effectivement
une densité de probabilité vaut 1/4/27(1 + s2) et que X +Y ~ N(0,1 + s?).

O
Pour une présentation de la loi normale dans R? encore appelée loi de
Laplace-Gauss en dimension d, le lecteur pourra lire [ESC 147ss| qui en fait
une présentation cadrant bien avec le programme officiel.

17.3 Approximation normale de la loi binomiale

Historiquement, Abraham de Moivre, mathématicien anglais d’origine fran-
caise, avait mis en évidence dés 1733 une approximation normale de la loi
binomiale en étudiant un modéle de pile ou face avec une piéce équilibrée.
Sa preuve reposait sur des calculs laborieux d’estimation des coefficients bi-
nomiaux.

Pierre-Simon de Laplace avait généralisé ce résultat en 1820 au cas d’une
piéce éventuellement biaisée. Il avait également mis en évidence le lien entre
la loi normale et la théorie des erreurs d’observation, dont nous reparlerons
dans le chapitre suivant.

Nous suivons ici la présentation d’JOUVRARD tome 1, 228-229].

Théoréme 17.3.1 (de Moivre, Laplace) Considérons p €|0,1] et, pour
tout n € N*, une variable aléatoire réelle S, qui suit la lot binomiale B(n,p).
Nous noterons S, la variable centrée réduite associée a S, i.e.

- Sp—E[S)]  Sy,—mnp

Sh = .
7(5n) np(1 —p)
Alors nous avons la convergence suivante, uniforme sur tous les intervalles
réels I :
P(S, €1) / ! ( t2>dt—>o
su n — exp | —— .
Ip I \/271' p 2 n—400

Autrement dit, quand n est «grandy, S,, suit une loi approximativement égale
a la loi normale centrée réduite, ce que nous notons S, = N(0, 1).

En utilisant un changement de variable affine dans une intégrale simple, nous
pouvons dire de fagon équivalente que S,, = N (np, np(1 — p)), toujours pour
n «grand». Plus précisément, nous avons le résultat suivant :
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Corollaire 17.3.2 Considérons p €0, 1] et, pour tout n € N*, une variable
aléatoire réelle S, qui suit la loi binomiale B(n,p). Alors nous avons la
convergence sutvante, uniforme sur tous les intervalles réels I :

> 0.

Ssu
p n—-+o0o

P(S,e1)— /\/W ( Q(ij_lnf>)) dt

Pour pouvoir utiliser cette approximation gaussienne de la loi binomiale, il
nous reste a préciser ce que signifie n «grand» ! Le théoréme de BerryE]—
Esseenﬂ dont nous donnerons I’énoncé général dans le chapitre suivant, met
en évidence le role joué par la quantité np(1— p) dans la qualité de 1'approxi-
mation.

Proposition 17.3.3 (Berry-Esseen, cas binomial) Nous reprenons les hy-
pothéses et les notations du théoréme et nous notons en outre Fg la
fonction de répartition de la variable S, et ® la fonction de répartition de la
loi N'(0,1). Nous avons alors, pour tout n € N* :

2 2

p "+ —p
sup |Fg (z) — ®(z)| < #
zeR np(1 —p)

Si np(1 — p) est suffisamment grand, le théoréme de Berry-Esseen garantit
que 'approximation de la loi binomiale par la loi normale sera bonne. Dans
la pratique, certaines régles empiriques existent, variables d’ailleurs d’un ou-
vrage a 'autre. Voici celle qui est adoptée par Dacunha-Castelle et Duflo :

B(n,p) = N (np,np(1 — p)) dés que np(1 — p) > 18.

Voici une autre régle, adoptée dans le programme officiel de probabilités au
lycée.

B(n,p) =~ /\/’(np7 np(1 —p)) dés que n > 30,np > 5 et n(1 —p) > 5.

Si les conditions précédentes ne sont pas satisfaites, on pourra envisager
I’approximation de la loi binomiale par la loi de Poisson. Voici une régle
empirique énoncée par OUVRARD :

B(n,p) ~ P(np) dés que n > 30 et p <0,1.

1. Andrew C. Berry.
2. Carl-Gustav Esseen (1918-2001), mathématicien suédois.
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Notons que si p > 0,9, 'approximation poissonnienne est aussi utilisable en
comptant les échecs a la place des succés (ou les faces au lieu des piles!).

Le lecteur pourra trouver des applications en statistique de I’approximation
gaussienne d’une loi binomiale dans [MEY 131-132| : Exemple 3.7 (intervalle
de confiance dans un sondage) et Exercice 2 (intervalle de fluctuation pour
le nombre de clients se connectant & un serveur informatique).



Chapitre 18

Le théoréme-limite central

Ce théoréme-limite est considéré comme central en théorie des probabilités
pour les deux raisons suivantes :

1. Il précise a quelle vitesse a lieu la convergence énoncée par la loi des
grands nombres, ce qui a une importance cruciale pour les applications
(intervalle de confiance en statistique, méthode de Monte-Carlo pour
le calcul approché d’une intégrale etc.)

2. Il permet de répondre a la question suivante : Pourquoi les lois normales

(ou gaussiennes) jouent-elles un role central dans la modélisation de
phénomeénes aussi divers qu’une erreur de mesure en Physique, une
donnée psychométrique en Psychologie différentielle, une fluctuation
dans I'évolution d’un cours de la bourse en Finance ou de la taille
d’une population animale en Biologie ?
Pourquoi le champ d’application des lois de Gauss est-il si large qu’on
les a qualifiées de lois normales 7 Aprés tout, la densité gaussienne n’a
pas une forme si simple que cela; pourquoi donc la considérer comme
plus normale que les autres ?

Le théoréme-limite central (ou théoréme central limite selon la terminologie
du programme officiel) nous dit en gros que si ’on additionne beaucoup
de variables indépendantes de variances finies, alors le résultat est
une variable approximativement gaussienne.

La précision de ce résultat sous des hypothéses aussi faibles est surprenante
car si I'on sait qu’une loi est gaussienne — i.e. de la forme AN (m,c?) — alors
on dispose de procédures statistiques qui permettent d’estimer les deux pa-
ramétres m et o2 et donc d’identifier complétement la loi (approximative)
du phénomeéne étudié. Or notre hypothése de départ sur les lois des variables
indépendantes que 'on additionne est trés faible : on demande simplement
qu’elle soient de variances finies.

299



300 CHAPITRE 18. LE THEOREME-LIMITE CENTRAL

18.1 Enoncé classique

Conformément au programme officiel, nous admettons ce théoréme.

Théoréme 18.1.1 (Théoréme-limite central) Soit (X;);en+ une suite i.i.d.
de wvariables aléatoires réelles dans L*(Q, A, P); notons m leur espérance
commune et o2 leur variance commune et posons, pour tout n € N*, S, =
X1+ -+ X,.. Enfin, soit Z une variable aléatoire réelle de loi N'(0,1).
Alors, pour tout intervalle réel I, nous avons la convergence suivante :

S, — nm

On dit que la suite de variables aléatoires réelles ((S, — nm)/(oy/n))nen-
converge en loi vers Z (ou encore vers la loi normale N(0,1)) et l’on note :

S,—nm .
> 0,1
U\/ﬁ n—-+4o0o N( ’ )

Remarques.

1. La variable aléatoire réelle qui apparait dans le membre de gauche est
la variable centrée réduite associée a S, par transformation affine. On
vérifie en effet immédiatement que E[S,| = nm et VarS, = no?. Pour
alléger les écritures, nous utiliserons la notation :

~ S, —nm

S, = o~

2. Si nous notons X, la moyenne empirique d’ordre n associée a la suite
(Xi)ien+, alors le théoréme-limite central s’écrit encore, pour tout in-
tervalle réel 1,

P (\/—ﬁ(xn —m) e 1) L P(Zel).

o n——+oo

Ainsi, si I = [a, b], nous obtenons en utilisant la densité de la loi normale
centrée réduite :

3 b 1 t2
P (a < ﬂ(Xn —m) < b> S / exp (——) dt.
o n—too [ \/21 2
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Si nous prenons —a = b = 1,96, nous obtenons (d’aprés la fin du para-
graphe précédent) que lorsque n est «grandy, il y a approximativement
95 chances sur 100 pour que l'on ait : | X,, —m| < 1,960 //n.

C’est en ce sens que le théoréme-limite central implique que lerreur
commise en faisant une approximation de m par X,, comme nous y
invite la loi des grands nombres, est d’ordre de grandeur o//n pour n
«grand». On dit de fagon équivalente que la convergence énoncée par
la loi des grands nombres a lieu avec une vitesse d’ordre de grandeur
vn/o.

3. La convergence énoncée par la loi des grands nombres était valable sous
I'hypothése (X;)ien- i.i.d. dans L*(£2, A, P) mais pour préciser sa vitesse
grace au théoréme-limite central, nous avons besoin d’une hypothése
supplémentaire : la suite (X;);en+ est supposée dans L*(Q2, A, P).

4. En prenant I = [a,b] (pour fixer les idées) et en faisant un simple
changement de variable dans une intégrale, on montre que la suite
(S, — nm)/\/N)nen+ converge en loi vers la loi normale N (0, 0%).

5. La convergence en loi est une notion plus difficile & manipuler que la
convergence en probabilité ou la convergence presque stre. Elle est la
plus faible de ces trois types de convergences : on peut montrer que,
pour des variables aléatoires réelles quelconques (Y;,)nen+ €t Y, on a les
implications

p-s. (P) L
Y, — Y=Y, — Y=Y, ——Y.
n—-+00 n—-+o0o n—-+00

Malgré la difficulté de cette notion, on est obligé d’en passer par la
convergence en loi tout simplement parce que les types plus forts de
convergence ne permettent pas d’obtenir un théoréeme du genre théoréme-
limite central : sous les hypothéses de ce théoréme, on peut en effet
prouver qu’il n’existe aucun o > 0 tel que la suite (n*(X,, — m))nen-
converge en probabilité vers une variable aléatoire non presque siire-
ment nulle.

18.2 TLC et fonctions de répartition

Corollaire 18.2.1 Sous les hypothéses du théoréme-limite central et en no-
tant ® la fonction de répartition de la loi N'(0,1), nous avons la convergence
sutvante pour tout x € R :

P (S"a_—\/_zm < x) —— B(a). (18.2)



302 CHAPITRE 18. LE THEOREME-LIMITE CENTRAL

Démonstration: Il suffit d’appliquer le théoréme [18.1.1}avec I =] — oo, z].
0

Remarques.

1. On peut reformuler cet énoncé en disant que, si ’on note F,, la fonction
de répartition de la variable aléatoire réelle S~n, alors la suite (F},),en
converge simplement sur R vers la fonction de répartition ® de la loi
normale centrée réduite.

2. Le corollaire reste vrai si l’on remplace I'inégalité large par une inégalité
stricte. Il suffit en effet de prendre I =] — oo, [ dans le théoréme pré-
cédent. En nous souvenant des propriétés des fonctions de répartition,
nous pouvons écrire ceci sous la forme :

VreR F,(z—) —— ®(x) (18.3)
n——+00

3. On peut montrer que cet énoncé n’est pas seulement un corol-
laire du théoréme mais lui est en fait équivalent. C’est pour-
quoi le lecteur trouvera le théoréme-central limite énoncé sous cette
forme (convergence simple de fonctions de répartition) dans plusieurs
ouvrages. De méme, la convergence est en fait équivalente a
I’énoncé du théoréme-limite central.

Les convergences et , qui sont donc équivalentes a 1’énoncé du
théoréme-limite central, peuvent étre améliorées. En effet, un critére de conver-
gence uniforme appelé second théoréme de Dini, permet de démontrer le ré-
sultat suivant, que nous admettrons.

Lemme 18.2.2 Soit (F),)nen+ une suite de fonctions de répartition qui converge
simplement sur R vers une fonction de répartition continue F. Alors (F},)nen-
converge uniformément vers F sur R.

La fonction de répartition ® de la loi A/(0,1) étant continue (c’est d’ailleurs
vrai pour toute fonction de répartition d’une loi qui admet une densité de pro-
babilité), nous déduisons immeédiatement de ce lemme que les convergences
(18.2) et (18.3)) sont en réalité uniformes sur R. Par exemple, nous avons, en
notant F}, la fonction de répartition de la variable aléatoire réelle S, :
sup | F,(z) — ®(z)| —— 0 (18.4)
zeR n—-+00
Il est alors facile d’en déduire la proposition suivante, que le lecteur pourra
prouver a titre d’exercice, en utilisant des égalités telles que :

P (57” e [, b]) — F,(b) — Fy(a—), P (Sn ela, b[) — F(b—) — Fu(a)
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Proposition 18.2.3 Sous les hypothéses et avec les notations du théoréme-
limite central, la convergence est uniforme sur tous les intervalles réels
I, ce qui s’écrit :

S, —nm

Sl}p‘P <— e[) —P(Zel)

———0 (18.5)
n—400

ovn
Lorsque n tend vers U'infini, la loi de la variable S, et la loi de la variable Z,
c’est-a-dire la loi N'(0,1), deviennent arbitrairement proches uniformément
sur tous les intervalles réels I. C’est en ce sens que I’'on peut dire que, lorsque
n est suffisamment grand, la loi de la variable S, est approximativement
gaussienne centrée réduite, ce qu'on écrira (informellement) S, ~ A (0,1).
Revenons maintenant au fait que les convergences et ont lieu
uniformément sur R. Si nous notons Fj, la fonction de répartition de la
variable S, et ®,,, .2 la fonction de répartition de la loi N(nm,no?), on
démontre facilement que, pour tout n € N* et tout x € R :

Nous en déduisons les convergences uniformes suivantes :

sup |Fs, () — @pmno2 ()] —— 0, sup |Fs, (x—) — P no2 ()] —— 0.
z€R n—+00 zeR n——+o00

Par un raisonnement similaire & ce qui a été fait précédemment, nous pou-
vons en déduire que, lorsque n tend vers l'infini, la loi de la variable S, et
la loi N'(nm,no?) deviennent arbitrairement proches uniformément sur tous
les intervalles réels I. C’est en ce sens que 'on peut dire que, lorsque n est
suffisamment grand, la loi de la variable S,, vaut approximativement la loi
N (nm,no?), ce que nous écrivons : S, =~ N (nm,no?).

Il nous reste & préciser ce que signifie n «grand» ! Comme nous I'avons fait
dans le chapitre précédent a propos du théoréme de De Moivre-Laplace, nous
utilisons le théoréeme de Berry-Esseen, ici dans son énoncé général, lequel nous
donne des précisions sur la vitesse a laquelle a lieu la convergence énoncée
par le théoréme-limite central.

Le lecteur pourra retrouver cet énoncé dans “L’essentiel en théorie des pro-
babilités” par Jean JACOD et Philip PROTTER chez Cassini, page 191
(corriger le membre de droite en recentrant la variable X;). On ne connait
pas la valeur optimale de la constante C' intervenant ci-dessous mais on sait
que l'on peut prendre C' <0, 8.
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Théoréme 18.2.4 (Berry-Esseen) Soit (X;)ien+ une suite indépendante
identiquement distribuée de variables aléatoires réelles dans L3(Q2, A, P). En
reprenant les notations de (18.4)), il existe une constante C' > 0 telle que :

E[|X, — E[X1]]%]
* E - <
Vn e N ilé]g| () (x)| < C 7

Pour savoir a quelle vitesse avait lieu la convergence dans la loi des grands
nombres, nous avons dii rajouter une condition L? et la réponse nous a alors
été fournie par le théoréme-limite central. Pour savoir a quelle vitesse avait
lieu la convergence énoncée par ce dernier, nous avons dii rajouter une condi-
tion L? et la réponse nous a alors été fournie par le théoréme de Berry-Esseen.
Remarquons que les questions de vitesse de convergence s’arrétent la car le
théoréme de Berry-Esseen n’est pas un théoréme asymptotique : la majora-
tion qu’il énonce est valable pour tout entier n € N*, méme petit.

18.3 Un énoncé sans équidistribution

Nous avions annoncé dans lI'introduction que, selon le théoréme-limite cen-
tral, si 'on additionne beaucoup de variables indépendantes admettant un
moment d’ordre deux, alors le résultat est une variable approximativement
gaussienne. C’est ce que nous venons de montrer mais & une objection pres :
jusqu’a présent, nous n’avons pas seulement supposé les variables indépen-
dantes et dans L?(Q, A, P) mais nous leur avons également demandé d’avoir
toutes la méme loi. Nous dirons simplement a ce sujet qu’il existe divers raffi-
nements du théoréme-limite central qui permettent, sous certaines conditions,
de s’affranchir de 'hypothése d’équidistribution. Nous donnons un tel énoncé
a titre d’exemple, en 'admettant.

Proposition 18.3.1 (TLC, suite bornée dans L*™) Soite > 0 et (X;)ien
une suite de variables aléatoires réelles indépendantes mais non nécessaire-
ment de méme loi, formant une famille bornée dans L**<(Q2, A, P), i.e. telle
que :
24€

sup E[|X;]77] < +o0.

iEN*
Par commodité, nous supposons E[X;] = 0 et nous notons 0? = VarX; pour
tout 1 € N*,
Alors, si Z;Of 0?2 = 400, nous avons la convergence en loi suivante :

Sn L

Zn 1 0—2 n——+o00

1= 7

N(0,1).
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18.4 Test du y? d’ajustement.

La construction de ce test statistique d’usage trés courant fait appel & une ver-
sion multidimensionnelle du théoréme-limite central qui est hors programme.
Nous admettrons donc certains résultats dans la suite, en présentant les idées
essentielles permettant la mise en oeuvre de ce test.

Nous considérons n répétitions d'une expérience aléatoire qui produit un
résultat dans un ensemble fini, par exemple [1; k].
Nous avons des raisons de supposer que la loi sur [1; k] qui gouverne cette

expérience est donnée par p = (p!,--- ,p¥), avec p' > 0 pour tout i € [1; k] et
p' 4 - -+ p* = 1, mais nous voudrions confirmer ou infirmer cette hypothése
au regard des valeurs (z1,--- ,z,) = (Xi(w), -+, X,(w)) observées au cours

des n répétitions de l'expérience, c’est-a-dire tester 1’ajustement de notre
modéle a la réalité expérimentale.

Pour ce faire, une premiére étape consiste a introduire une sorte de distance
entre les lois de probabilité sur I'ensemble [1;k], I'idée étant de regarder
ensuite si la loi empirique (définie ci-dessous et calculable & partir du résultat
de l'expérience) est proche ou éloignée de la loi théorique p dont nous avons
fait 'hypothése.

Définition 18.4.1 Soient p et q deuz lois de probabilité sur [1;k].
On appelle «distances du x?* entre p et q la quantité :

k
P—q

Le mot distance est entre guillemets car ce n’est pas du tout une distance
au sens des espaces métriques : elle n’est visiblement pas symétrique et il est
facile de constater qu’elle ne vérifie pas non plus l'inégalité triangulaire. En
réalité, son seul rapport avec une distance est la propriété suivante :

dy(p,q) =0&p=gq

Remarquons que cette pseudo-distance a tendance a surévaluer les différences
entre p et ¢ sur les entiers ¢ ou p; est petit : nous chercherons a limiter ce
phénoméne dans la suite en imposant des conditions telles que np; > 5 pour
tout ¢ € [1; k].

La deuxiéme étape de construction du test qui va nous permettre de confirmer
ou infirmer notre hypothése consiste a comparer la loi théorique p avec la loi
empirique p, que nous définissons comme suit :
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Définition 18.4.2 Si (X, -, X,,) est la variable aléatoire modélisant les
n répétitions de notre expérience, nous pPosons :

Vie k], Ni=> lix,-
j=1

Nous appelons alors loi empirique, notée p,, la loi sur [1; k] définie par :

. Ni
Vie [1;k], p, =—"
n

Notons que la valeur de p, dépend du résultat w de I'expérience, d’ou le
qualificatif empirique. En toute rigueur, c’est d’ailleurs p, (w) (et non pas p,)
qui est une loi de probabilité sur [1; k].

Définition 18.4.3 On appelle x? d’ajustement la variable aléatoire suivante :

i=1

Nous rappelons maintenant la définition d’une loi de probabilité sur R qui
a été introduite dans 1’Application [15.5.5] page 276} et identifiée a une loi

Gamma, ce qui nous fournit sa densité.

Définition 18.4.4 Considérons Z = (Zy,--- , Zy) un vecteur aléatoire dont
les composantes sont indépendantes et de méme loi N'(0,1).

Alors la loi de la variable aléatoire positive ||Z||* = Z2 + -+ -+ Z2 est appelée
loi du x? a d degrés de liberté et notée x?(d).

Cette loi est en fait égale & la loi (%, 9) et admet donc pour densité :

272

%(x) = — e 3 _11R1($)

Le résultat essentiel qui va nous permettre de construire le test dit du x? est
le suivant :

Proposition 18.4.5 (Pearson) Si pour tout n € N*, le vecteur aléatoire

(X1, -+, Xy) suit la loi p®", alors la convergence suivante a liew :
_ c
ndx2 (papn) — X2(k - 1)
n—-+o0o

Autrement dit, si nous notons Fy_1 la fonction de répartition de la loi x*(k — 1),
nous avons la convergence suivante pour toul x € R :

P(nd,2(p, pn) < x) . Fr_1(2)
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Comme annoncé plus haut, la démonstration de ce résultat nécessite la ver-
sion multidimensionnelle du théoréme-limite central, hors programme, donc
nous l'admettrons. Remarquons simplement que si (X,---,X,,) suit la loi
p®", ¢’est-a-dire si les variables X; sont indépendantes et de méme loi p, alors
le TLC (en dimension 1) implique la convergence suivante :

N — np

£ \N(O,l—pz>

npz n—+4o0o

Il est alors assez intuitif que la loi limite du x? d’ajustement, c’est-a-dire de
la variable suivante :

soit une loi du y? mais on pourrait penser que celle-ci a k degrés de liberté,
alors que la vraie loi limite est x?(k — 1). En fait, la «perte» d’un degré
de liberté peut se comprendre en constatant que nos variables ne sont pas
totalement «libres» puisqu’il existe entre elles la relation linéaire suivante :

k

D Ny —np') =0

i=1

La proposition de Pearson nous dit donc que, si I'expérience est bien gou-
vernée par la loi p supposée, alors le x? d’ajustement suit une loi proche de
x2(k — 1) lorsque le nombre n de répétitions de 'expérience devient «grandy.

En revanche, si 'expérience est en réalité régie par une loi ¢ # p, alors il
existe 1 < i < k tel que ¢° # p' et la loi des grands nombres implique la
convergence suivante lorsque n tend vers 'infini :
_ (pi _pi>2 p-s.
dXQ(p>pn) = Z Tn — dXQ(p> q) >0
i=1

d’ot nous déduisons le comportement asymptotique du y? d’ajustement :
ndy2 (p, Pn) 225 +00 (18.6)

C’est la différence entre ces deux comportements asymptotiques qui va nous
permettre de tester I’hypothése Hy :«L’expérience est gouvernée par la loi p»
contre 'hypothése alternative H; :«L’expérience est gouvernée par une loi

q # p».
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Passons a la construction effective du test.

Si nous notons Fj,_; la fonction de répartition de la loi x?(k — 1), nous prou-
vons facilement que Fj,_; est une bijection de R sur [0, 1] en constatant que
la densité de la loi x?(k — 1) est strictement positive sur R* et nulle sur R_.
Par conséquent, pour tout a €]0,1], il existe un unique ¢, € Ry tel que
x2(k — 1) (Jea, +0]) = a et l'on a ¢, = F;_ ' (1 — a).

Si 'hypothése Hj est réalisée, donc si 'expérience est régie par la loi p, la
proposition de Pearson implique :

P, (nd,2(p, pn) > ¢a) ——a (18.7)
En revanche, si ¢’est I’hypothése H; qui est réalisée, donc si I'expérience est
gouvernée par une loi ¢ # p, alors le comportement asymptotique ([18.6)
entraine la convergence suivante lorsque n tend vers I'infini :

P, (ndy2(p,pn) > co) —— 1 (18.8)

n—+o0o

Nous pratiquons donc notre test comme suit :
Nous choisissons une valeur o €]0, 1] (typiquement « est petit car, comme
nous allons le voir, il représente le niveau d’erreur du test) et nous en dédui-

sons la valeur c,. Pour le résultat w de I’expérience que nous observons, nous
calculons la valeur du x? d’ajustement :

k

ndx2 (p7 pﬂ(“’)) = Z

=1

(np' — N} (w))?
np'

Nous comparons alors cette valeur a c, pour conclure :
— Si nd,2(p, pp(w)) > cq, alors nous rejetons ’hypothése Hy.
— Si nd,2(p, pr(w)) < cq, alors nous acceptons ’hypothése Hy.

De fagon générale, lorsque nous pratiquons un test statistique, notre conclu-
sion peut étre erronée de deux fagons différentes :

Erreur de 1ére espéce : Je rejette 'hypothése H alors qu’elle est satis-
faite en réalité.

Erreur de 2nde espéce : J'accepte 'hypothése Hy alors qu’elle n’est pas
satisfaite en réalité.

Dans de nombreuses situations pratiques, ces deux types d’erreurs ne sont
7

pas symétriques, I'erreur de premiére espéce étant considérée comme plus

grave que l'autre :
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Par exemple, si je teste le cable d’un ascenseur supposé pouvoir accueillir 10
personnes (750kg) et si je note M la masse critique a partir de laquelle le
cable casse, je choisirai Hy :«M<750» et Hy :«M> 750».

L’erreur de lére espéce conduirait des usagers de l'ascenseur a un grand
plongeon : c’est ce risque que je veux absolument maitriser. L’erreur de 2nde
espéce conduirait a des réparations inutiles sur I'ascenseur : je veux l’éviter
mais elle est moins grave que la premiére.

Dans le test du x? que nous venons de construire, la convergence se
traduit comme suit : la probabilité de commettre une erreur de lére espéce
est asymptotiquement égale & . On dit qu’on a construit un test de niveau
d’erreur asymptotique a ou de niveau de confiance asymptotique 1 — a.

Quant a la convergence (18.8)), sa traduction est plus vague : lorsque n de-
vient «grandy, la probabilité de commettre une erreur de 2nde espéce devient
«petite» mais nous ne maitrisons pas la vitesse a laquelle cette convergence se
produit. On dit que la puissance du test, c’est-a-dire la probabilité de rejeter
I’hypothése Hy quand elle n’est effectivement pas satisfaite dans la réalité,
tend vers 1 lorsque n tend vers 'infini.

Nous terminons cette introduction au test du y? en le généralisant au cas ot
I’ensemble E des résultats possibles pour ’expérience est infini. Nous pouvons
alors adapter notre méthode comme suit :

Nous choisissons une partition finie (Ey,--- , Fx) de ensemble E. Si v est la
loi sur E supposée gouverner 'expérience, nous posons p' = v(E;) et nous
comptons maintenant le nombre de fois ol 'on tombe dans la classe F; au
cours des n répétitions de 'expérience :

Ni(w) =) 1ix,wen)
j=1

Le reste du test se déroule comme précédemment.

Notons qu’avec cette méthode, nous ne testons en réalité que ’adéquation
aux valeurs de v sur les différentes classes F;.

Attention, le choix des classes E; n’est pas du tout innocent ! Une régle d’or,
lite a la remarque faite a la suite de la définition de d,z2, est que les effectifs
théoriques np; (espérance de N dans le cas ou l'expérience est vraiment
gouvernée par la loi v) des classes F; ne doivent jamais étre trop «petits»
Dans la pratique, on impose souvent que la condition suivante soit satisfaite :

Vi=[1;k] np'>5
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D’autres régles pratiques existent : par exemple, on a constaté qu’il était
préférable de choisir les classes E; de sorte que leurs effectifs théoriques res-
pectifs np; soient a peu prés tous équivalents. Nous n’insisterons pas plus sur
ce sujet des régles pratiques qui concernent plus les orfévres du test du x?
que les agrégatifs!
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