
Matingale

(
,
7

. (Fuln
,
0 ,
) X = (Xu)no v.a . velles

·

Xn est Fn-mesmable
pour

tout no

· Xn est integrable pour
tout us,

EMG

· Fuxo
,
ElXu+ lF]EYn iG

< Xn JMG

Ette -= 50 . 1 [

En = r (d[2 ,
0x2 -3)

i

n = 2 [ [) [T i2 2 Fo = Bropt = F
n = 1 [ [[

n = 0

[ [ P = mesme de Lebesque

· Martingale fume : Ze(t ,F , P)

Vuxo , Xn= #IZIFn]

Ra

X2

-

On a l'impression

I=> n+

--

- que
Xn-> Z

X1
"Xo = z"

-

-O -

!
A

1

(Equutle : Gu=Fo
o

GoG[...
F

z Yn = FIE/En] MG
par rapoct

a

Yn= Yo = Flz] +> Z .

la filtration (Gr)+
,
0 (



·

Martingales nur cet
espace filté
.

Root
an

& ase

-

·

a2z

2

Xo = Goo 910 =
&20+a2)

a
an
=92

+923

2

o

↳
/ -/

w
/ Y

w
w

Un nombre viel
pour

X = (Xu)n40
-

c

chaque noeud c - processus adaple
atoubre

a (Fn) us
,
o

Avec en plus
la condition

i X qui est

&
x

= une martingale

Eop
Une MG sur

%(To ,1[ , Fr , Beot,
hb)

est exactement la même chose 99 ag
qu'un étiquetage des noeuds de
e arbre ci-contre ayant la propriété

g
-Ide

moyenna l

=



-

-2 11
- 2 - 2 - 11

=
-

1 1 -20
-

1 - 1 -

O

-

-

Exemple · e= 10
,17 Fr = r([[ : 01 32+3)
P= Leb.

l
--- 1-I 0

99999999
F
, HHHAHUN

g Fe -MMN 9999
213 43

T- 9,
For

/ O

l
/x

= =y +zzn
/

& = : :

±
toO

i

#Fr

#Fo



Tempame(40) T : e- (NuG+03 ,
P(Nud+03)

DefiT t .a .
Si Lo

, [Tn] EFu.

(équir . i si co
, <T= n3E F (

ST= 0] E Fo TestFox-mesurable

=
htn} e Fo

Exemples · T= 5 est un t .a.

· (t ,F, (Fu)u,o X = (Xn)u20 adaptée

BE BR

temps d'atteinte de B : T=if Go : XREBY

inf = +0

Montrons
que
T est un t. a.

soit no. [TXn] =..

T(w) = if(k : Xm(w) = B]

Calculer T(r) : Xo(n) , Xe (n) , Xz (w), . . .

STan3= EXREB] ?

kY

ST < n3 = GwER : T(r) >n]

= {wEc : inf Gro : Xk()EB]an]
-

EI

=[wed : Redo, ny , Xm(r)EB]

= Swe : Xm(B]

=
Bi

E
E Fu



[T(n]
= EXmEB]

ST= n3
= (xntB]cXR #B3 EF

( = GT - n]c(9 -> n- 33)

Proposition (t . F . (Flno) S
,
T tra.

Alon max (S
,
T)

,
min(S

,
T)

,
StT sout des tra.

Ele IS-T) n'est pas un
t .a

. (T-1) nou the

n0 1 23456...

s o 0 o o o o o

TO 000000

S = 3
,
T= 5

Remonstration ·

n)
,
0

(max(S ,T) < n] = [Sn] ndTzn] EF

Swin (S .T) -n] = ³Sn] GTXn] E Fr

(S +T(n} = (Su -k]nGT =k]EF

(S +T = u]= (S = n-kyndT= k] = Fui

(S +T = max(S) + min (S ,T) (

Frocessualité
(t . F . (Fluo X= (lu,e

12
.
0 : (XTan) (2) = Xecoian

(2) = &Xn(a)
sim tio

XT(w)(w) sin>T(r)



R
(XTnn(r))u, o (XThu (wil)u

,
o

(Xn(w))no
N

·

((w

wiw'tM
>
n

T (w)= 4

·

±(w)) =7

Proposition (t .
F

. (Fu)n
>
0) X = (Xuluso adapte

T t
.a .

Alors (XTan)uso (noté XT) est adapté

De
monstration On vent monter

que pour
tout n)

,
o
,

la v.a . XTou est
Fn-mesurable·

Soit no. Soit BE Br . Montrons que

[XTru EBY E Fn ·

*
Tan= XR . ACTER +

X
.

(X +n = B] = (dE=RyndXk +B)) v

STbuynGXuEB]

EFn . D

Proposition (t , F . (Fulno ,
1) X = (Xu)

>

IMG

± t
.a .

Alors X = (X Tan )
uso

est une SMG .

Remonstration
· (XTnn)

uso

est adapte,

en vertu de la
prop

. précédente.

·

no Montres
que XTan

est integrable.

XTan= Tab· XR + 12+13
.X



donc IXTan1 < (ol +...+ (Xul -L(2 ,
F

, P).

· Soitupo .

E[XTm(nt) /F] = ETUTs · XR + SunXm]

=[ET3X/Fn]+ +X-+ (F]
-

ST-2n32

= T=r

· Xm

+
x+F]

7Xn

31TX +(+)
-

14734}
= XTan T


