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Exercice 1

1. En diagonalisant @), on obtient

11 1 1/2 0 0 1 0 -1
Q=10 1 -1 0 1 0 0o 1/2 1/2},
01 1 0o 0 0/ \o —1/2 1/2
de sorte que
1 1 0 -1 0 1/2 1/2
QU=5-10 0 0 [|+({0 1/2 1/2
2"\0 0 o0 0 1/2 1/2

2. La loi de X,, est donnée par uQ™, ou p = (u1, p2, 13) est la loi de Xo. Or Q™ converge vers la
matrice QQo, définie par

0 1/2 1/2
Q= |0 172 1/2
0 1/2 1/2

Par conséquent, la loi de X,, converge vers uQo. = (0,1/2,1/2), quel que soit p.

Exercice 2

1. (a) Sur {M,,=k},ona M, = Zle Xn,j, de sorte que
k k
An,i,k = Mn:k7zxn"7 :k7"'7ZXn+i71,j :k
j=1 j=1

Or, les variables M,,, Z?Zl X jreoos 2?21 X,ti—1,; sont indépendantes (car les X,, ; sont
ii.d et car M, est une fonction des (X, j)m<n,jen)). Par conséquent :

i—1 k
P(Anix) =PM, =k) x [[P [ D Xnyj =k | = c(k) P(M, = k)
1=0 j=1

en posant c(k) = P(Z?Zl X1, = k), qui est strictement inférieur a 1, puisque les X, ; ne
sont pas déterministes. (On a besoin de k& > 1 ici, puisque pour k = 0, la somme est vide, et
on obtient donc une variable aléatoire nulle, donc déterministe).

(b) L’évenement B, j s’interpréte comme
Bn,k' = {Vm >n, M, = k}v
c’est-a-dire qu’il s’agit de 'événement sur lequel la suite M, est, & partir (au moins) du

rang n, constante égale & k . Or, la suite (M, )nen est & valeurs entieres, donc elle converge
vers k si et seulement si elle est égale & k a partir d’'un certain rang. Donc

{M, » k} = | B
neN

Soit k£ > 1. On a, pour tout g € N,

P(Bn,k’) =P (ﬂ An,i,k) < P(An,ig,k) = C(k)ZOP(Mn = k)

=0

En faisant tendre ¢y vers l'infini, comme 0 < ¢(k) < 1, on a P(B, ) = 0, pour tout n. Par
conséquent,

PM&%MzP(UBM><§:Hm@:0

keEN keN



2.

5.

La variable M,, est bien F,,-mesurable, puisque (F,)nen est la filtration engendrée par M,,. La
variable M,, est positive, donc on peut calculer

E[M41]Fn] Zan1]<M ZE X 5| Frllj<ar, Zu wM,,.

j=1

En particulier, EM,,y; = pEM,, donc EM, = u™ < oo (car My = 1), donc les variables M,
sont intégrables. Enfin, la relation E[M,1|F,] = uM, montre que si pn < 1, (M,)nen est une
sur-martingale, si u = 1, c’est une martingale, et si > 1, c’est une sous-martingale.

Pour p < 1, on a une sur-martingale positive, qui converge donc presque strement. Par ailleurs,
on a EM,, = u™ — 0, donc (M, ),en converge vers 0 dans L!. Par unicité de la limite, la limite
presque sure est également nulle.

Pour p© = 1, on a une martingale positive, qui converge donc presque siirement vers une variable
aléatoire M, intégrable, a valeurs entieres (puisque M,, est également & valeurs entieres). Or, par
la question (1b), on a P(My = k) = P(M,, — k) = 0, pour k > 1. Par conséquent, P(My, =
0) = 1. Si on avait convergence L!, on aurait EM, — 0, or (My,)nen est une martingale,
donc EM,, = EMy = 1. On n’a donc pas convergence au sens L.

(a) Presque stirement, la fonction s — sX1:1 est convexe, donc ® ’est aussi : si 0 < A < 1, on a
P(As+(1-N)s") = E[(As+(1=N)s)X11] < BEAsX 11 4 (1= X) ()X 11] = Ad(s) + (1= N)P(s").

La dérivabilité s’obtient par le théoreme de dérivation sous ’espérance, puisque d’une part la
variable sX1.1 est intégrable car bornée, et d’autre part, la fonction s — s¥t:1 est dérivable,
sa dérivée est donnée pas X 1551171 qui est majoré (uniformément en s € [0,1]) par la
variable intégrable X; 1. Enfin, ®(1) = E[1%¥11] = 1, et ®'(s) = E[X;15%1171], dott ®/(1) =
EX1,1 =p>1.

(b) La variable 2™ est bien J,,-mesurable par définition de JF,, et intégrable car bornée. Enfin,

M, My

} H Bl=] = [] #() = 0()" = M.

La derniére égalité vient de la définition de z comme un réel vérifiant ®(z) = z.

Mnp

B[ |, = E [z2 X

(c) La suite (2M"),en est une martingale bornée (elle prend ses valeurs dans [0,1]), donc elle
converge presque siirement et dans L' vers une variable Z.

Comme la suite prend ses valeurs dans E = {2*, k € N} (avec z < 1), la variable Z prend
ses valeurs dans I'adhérence £ = E U {0}. Pour k > 1, I'événement {Z = zF} est égal
a {M,, — k} qui est de probabilité nulle d’aprés (1b). Ensuite, on a {Z = 1} = {M,, — 0}
et {Z =0} = {M,, = co}. Par conséquent :

Z=1m, 50y =1 = 1iar, o0}
(d) En passant & espérance grace a la convergence L', on a
EZ = limE[z"""] = lim E[:"°] = 2.

On a donc d’une part
z=EZ = E]-{Mn—>0} = P(Mn — 0),

et d’autre part
z=EZ = E[l — 1{Mnﬁoo}] =1- P(Mn — OO)



