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Questions de cours. Voir le cours.

Exercice.
1. Pour tout n, la variable aléatoire M,, est F,-mesurable car M, = f,(X1,...,X,), ou la fonction
Jn i (21,0, @n) = Y gy agxy est continue donc mesurable.

Pour tout k£ > 1, la variable aléatoire X}, est bornée, au sens ot P(| X| > 3) = 0. Chaque X}, est donc
intégrable. Ainsi, pour tout n, la variable aléatoire M,, est intégrable comme combinaison linéaire finie
de variables aléatoires intégrables.

Enfin, pour tout n, on a

E(Mps1|Fn) = E(Mp + ant1Xp11|F)
= E(Mn‘fn) + an+1E(Xn+1|]:n)
= M, + ap+1E(Xp41) car M, est F,p-mesurable et X, 41 est indépendante de F,
= My +api1(: x (=3)+3 x1) = M,.

Donc (M,,) est une martingale pour la filtration (F,,).

2. Soit n € N. Par définition de T', on a

{T >n} ={Vke{1,...,n}, |My| <1000} = [{| M| < 1000}.
k=1

Pour tout k£ € {1,...,n}, Pévénement {|My| < 1000} appartient & Fj car My est Fi-mesurable et
parce que {x € R : |z| < 1000} est fermé donc borélien. Ainsi, pour tout k € {1,...,n}, I'événement
{|M| < 1000} est dans F,, : en effet, puisque k < n, on a F C F,,. Comme F,, est une tribu, elle est
stable par intersection finie (et méme par intersection dénombrable). Par conséquent, {T" > n} appartient
a Fn. Ayant établi cette relation pour tout n € N, on vient de montrer que T est un temps d’arrét.

3. Pour tout n, presque sirement, on a |My,+1 — My,| = |an+1Xn+1] < 30, grace a nos hypothéses sur
les ag et les Xi. On peut intervertir “presque siirement” et “pour tout n” dans la phrase précédente car
il s’agit d’un “pour tout” portant sur un ensemble dénombrable. Comme My = 0 et par définition de T,
on a T' > 1. Presque sirement, pour tout n > 1, on a [Mran| < [Many—1| + laran XTAn| < 1000 + 30,
ou la derniére inégalité utilise le fait que (' An) —1 < T —1 < T et la définition de T. On a également
|My| = 0 < 1030. La borne 1030 ne dépend pas de n. Le processus (Mray,) est donc borné dans L™,
donc dans tous les LP. Or il s’agit d'une martingale puisque (M,,) est une martingale et 7" est un temps
d’arrét. Donc My, converge presque stirement.

4. Pour tout n, presque stirement, on a | M1 —M,| = |an41Xn41| > 15, grace & nos hypothéses sur les

ay, et les Xi. On peut intervertir “presque siirement” et “pour tout n” dans la phrase précédente car il s’agit
d’un “pour tout” portant sur un ensemble dénombrable. Ainsi, presque sirement, la suite (M,,+1 — M,,) ne
converge pas vers (. En particulier, presque siirement, la suite (M,,) diverge. Ce comportement contraste
avec celui de la suite (Mpay,) @ on a vu a la question précédente que cette suite convergeait presque
strement. Or, sur I’événement {T" = oo}, on a, pour tout n, Mpa, = M,. Comme une suite ne peut pas
étre a la fois convergente et divergente, I’événement {T = oo} doit étre de probabilité nulle.



5. REMARQUE : Poser My, = 0 sur l’événement {T = oo} ne servait qu’a s’assurer que Mrp a toujours
un sens. Cela ne sous-entend pas que M, converge vers 0 sur ’événement {T = oo} : c’est d’ailleurs
fauz, comme on U'a vu a la question précédente. L’événement {T = oo} étant de probabilité nulle, on
aurait tout aussi bien pu poser Mo, = 42 sur l’événement {T = oo} sans que cela ne change rien o la
question étudiée — on aurait toujours eu E(Mr) = 0.

D’apres la question 4, T est fini presque stirement. Par conséquent, presque sirement, la suite (M7ay)
converge vers Mp : pour tout n > T, on a Mpp, = Mp. Comme (Mpp,) est une martingale, pour tout
n, on a E(Mpa,) = E(M7ao) = E(Mp) = E(0) = 0. 11 suffit donc de montrer que E(Mrpp,) converge vers
E(Mr) quand n tend vers l'infini (si 0 converge vers E(Mry), alors E(Mr) = 0). Cela revient & justifier
une interversion limite/espérance.

On peut justifier cette interversion & ’aide du théoréme de convergence dominée. En effet, on a vu
en répondant a la question 3 que, pour tout n, on a |Mpa,| < 1030. Or 1030 est une variable aléatoire
constante donc intégrable, et qui ne dépend pas de n. Le théoréme de convergence dominée peut donc
s’appliquer. Il s’ensuit que E(Mp) = 0.

CORRECTION ALTERNATIVE : Voici une autre fagon de justifier l'interversion limite/espérance.

En répondant a la question 3, on a en particulier montré que (Mray,) était une martingale bornée
dans L?. Elle converge donc dans L? puisqu’on travaille dans un espace LP avec 1 < p < oco. Maintenant,
comme 2 > 1, le fait que (M7ay,) converge dans L? implique que la limite est L' et que la convergence a
lieu dans L'. Or Mpp, converge presque sirement vers Mp. Par unicité de la limite lorsque celle-ci existe
au sens presque sir et au sens d’un espace LP, Mr est dans L' et Mr,,, converge vers My dans L'. En
particulier, E(Mpa,) converge vers E(Mr).

6. Pour n € N, on pose Y;, = M2 — 300n.

Pour tout n, la variable aléatoire Y,, est F;,-mesurable car M,, est F,-mesurable et z — 2% —300n est
continue donc borélienne.

Pour tout n, presque sirement, |Y,| < M2 + 300n < (30n)? + 300n, grace aux hypothéses sur les X,
et les ay. Or, n étant fixe, (30n)2 +300n est une variable aléatoire constante donc intégrable. Done, pour
tout n, Y, est intégrable.

Enfin, pour tout n, on a

E(Yni1|Fn) = E(My 4 anp1Xns1)? — 300(n + 1)|F,)
= E(M2+2Myan1Xni1 + (a1 Xns1)? — 300n — 300|F,)
= M2+ 2Mpan1E(Xni1) + az E(X2,) — 300n — 300
car M, est F,-mesurable et X, est indépendante de Fj,
— M2 +2Myans1 X 0+ a2 E(X2, ;) — 300n — 300
— M2+, (3 x 3%+ 1 x (~1)) — 300n — 300
< MZ2+10% x 3 —300n — 300 = M2 — 300n = Yy,

ot l'inégalité utilise le fait que a,+1 € [—10,10].
Donec (M2 — 300n) est une surmartingale pour la filtration (F,).
REMARQUE : L’inégalité de Jensen conditionnelle était hors-sujet pour cette question. Elle permet

de montrer que (M?) est une sous-martingale alors qu’il s’agit ici de montrer que (M2 — 300n) est une
surmartingale.



