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Exercice 1
Soit (X, )nen une chaine de Markov & valeurs dans {1, 2,3} dont la matrice de transition est donné par :

1/2 1/2 0
Q=0 1/2 12
0 1/2 1/2

1. Calculer Q".

2. Montrer que (X, )nen converge en loi vers une limite ne dépendant pas de la loi de Xj.

Exercice 2

Soit (Xp,j)(n,j)en2 une famille de variables aléatoires indexées par N2. On suppose que les Xp,; ont
tous la méme loi, sont & valeurs dans N et sont intégrables. On note p = EX; ; 'espérance commune
aux Xy, j. On suppose également que les X, ; ne sont pas presque sirement constantes.

On définit la suite (M, ),en par My =1, et

M, oo
M1 = Xnj=Y Xnjlicum,.
=1 =1

On peut penser a M, comme le nombre d’individus d'une population & l'instant n, la variable X, ;
correspondant au nombre d’enfants du jéme individu de la population existant a l'instant n (les enfants
en question faisant donc partie de la population & linstant n + 1). On s’intéresse au comportement
asymptotique de la suite (M, )neN-

1. (a) Soit k> 1. On pose A, i = {M, = Mp11 = ... = My = k}. Montrer que
P(A,ix) = c(k)P(M, =k)

o 0 < ¢(k) < 1 est une constante ne dépendant pas de n et i.
(b) En exprimant I'évenement {M,, — k}(®°* 1 en fonction des B, = (i< An,ik, montrer
qu’on a P(M,, — k) = 0 pour tout k > 1.

2. En fonction de la valeur de i, montrer que (M,,),eN est une (sur/sous)-martingale pour la filtration
naturelle F,, = o(My, ..., M,). On pourra vérifier que E[M,,1|F,] = uM,.

3. Montrer que si u < 1, alors (M,,),en converge presque siirement et dans L' vers 0.

4. Montrer que si = 1, alors (M,,),en converge presque siirement vers 0. Converge-t-elle dans L' ?

5. On considere désormais le cas p > 1. On définit la fonction génératrice ® de X; ; par(mote 2)

P(s) = B(s¥11).

(a) Montrer que ® est une fonction convexe et dérivable de [0,1] dans [0, 1], vérifiant (1) =1
et ®'(1) > 1.

On peut vérifier qu’il existe donc un unique 0 < z < 1 tel que ®(z) = 2z (on ne demande pas de le
démontrer).

(b) Montrer que (2™7),en est une martingale & valeurs dans [0, 1].

(c) Montrer que (2M7),cn converge presque stirement et dans L! vers une variable Z que I'on

explicitera en fonction de 1¢ps, 0y €t Liaz, o0}
(d) Montrer que P(M,, = 0) =z, P(M,, » o00) =1 — 2.

(note 1) (est-a-dire I'ensemble des w € Q tels que M, (w) soit une suite convergeant vers k.

(note 2)poyr 5 = 0, on utilisera la convention 0° = 1, de sorte que s — s™ soit une fonction continue de [0,1] dans lui-méme
pour tout n € N.



