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Question de cours. On dit que Y est une espérance conditionnelle de X par rapport a G si les trois
conditions suivantes sont satisfaites :

1. Y est intégrable,
2. Y est G-mesurable,
3. pour tout A € G,onaE(X14)=E(Y1,).

Exercice 1. Pour tous ¢ > 0 et n € N, on pose A, = {|X,,| > ¢}. Il s’agit de montrer que, presque
strement, pour tout € > 0, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs de n pour lesquelles 4, . a lieu.

Pour ce faire, dans un premier temps, montrons que pour tout € > 0, presque stirement, il n’y a qu’un
nombre fini de valeurs de n pour lesquelles A,, . a lieu. Soit € > 0. Comme |X,,| est une variable aléatoire
positive et comme £ > 0, on peut appliquer 'inégalité de Markov & | X,| : pour tout n € N, on a donc
P(An:) < E(|X,])/e. Alnsi, il découle de D7 (E(|X,|) < oo qu'on a > o2 (P(An) < co. Par le lemme
de Borel-Cantelli, presque srement, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs de n pour lesquelles A, . a
lieu.

Pour conclure, il s’agit d’intervertir “presque stirement” et “pour tout €”. Si on se restreint & une
quantité dénombrable de valeurs de &, cela est possible. Ainsi, il est vral que, presque stirement, pour
tout & € N*, il n’y a qu’un nombre fini de valeurs de n pour lesquelles A,,  a lieu. On remarque que, a w
fixé, si la condition demandée est vraie pour une valeur 1/k, alors elle est vraie pour tout € > 1/k. Puisque
10, 00[ = Ug>1[1/k, 00[, on a obtenu I’énoncé souhaité. Donc X, converge vers 0 presque sdrement.

Exercice 2.
1. La fonction x — exp(x/3) est continue donc mesurable. Par conséquent, Z = exp(Y/3) est o(Y)-
mesurable. Or X et Y sont indépendantes. Donc X et Z sont indépendantes.

2. La variable aléatoire X? est positive. Comme X et Z sont positives, la variable aléatoire X Z est
positive. Donc I'espérance de X(X + Z) a un sens et est égale a E(X?) + E(XZ), somme dont les deux
termes ont bien un sens.

Par théoréme de transfert, E(X?) = f% ?dr = 5| 33](2)7r = %.

Par ailleurs, X et Z sont positives et 1ndependantes Ainsi, toutes les espérances de 1'égalité sui-
vante ont un sens et cette égalité est valide : E(XZ) = E(X)E(Z). L’espérance d’une variable aléatoire
uniforme & valeurs dans [0,27] vaut 20 = 7. Par théoréme de transfert, E(Z) = 5 [;° eV/3e=Y/2dy =
3o e v/0dy = § =3.

Done I’ espemnce de X(X + Z) a un sens et vaut 37 + 377,

3. Soit f : R? — R une fonction borélienne positive. Calculons E(f(Vi,Vs)). Comme X et Y sont
indépendantes, de lois respectives Unif(]0, 27[) et Exp(3), le théoréme de transfert donne

E(f(V1,V2)) = / f (VY cos(z), /y,sin(z)) 2ile*y/%l(gc,y).
10,27 x]0,00] T2
On pose ¢ : ]0,27[ x ]0,00[ — R? \ ([0,00[x{0}) définie par ¢(z,y) = (/¥ cos(z), \/ysin(z)). Il s’agit
d’une fonction bijective définie d’un ouvert de R? vers un ouvert de R? et qui est de classe C! : en effet,
cosinus et sinus sont des fonctions de classe C*°, et y — /y est de classe C*° si on prend soin de la
considérer seulement sur ]0, co[. Le déterminant de sa différentielle en (z,y) vaut
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Comme ce déterminant est non-nul pour tout (x,y) dans le domaine de définition de ¢, 'application ¢ est
un diffeomorphisme de classe C'. Grace 4 cela, et comme f est borélienne et positive, on peut appliquer
le théoréme de changement de variables, ce qui donne :

e (vi+v3)/2 1 —”1/2 —v2/2
E(f(V1,V2)) = f(v1,v2) d(v1,v2) / f(v1,02) d(v1, v2).

Wl N
Plus précisément, dans la premiére égalité, on a utilisé le fait que y = (\/ycos(z))? + (,/ysin(z))? ainsi
que la valeur calculée pour le jacobien. Dans la seconde égalité, on s’est servi du fait que [0, co[x{0} est
de mesure de Lebesgue nulle dans R2.

Le vecteur aléatoire (V1,Va) est donc un vecteur aléatoire 4 densité, qui admet pour densité (v, va) —
7'(/2/2 7’u2/2 L N L. Y
e\/217 6\/227 . On remarque que cette densité est de la forme (vi,v2) — p(v1)p(v2), ot p désigne la densité

définissant la loi normale centrée réduite (espérance nulle, variance 1). On en déduit que Vi et Vo sont
indépendantes (formule produit pour la densité) et que Vi et Vo sont chacune de loi normale centrée réduite.
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