Sorbonne Université 2023 — 2024
Probabilités approfondies — MU4MAO11 4 juin 2024

Examen — Deuxiéme session

L’examen dure trois heures.
Les quatre exercices sont indépendants.
Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones.
Le baréme est indicatif. La note finale sera sur 50 points.

Exercice 1

Baréme indicatif : 15 points (3+3+3+3+3).
Les cing questions sont indépendantes.

1. On munit 'ensemble @ = {1,2,3,4,5,6} de la tribu de toutes ses parties & et de la mesure
de probabilité uniforme P. Sur (2, %, P), on définit la variable aléatoire X en posant X (i) = i pour
tout 7 € Q. On définit la sous-tribu ¢ = J({{l, 2,3},{2,4, 6}}) de A.

Déterminer le cardinal de € et calculer la variable aléatoire E[X|€].

2. Sur un espace de probabilité (€2,.%#,P), on se donne un vecteur gaussien (X,Y") centré tel que
Var(X) =1, Var(Y) = 2 et Cov(X,Y) = —1.
Calculer E[X|X —Y].

3. Sur un espace de probabilité (€2,.%,P), on se donne un couple (X,Y) de variables aléatoires
réelles dont la loi admet, par rapport a la mesure de Lebesgue sur R?, la densité f donnée par

o,y €R, f(z,y) = clpy(a® + 7).
Déterminer la constante c et calculer E[|Y||X].

4. Sur un espace de probabilité (£, .#,P), on se donne deux variables aléatoires X et Y in-
dépendantes. On suppose que X est intégrable et que sa loi admet par rapport a la mesure de
Lebesgue une densité strictement positive, notée f. On suppose de plus que Y suit la loi uniforme
sur l'intervalle [—1,1].

Calculer E[X|X + Y.

5. Sur un espace de probabilité (£2,.#,P), on se donne quatre variables aléatoires intégrables
X,Y,U,V. On suppose que le couple (X,Y’) a méme loi que le couple (U, V).

Peut-on affirmer que E[X|Y] et E[U|V] ont méme loi? (On donnera une démonstration ou un
contre-exemple.)



Solution de I’exercice 1

1. La tribu € contient les parties A = {1,3}, B = {2}, C = {4,6} et D = {5} qui forment
une partition de ). Elle contient donc la tribu engendrée par cette partition. Ceci s’écrit € 2O
o({A, B,C,D}). Par ailleurs, puisque {1,2,3} = AU B et {2,4,6} = B U C, l'inclusion inverse a
aussi lieu, si bien que ¢ = o({4, B,C, D}).

La tribu € a donc 2* = 16 éléments.

Dans ce cas, ou la sous-tribu par rapport a laquelle on conditionne est engendrée par une
partition finie, on a une expression explicite de I’espérance conditionnelle :

E[X14]. E[X1z]. E[X1¢]. E[X1p]
i) B0) T BD) 1P

E[X|%] = 15+

On en déduit les valeurs suivantes pour E[X|¥] :

i 1[2[3[4[5]6
EX|€]G) 222555

2. Posons Z = X —Y. Le vecteur aléatoire (X, Z), qui est 'image de (X,Y") par la transformation
linéaire (u,v) — (u,u — v), est encore un vecteur gaussien centré. Cherchons un réel a tel que
Cov(X 4+ aZ, Z) = 0. Cette relation équivaut a

0= Cov(X, Z) +aVar(Z) = 2 + ba,

c’est-a-dire & a = —%. Puisque (X — %Z, Z) est encore un vecteur gaussien centré, la relation
Cov(X — %Z, Z) = 0 entraine que X — %Z et Z sont indépendantes. Cette indépendance entraine

E[X-2Z|Z] =E[X - 2Z] =0 ps.
Mais on a par ailleurs
E[X — 2Z|Z] =E[X|Z] — 2E[Z|Z) =E[X|Z] - 2Z ps.
En comparant ces deux relations, et en se rappelant que Z = X — Y, on trouve
EX|X-Y]=2(X-Y).

3. La constante ¢ est déterminée par le fait que I'intégrale de la densité f sur R? par rapport a
la mesure de Lebesgue vaut 1. Le domaine sur lequel la fonction f prend des valeurs non nulles est
le disque unité, et la fonction f y est constante, égale a c. On a donc ¢ = %

Pour toute fonction mesurable bornée f: R — R, on a

1
B0 == [ V=2 f(a) da

Cette expression décrit la loi de X et nous pouvons maintenant calculer E[|Y'||X] en utilisant la
méthode de la fonction muette. Soit donc g : R — R une fonction mesurable bornée. Calculons
E[|Y]g(X)]. Nous trouvons

EW@@N=§/E@(/CIJy@)m

-1 —V1-x
= l 1 i — .fz X
- Ag<x1 )d

s

1
= 71r/0 g(x)V1—22y/1—22de

=E[1v1 - X2%9(X)].



Nous en déduisons que

E[lY][X] =

4. La loi de X + Y admet la densité

o0

X+Y -1

V11— X2

t+1

o[

ft+1 (8
G T (s) ds
sf(s) ds

sf(s )ds> dt

® h(t) dt

X+Y+1

On en déduit que

E[X|X +Y] =

ST X +Y)|.

X+Y -1

f(s)ds

X+Y+1
X+v-1 %
X+Y+1
X+Y -1

f(s) ds
(s)ds .



Exercice 2
Baréme indicatif : 15 points (3+3+3+3+3).

Sur un espace de probabilité (€2,.7#,P), on se donne une suite (X)r>1 de variables aléatoires
réelles indépendantes et identiquement distribuées. On pose %y = {@, 0} et, pour tout entier n > 1,
Fn =0(X1,...,Xy). On pose Sy = 0 et, pour tout n > 0, S, = > ;_; X;. Enfin, on se donne un
temps d’arrét T' pour la filtration (:%,)n>0-

On suppose les (Xi)x>1 intégrables et T < 400 presque stirement. On note a = E[X}].

1. Montrer que (S, — na),>o est une martingale. En déduire que pour tout entier n > 0, on a
égalité E[Syar] = aE[n A T7.

2. On suppose dans cette question que les (Xj)r>1 sont positives. Montrer que E[St]| = aE[T].

3. On ne suppose plus les (X)r>1 positives, mais on suppose que E[T] < +o00. Montrer que la
variable aléatoire W = | X1| + |Xa| + - -+ + | X7| est intégrable. En déduire que St est intégrable et
que E[S7] = aE[T].

On suppose désormais les (X )xr>1 de carré intégrable et tels que E[X;] = 0. On suppose de plus
que E[T] < +oc0. On note 0% = E[(X1)?].

4. Montrer que (S2 —no?),>¢ est une martingale. En déduire que E[(Sna7)?] = 0?E[n AT pour
tout n > 0.

5. Montrer que (SuaT)n>0 est une martingale bornée dans L? et en déduire E[(St)?] = o2E[T].

Solution de 1’exercice 2

1. Pour tout n > 0, la variable aléatoire S,, — na est intégrable, et la suite (S, — na)n>o est
adaptée a la filtration (.%,)n>0. Fixons n > 0. On a

E[Sn+1|Fn] = E[Sn + Xnt1|Zn] = Sn + E[Xp41] = Sn + a.

En soustrayant (n + 1)a des deux cotés, on trouve I’égalité qui montre que (S, — na)p>o est une
martingale.
En appliquant le théoreme d’arrét au temps d’arrét borné 7' A n, on trouve

E[Suarr — (n AT)a] = E[Sp — 0a] = 0.
La variable aléatoire n AT est bornée par n donc intégrable. On a donc
E[Spar] = E[Sprr — (R AT)a+ (n AT)a] = aE[n A T].

2. Si les Xj sont positifs, la suite (Spar)n>0 est une suite croissante de variables aléatoires
positives, qui est presque sirement stationnaire et convergente vers St. Le théoréme de convergence
monotone nous donne donc

E[S7] = lim E[S7nn] = lim aE[T A7

et une nouvelle application du théoreme de convergence monotone montre que cette derniere limite
vaut aE[T].
3. La question précédente appliquée aux |X| nous donne

E[W] = E[| X1 |JE[T].

Ainsi, W est intégrable.
La convergence de Syar vers St est dominée par W, donc le théoreme de convergence dominée
nous permet d’affirmer que St est intégrable et
lim E[S,Ar] = E[ST].

n—oo



Par ailleurs, le théoreme de convergence monotone nous donne toujours

lim E[n AT] = E[T],

n—oo

et I’égalité est démontrée.
4. On a maintenant

E[S%+1]§n] = E[(Sn + Xn+1)2|37n] = ‘9721 + E[szz—i—l] + 2SHE[Xn+1] = STQL + o’

Le reste de la question se traite comme la question 1.
5.0n a E[S2,;] = 0?E[n A T) < 0?E[T, ce qui montre que la martingale (S,a1)n>0 est bornée
dans L. Elle converge donc dans L?, et comme elle converge presque siirement vers Sr, nous avons

E[S%] = lim E[S2 7] = o lim E[nAT]| = o*E[T).

Exercice 3
Baréme indicatif : 15 points (3+3+3+3+3).
Soit £ un espace d’états et P un noyau de transition markovien sur E. Soit m une mesure de
probabilité sur E. On suppose que 7 est invariante pour P et que 7(z) > 0 pour tout z € E.

1. Les hypothéses permettent-elles d’affirmer quelque chose sur lirréductibilité de P, sur la
récurrence ou la transience des états de F, et sur 'unicité d’une mesure de probabilité invariante
pour P7?

Soit @ : E x E — R la fonction définie par

Q(r,y) = :Ei;P(y,m)-

2. Montrer que ) est un noyau de transition sur E et que m est une mesure de probabilité
invariante pour Q).

Soit (2, ZF, (Fn)n>0, (Pr)rcr, X = (Xn)n>0) une chaine de Markov sur E de noyau de transi-
tion P. Soit N € N un entier fixé. Pour tout entier n compris entre 0 et IV, on pose

Y, =XN_n.

3. Calculer P,(Yy = xo,---,YNy = zn) pour tous xg,...,xxy € E. En déduire que, sous Py,
(Yn)o<n<n est une chaine de Markov dont on précisera le noyau de transition.

Soit p € ]0, 1] un réel. On considere le cas ou E = N et pour tous z,y € N,

P(z,y) = pliy—zi1y + (1 — p)lyy—oy-

4. Déterminer une mesure de probabilité invariante pour P, et déterminer si elle est unique.
5. Calculer le noyau de transition ) et dessiner des trajectoires typiques de X et Y dans ce cas.
Solution de 1’exercice 3

1. L’exemple ou E est un ensemble fini non réduit & un point, P le noyau unité, et 7 la mesure
de probabilité uniforme sur £ montre que P n’est pas nécessairement irréductible, ni 7 unique :
dans ce cas, toute autre mesure de probabilité qui donne une masse strictement positive a chaque
point de F convient.

Mais on peut tout de méme affirmer, en général, que tous les éléments de E sont récurrents. En
effet, la démonstration du résultat du cours qui affirme que si une chaine irréductible admet une



probabilité invariante, elle est récurrente, montre en fait que si une chaine admet une probabilité
invariante, alors tout élément auquel cette probabilité donne une masse strictement positive est
récurrent. Rappelons I'argument : si 7(x) > 0, alors

[e.9]

=> w(z)=)_ Z )P (y,x) = Y w(y)G(y,2) < > 7(y)G(z,x) = G(,x).
n=0

yeEE n=0 yekE yekl

2. Soit z un élément de E. On a

Z Qr,y) = W(lx) Z w(y)P(y,x) = 1.
yeR

yek

La fonction @ est donc bien un noyau de transition.
De plus,

Y wW)Qy.x) = w(x)P(x,y) = w(x),

yer yer

donc 7 est invariante pour Q).

3.0n a
Pz (Yo =0, -+, YN =2n) =Pr(Xo = 2N, -+ , XN = @0)
= W(xN)P({L'N, .%'N_l) e P(a;l,mo)
m(zN) (1)
=——P 1)... P
Ty 1) (TN, TN-1) (o) (71, 20)m(20)
= 77(3;0)@(3;0, 331) e Q(a;N_l, JJN).
Ainsi, (Yp,...,Yn) alaloi des N premiers par d’une chaine de Markov sur E de loi initiale 7 et de

noyau de transition Q).

4. Le noyau P est irréductible sur N, puisque tout état meéne a 0 et 0 mene a tout état. Une
mesure invariante donne donc une masse strictement positive a tout état. Cherchons une mesure
invariante p telle que p(0) = 1. Alors u(1) = u(0)P(0,1) = p, u(2) = p(1)P(1,2) = p? et ainsi de
suite. Pour vérifier que la mesure p donnée par p(i) = p’ est bien invariante, il faut encore vérifier

que
= Z,u(i)P i,0

120

-p)) p.

120

, ce qui est vrai car

Ainsi, p est invariante. Elle est de masse finie, et se normalise en une probabilité invariante

(i) = (1 —p)p’

Puisqu’elle est irréductible et admet une probabilité invariante, la chaine est irréductible récurrente
positive, et admet une unique probabilité invariante.
On a donc

Q(.%', y) = pyilurl]-{y:xfl} + (1 - p)pyixl{:c:O} = 1{y:xfl} + 7T(y)]-{:t::[)}'

Des trajectoires possibles de X et Y sont représentées ci-dessous.



Exercice 4
Baréme indicatif : 10 points (242+2+2+2).

On étudie la marche aléatoire sur le graphe représenté ci-dessous.

1. Déterminer la masse de chacun des états a, b et f pour I'unique mesure de probabilité
invariante pour cette marche aléatoire.

2. Partant de d, combien de temps la marche aléatoire met-elle, en moyenne, a revenir en d?

3. Partant de ¢, combien de fois la marche visite-t-elle, en moyenne, le sommet a avant de revenir
pour la premiere fois & son point de départ ?

4. Notons (X, )n>0 la marche aléatoire. On note M = {b,¢,d, e}. La quantité

1 n—1
E Z 1M(Xz‘)
=0

admet-elle sous P, une limite presque stre lorsque n tend vers U'infini, et si oui, laquelle ?

5. Est-il vrai que pour toute fonction f a valeurs réelles sur ’ensemble des sommets de notre
graphe, la quantité
Ealf(Xn)]

admet une limite lorsque n tend vers l'infini? Si oui, quelle est cette limite? Si non, y a-t-il une
autre quantité, analogue, qui admette une limite 7

Solution de I’exercice 4

1. Le graphe est connexe, donc la marche aléatoire sur ce graphe est une chaine de Markov
irréductible. Tous les états sont donc de méme nature (récurrents ou transients), et comme ’espace
d’états est fini, ils sont tous récurrents. La chalne admet donc une mesure invariante unique a
multiplication prés par une constante strictement positive, donc une unique mesure de probabilité
invariante.



Pour déterminer cette probabilité invariante, on utilise le fait que la mesure qui a chaque sommet
associe son nombre de voisins est réversible, donc invariante, pour la marche aléatoire sur le graphe.
Cette mesure associe respectivement les masses 4, 3 et 1 aux sommets a, b et f.

La masse totale de cette mesure est 24 (c’est deux fois le nombre d’arétes). Ainsi, les masses des
sommets a, b, f pour I'unique probabilité invariante 7 sont

2. Le temps moyen de retour est donné par l'inverse de la masse attribuée par la probabilité

invariante : 1
EqTy) = —F = 8.
[T4] @)
3. L’unique mesure invariante v qui associe a ¢ la masse 1 associe a chaque autre sommet une
masse égale au nombre moyen de visites en ce sommet entre deux visites en ¢. On a v = 7/7(c),

donc le nombre moyen de visites en a entre deux visites en ¢ vaut

4. Puisque la chailne est irréductible et récurrente, le théoreme ergodique assure que la quantité
considérée converge P -presque stirement vers

5. Partant de a, la marche est toujours dans I’ensemble M aux temps impairs. Ainsi, la période
de la chaine est 2, et le théoreme de convergence vers 1’équilibre ne s’applique pas. Par exemple, si
f =144, alors Ey[f(X2p41)] = 0 pour tout n > 0, alors que

lim By [f(Xon) = %

n—o0

Par contre, la suite
Eq [f (XZH)}

converge lorsque n tend vers I'infini.

FIN DU SUJET



