Sorbonne Université 2022 — 2023
Probabilités approfondies — MU4MAO11 ler juin 2023

Examen — Deuxiéme session

L’examen dure trois heures.
Le sujet occupe quatre pages.
Les quatre exercices sont indépendants.
Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones.
Le baréme est indicatif. La note finale sera sur 50 points.

Exercice 1
Baréme indicatif : 10 points (2+2+3+3).

On munit 'ensemble Q = {a,b,c,d, e, f,g,h,i,7,k,1} de la tribu de toutes ses parties et de
la probabilité uniforme. On considere deux variables aléatoires réelles X et Y sur €2, définies
comme suit.

w [a b [ el dfel flg[h ][ il |k][.!
X(w) 0 | 2 ] 2 | 2 2 ] 41 4] 4] 4
Y (w) 1 | 2 [ 3 | 1 [ 2 [ 3 [ 1 [ 23 [ 123

E[X|Y](w)

1. Déterminer la loi de X et la loi de Y.
2. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
3. Combien d’éléments a la tribu o(Y) ? Et la tribu o(X,Y)?

4. Calculer E[X|Y] et remplir la derniere ligne du tableau. (Seul le résultat est demandé,
et vous pouvez joindre le sujet a votre copie apres avoir mis votre nom dessus.)




Exercice 2
Baréme indicatif : 20 points (8+2+6+4).

Sur un espace de probabilité (€2,.7,P), on se donne une suite (Uy,),>1 de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées de loi uniforme sur [0, 1].

Soit zg € ]0,1[. On définit par récurrence une suite (X,)n>0 de variables aléatoires en
posant Xy = xg puis, pour tout n > 0,

X X, +1
Xn+1 = 1{U7L+1>Xn}7n + 1{Un+1<Xn}nT'

Les graphiques ci-dessous représentent six simulations de la suite (X,,)n>0 pour n compris
entre 0 et 20 avec xg = %

N

20

N

20

1. Montrer que la suite (X,),>0 converge presque sirement.
On note X la limite presque sire de la suite (Xp,)n>0-

2. Vérifier que pour tout n > 0, on a presque strement
2| X1 — Xy| 2 min(| X, |1 — X,]).

3. Déterminer la loi de X.

4. Quelle est la probabilité que la suite (X, ),>0 soit monotone & partir d’un certain rang ?
Autrement dit, que vaut

P({3n > 0,Ym = n, Xmy1 > X} U{3In > 0,Ym = n, X;np1 < X5 })?




Exercice 3
Baréme indicatif : 20 points (2+2+6+6+14).
Soient (p;)iez une suite d’éléments de ]0, 1[. Pour tout ¢ € Z, on note ¢; = 1 — p;.
Sur Z, on considere le noyau de transition P donné par
VieZ, P(i,i+1)=p; et P(i,i—1)=g;.
On se donne une chaine de Markov (2, %, (%) n>0, (Pi)icz, X = (Xn)n>0) sur Z de noyau de
transition P.

1. Montrer que cette chaine de Markov est irréductible.

Soit f 'unique fonction f : Z — R telle que

f(0)=0, f(1)=1, etpourtoutiecZ, f(i)=pif(i+1)+aqf(i—1).

Pour tout ¢ € Z, on pose g(i) = f(i + 1) — f(4).
2. Exprimer ¢(i) en fonction de g(i — 1) et montrer que la fonction f est strictement
croissante.

3. Montrer que sous Py, la suite (f(X,))n>0 est une martingale par rapport a la filtration
(ﬁn)n%)-

4. On suppose que la fonction f est bornée. On se donne un entier N > 1. On note
a =min{g(i) : =N — 1 <i < N}. Montrer que

Po(3n >0, Ym = n, |f(Xmi1) — F(Xm)| < @) = L.

En déduire que
Pyp(In >0, Vm > n, | X, > N)=1.

Que peut-on en conclure pour notre chaine de Markov ?

5. Montrer que si

(o] o0
ZQI---(]kz<OO ot prl---p—k:<oo7
— P1-. Dk =1 gk

alors la chaine de Markov est transiente.



Exercice 4
Baréme indicatif : 10 points (2+2+2+2+2).

Le plan au sol des tours de Jussieu est représenté ci-dessous. On considere ce plan comme
un graphe dont les sommets sont les tours, et les arétes sont les couloirs. On étudie la marche
aléatoire sur ce graphe.

1. Déterminer la masse de chacune des tours @, et @ pour 'unique mesure de
probabilité invariante pour cette marche aléatoire.

2. Partant de la tour @, combien de temps la marche aléatoire met-elle, en moyenne, a
y revenir 7

3. Partant de la tour @, combien de fois la marche visite-t-elle, en moyenne, la tour
avant de revenir pour la premiere fois & son point de départ ?

4. Notons (X, )n>0 la marche aléatoire. On note M = {@,,@,}. La quantité

admet-elle sous IP’® une limite presque stre lorsque n tend vers l'infini, et si oui, laquelle ?

5. Est-il vrai que pour toute fonction f a valeurs réelles sur ’ensemble des sommets de
notre graphe, la quantité

admet une limite lorsque n tend vers 'infini 7 Si oui, quelle est cette limite ? Si non, y a-t-il
une quantité similaire qui admette une limite pour toute fonction f 7

FIN DU SUJET



