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Examen

Le suget fait trois pages.
L’examen dure trois heures.
Les quatre exercices sont indépendants.
Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones.
Le baréme est indicatif. La note finale sera sur 50 points.

Exercice 1

Baréme indicatif : 12 points (2+42+2+2+4).

Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. On pose Y = min(X, 1).

1. Calculer P(Y = %) La loi de Y admet-elle une densité ? ’
2. Déterminer la loi de Y.

3. Calculer I'espérance de Y.

4. Calculer E[Y|X].

5. Calculer soigneusement E[X|Y].

Exercice 2
Bareme indicatif : 20 points (2+4+4+34+4+3).

Sur un espace de probabilité filtré (Q,.#, (%,)n>0,P), on se donne une martingale
(X)n>0. On suppose que Xg = 0 et que pour tout n > 0, on a E[X?2] < +oo.

1. Montrer que pour tous entiers 0 < n < p, on a E[(Xp — Xn)Q] < IE[X;].
On fait I’hypothese qu’il existe une constante réelle C' > 0 telle que
vn >0, E[X2] <Cn.
Pour tout entier £ > 0, on pose

Xn — Xoe
My = max w
20 <p2t+! 2

2. En appliquant une inégalité maximale de Doob, montrer qu’il existe une constante C’
telle que pour tout entier £ > 0 et tout réel a > 0, on ait

C/

3. En déduire que la suite (Mpy);>(o converge presque surement vers 0.



4. Montrer que si une suite de réels positifs (my)s>o converge vers 0, alors

o 29%mg 4+ 2'my + ..+ 28my
lim =

L—o0 2¢+1 0-

5. Montrer qu’on a la convergence presque sire

Xn ps.
= Pxo,
n n—oo

Soit (A;)n>1 une suite d’événements indépendants telle que pour tout n > 1, on ait
P(A,) = L. Pour tout n > 1, on pose Y, = nly,.
6. Calculer E[Y,2] pour tout entier n > 1. La suite (%)n>1 converge-t-elle presque

stirement vers 0 lorsque n tend vers I'infini 7 Y a-t-il une contradiction avec ce qui précede ?

Exercice 3
Bareme indicatif : 20 points (2+2+3+43+2+4+2+2).

Soient p et ¢ des réels strictement positifs tels que p + ¢ = 1. Sur Z, on considere le
noyau de transition P donné par

VieZ, P(i,i+1)=p et P(i,i—2)=q.

On se donne une chaine de Markov (Q, .7, (%,)n>0, (Pi)icz, X = (Xn)n>0) sur Z de noyau
de transition P.

1. Montrer que cette chalne de Markov est irréductible.
2. Montrer que si p — 2¢ # 0, alors la chaine est transiente.
3. Montrer que si n n’est pas un multiple de 3, alors la probabilité de retour P"(0,0)
est nulle. Calculer P3?(0,0) pour tout entier a > 0.
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4. Lorsque p = 3, déterminer si la chaine est récurrente ou transiente.

On suppose désormais p < % On définit la variable aléatoire M = sup{X, : n > 0} a
valeurs dans N U {+o0}.

5. Montrer que Py(M = +o00) = 0.
6. Soient k,l > 0 des entiers. On pose T' = inf{n > 0 : X,, = k}. En utilisant au besoin
la relation Po(M > 1) = Pp(M > k +1) (qu’on justifiera succintement), montrer que

Po(M >k +1) = Po(M > k)Po(M > I).

7. On note r = Po(M > 1). Pour tout k > 0, calculer P(M = k) en fonction de 7.
8. En exprimant de deux manieres Py(M = 0), déterminer r en fonction de p et q.



Exercice 4
Baréme indicatif : 10 points (2+2+2+2+2).
On considere la marche aléatoire sur le graphe représenté ci-dessous.

e d

a b

1. Déterminer toutes les probabilités invariantes pour cette marche aléatoire.

2. Partant du sommet a, combien de temps met la marche, en moyenne, a revenir au
sommet a ?

3. Entre deux visites en ¢, combien de fois la marche visite-t-elle, en moyenne, le
sommet e ?

4. Notons (X,,)n>0 la marche aléatoire. La quantité

1 n—1
- z; lix,efap)y

admet-elle sous P, une limite presque stire lorsque n tend vers U'infini, et si oui, laquelle ?
5. Soit h: {a,b,c,d, e, f} — R une fonction. La quantité

Ea[h(X7)]

admet-elle une limite lorsque n tend vers I'infini, et si oui, laquelle 7

FIN DU SUJET



