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Convergence de mesures — Grandes déviations — Percolation

Examen - Partie 1

On traitera deux des trois questions de cours ci-dessous, au choix.
Cette premiere partie de l'épreuve dure quarante minutes.
Elle comptera pour un quart de la note.

Aucun document n’est autorisé.

Question de cours 1

Rappeler la signification des mots soulignés dans l’énoncé ci-dessous, puis le démontrer.

Soit (E, d) un espace métrique polonais. Pour toute mesure de probabilité p borélienne
sur E, la partie {1} de M(E) est tendue.

Question de cours 2

Rappeler la signification des mots soulignés dans l’énoncé ci-dessous, puis le démontrer.

Soit (E,d) un espace métrique. Pour toute partie A de E, on note A 1'adhérence de
A, et A TVintérieur de A. On se donne sur F une suite (tin)n>1 de mesures boréliennes de
probabilité, et une fonction de taux I. On suppose que la suite (up)n>1 vérifie les deux
assertions suivantes.

1. Pour tout réel a et tout borélien A de E tel que A C {I > a}, on a

— 1
lim —log pn(A) < —a.

n—oo N

2. Pour tout = € F tel que I(z) < oo et tout borélien A de E tel que = € /01, on a

1
lim —logun(A) > —1(z).

n—oo 1

Alors la suite (fi,)n>1 satisfait sur E' un principe de grandes déviations de fonction de
taux 1.

Question de cours 3

Rappeler la signification des mots soulignés dans l’énoncé ci-dessous, puis le démontrer.

On se donne un entier d > 1 et on note p. la valeur critique du parametre pour la

percolation par arétes sur le réseau L¢ = (Z4, E?). On a I'inégalité

1
2d —1°

Pe 2
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Convergence de mesures — Grandes déviations — Percolation

Examen - Partie 2

Les trois exercices sont indépendants.
Chaque exercice comptera pour un quart de la note.
Cette deuziéme partie de l'épreuve dure deux heures vingt.
La consultation des notes de cours et du polycopié est autorisée.

Exercice 1

Pour chaque entier n > 1, on va construire une mesure borélienne de probabilité u,
sur I'espace C([0,1],R3) des fonctions continues & valeurs dans R3.

Pour cela, on se donne, une fois pour toutes, sur un espace de probabilité (£, #,P),
une suite (Vi )rso de vecteurs aléatoires de R? indépendants et identiquement distribués,
de loi N(0, I3). On pose Zy = (0,0,0) et, pour tout k > 0,

Zis1 = Zk+ Viga.

Pour tout réel ¢t > 0, on note [t] la partie entiere de ¢, et {t} = t—[t] sa partie fractionnaire.
Pour tout ¢ € [0, 1], on pose

Zn Zin
[nt] + {nt} [nt]+1

Vn vn

et on définit ainsi sur (€2, %, P) une variable aléatoire X,, & valeurs dans 'espace C([0, 1], R3).
On définit enfin p,, comme la loi de X,,.

X, (t) = (1 — {nt})

Question. Montrer soigneusement, en appliquant le critére de Kolmogorov, que la
suite de mesures (i,,)n>1 est tendue sur C([0, 1], R3).



Exercice 2

Soit N > 1 un entier. On se donne une matrice stochastique P = (pij)ije{1,.. N}
qu’on considere comme la matrice de transition d’une chaine de Markov sur ’ensemble
E ={1,...,N}. On suppose que tous les coefficients de P sont strictement positifs.

On fixe une fois pour toutes un élément ig € E et on se donne, sur un espace de
probabilité (€2,.7#, P), une suite (X, )n>0 de variables aléatoires & valeurs dans E et qui
est une chaine de Markov de matrice de transition P issue de ig, ce qui signifie que Xy = ig
presque stirement et que pour tousn > 1 et i,...,i, € E, on a

IP(XQ = i(), v ,Xn = Zn) :pioil .. ‘pinflin‘

Pour tout n > 1 et toute suite x = (xg, ..., z,) d’éléments de F, on définit
1 n—1
ln(x) = n Z 5($k7$k+1)’
k=0

qui est une mesure de probabilité sur E x E = E2. Pour tout n > 1, on définit

n—1

1
L = ba(Xo,-, Xn) =~ D (X0 Xer):
k=0

qui est une variable aléatoire sur (2,.%, P) & valeurs dans 'espace M(E?) des mesures
de probabilité sur E2.

Question. Montrer (en suivant éventuellement les indications ci-dessous) que la suite
des lois des variables aléatoires (L,)n>1 satisfait sur M(E?) un principe de grandes
déviations dont on déterminera la fonction de taux.

Indications. L’entier n étant fixé, on pourra introduire I’ensemble
L, ={l(x):x € E"™} c M(E?),
et pour tout v € L, ’ensemble
T,(v) = {x € E"" . 0, (x) = v}.

Etant donné v € £, on pourra poser, pour tous i, j € E, ni; = nv({(i,7)}), et pour tout

i€ B, ny=nv({i} x E) =3 ;cpnij; et on pourra respectivement admettre et démontrer
les inégalités

_ n.:! admis n.:

T | [ Sy R |

ick e ! e Ljenmist

On se permettra de traiter 'approximation log k! ~ klog k comme une égalité.



Exercice 3

On fixe un entier d > 2 et on considere la percolation sur le réseau LY = (Z4,E4). On
note p, la valeur critique du parametre de percolation. Pour toute partie finie A C Z¢, on
pose

SA={{z,y} eBl:zc A y¢ A}

puis, pour tout p € [0, 1],
op(A) = 3 P02 e et we = 1),
e€dA

et enfin
Da={pe0,1]:0 < gy(A) < 1}.

1. Soit A C Z¢ un ensemble fini. Montrer que la fonction p — ¢, (A) est soit identi-
quement nulle soit continue et strictement croissante sur [0, 1]. Calculer ¢;(A) et montrer
que 'ensemble D4 est soit vide, soit un intervalle de la forme ]0, ga[ avec g4 € 0, 1].

2. Décrire aussi précisément que possible I’ensemble J 4D 4, ol I'union est prise sur les
parties finies de Z¢.

3. Montrer que pour toute partie finie A C Z% contenant ’origine, on a op.(A) > 1.
Pour tout n > 0, on note B, = {z € Z%: ||z|l < n} et B, = {x € Z : ||z|| = n}.

4. Montrer que si e = {z,y} et ¢’ = {2/, 9} sont deux éléments distincts de 6 B,,, avec
x,2' € B,, (possiblement égaux), alors y et ' sont deux éléments distincts de OB, 1.

5. Montrer que dans toute configuration de percolation w, I’agrégat de 'origine vérifie

C(0) 2 U {yE@BnH : 3z € By, e ={z,y} €5Bn,0<ﬁ>eet We = 1}.

n=0

6. En déduire que

+o0
Ep. [|C(0)[] 2 @p.(Bn).
n=0

7. Tirer une conclusion de ce qui précede et, dans la mesure du possible, la commenter.

FIN DU SUJET



