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Examen

L’épreuve dure trois heures.
Ni documents, ni calculatrices, ni téléphones.

Exercice 1. Sur un espace de probabilité filtré (2, %, (%, )n>0,P), on se donne une sous-
martingale positive X = (X,,),>0. Pour tout n > 0, on pose

M,, = max(Xo,...,Xp).
1. Soit n > 0 un entier et @ > 0 un réel. Démontrer que
aIP’(Mn = CL) < E[an{Mn>a}] .

(Cette inégalité est un résultat du cours : c¢’est une démonstration qui en est demandée ici.)

2. Pour tout réel y > 0, on note (logy)™* la partie positive du logarithme de y, c’est-a-
dire
)+

(logy)™ = max(logy, 0).

On pose de plus (log0)™ = 0. Dans ce qui suit, e est la base du logarithme népérien.
Montrer que pour tout réel y > 0, on a I'inégalité logy < ¥, puis montrer que pour
tous réels x,y > 0, on a

r(logy)™ < x(logz)t + %.

On pourra traiter successivement le cas ou y < 1, puis le cas o y > 1 et x < 1, et enfin
le cas ou x et y sont supérieurs a 1.
3. Montrer que pour toute variable aléatoire positive Z sur (2,.%,P), on a

+o0
E[Z] <1 +/ P(Z > a) da.
1

4. Démontrer que pour tout n > 0 on a
E[M,] < 1+ E[X,(log M,,)"],
et en déduire que
E[M,] < —— (1 + E[Xa(log X,)*]).
5. Que peut-on dire d’une martingale (Y,),>0 telle que

sup {E[|Y,|(log|Ya))*] :n > 0} < 4007

On pourra commencer par démontrer, pour tout réel x > 0, 'inégalité x < 1+ x(logz)™.



Exercice 2. Donner un énoncé précis et une démonstration du fait suivant : lorsqu’une
sur-martingale positive atteint 0, elle y reste.

Exercice 3. 1. On considére sur un ensemble fini ou dénombrable E une chalne de
Markov de noyau de transition P. Parmi les six assertions suivantes, dire lesquelles sont
équivalentes a 'assertion : “La chaine de Markov est irréductible”.

(Exceptionnellement, on ne demande dans cette question aucune justification, mais aucune
autre réponse que la réponse exacte ne rapportera de points.)

a. Pour tous x et y dans E, on a P(z,y) > 0.
Pour tous z et y dans F et pour tout n > 0, on a P"(z,y) > 0.
Pour tous z et y dans F, il existe n > 0 tel qu’on ait P"(z,y) > 0.
Pour tous z et y dans F, il existe n > 100 tel qu’on ait P"(x,y) > 0.
Pour tous z et y dans £, on a ) -, P"(z,y) > 0.
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Pour tous z et y dans £, on a ) -, P"(z,y) = oo.

\V)

. Rappeler les définitions d’une mesure invariante et d’une mesure réversible d’une
chaine de Markov.

3. Montrer qu'une mesure invariante d’une chaine de Markov irréductible donne une
masse strictement positive a chaque élément de I'espace d’états.

4. Montrer que deux mesures réversibles d’'une chaine de Markov irréductible sont
proportionnelles.

5. Existe-t-il une chaine de Markov qui admette une mesure invariante, mais aucune
mesure réversible ?

(Une réponse positive devra étre accompagnée d’un exemple, une réponse négative d’une
démonstration.)

6. (Il est conseillé de n’aborder cette question qu’apres avoir cherché tout le reste du sujet.)

On se donne deux réels p et r strictement compris entre 0 et 1. On considere sur Z2
la chaine de Markov qui, & chaque pas, se déplace vers la droite avec probabilité p/2, vers
la gauche avec probabilité (1 — p)/2, vers le haut avec probabilité r/2 et vers le bas avec
probabilité (1 — r)/2. Autrement dit, pour tout (4, ) € Z2, on a

P((i,4), (i +1,5)) = p/2
P((i,7), (i = 1,5)) = (1 —p)/2
P((i,4), (1,5 + 1)) = r/2
P((i,5), (1,5 = 1)) = (1 =7)/2.

Déterminer autant de mesures invariantes que possible pour cette chaine de Markov.
Dire parmi ces mesures invariantes lesquelles sont réversibles.

Pour quelles valeurs de p et de r la chaine est-elle récurrente 7 (On pourra utiliser sans
les démontrer les propriétés de la marche aléatoire simple sur Z?2.)



Exercice 4. On note W = (W,,),>0 la marche aléatoire simple sur Z?2, considérée comme
une chaine de Markov sur Z? de noyau de transition P donné, pour tous w, z € Z?, par

1
P(w,z) = 1 si]lz—wl2=1 et P(w,z) =0 sinon.

Pour tout n > 0, on note X, et Y,, les deux composantes de W,,, si bien que W,, = (X,,,Y,).
On travaille dans tout cet exercice sur un espace de probabilité filtré (Q, .7, (%),)n>0)

muni d’une famille (Py,),cz2 de mesures de probabilités. Vous pouvez, si vous le souhaitez,

considérer que cet espace filtré est I’espace canonique de la chaine de Markov sur Z? de

noyau de transition P. Dans tous les cas, on dispose d’un opérateur de décalage noté 6.
On définit, pour tout entier £ > 0,

Ty=inf{n >0: X,, = Xo+ ¢}

1. Rappeler la définition d’un temps d’arrét et démontrer que pour tout ¢ > 0, la
variable aléatoire Ty est un temps d’arrét relativement a la filtration (%, )n>0.

2. Montrer que T est fini P g)-presque strement.

3. Exprimer, sous P(g ) et pour tout £ > 1, le temps 7} en fonction de Ty, de T et
d’un opérateur de décalage.

4. Montrer que la suite de variables aléatoires (Y7,)s=0 est, sous P ¢, une chaine de
Markov sur Z issue de 0 et dont on déterminera le noyau de transition en fonction de la
loi de Y7,. Il n’est pas demandé de calculer cette loi explicitement.

Exercice 5. On considere la marche au hasard sur le graphe suivant :

a b c d

e f g h

qu’on étudie comme une chaine de Markov sur l'espace d’états {a,b,c,d, e, f, g, h}.

1. Cette chaine de Markov est-elle irréductible ? Quels sont ses états récurrents ? Cette
chaine est-elle apériodique ?

2. Déterminer toutes les mesures invariantes de cette chaine de Markov.

3. Entre deux visites en a, combien de fois la chaine passe-t-elle, en moyenne, en b7

4. Partant de e, combien de temps la chaine met-elle, en moyenne, a revenir en e ?

5. Calculer la probabilité, partant d’'un sommet arbitraire x, de visiter la partie {a, e}
avant de visiter la partie {d, h}. (On pourra étudier cette probabilité comme une fonction
de z.)

Fin du sujet



Correction de I’exercice 1. 1. Un temps d’arrét relativement & une filtration (%, )n>0
est une variable aléatoire T': Q — N U {oo} telle que pour tout entier n > 0, I'événement
{T = n} appartienne a .%,.

Pour tout ¢ > 0, le temps T} est le temps d’atteinte, par le processus adapté (W,,)n>o,
de la partie {¢} x Z de Z*. C’est donc un temps d’arrét.

2. La marche aléatoire sur Z? est irréductible et récurrente. Ainsi, partant de n’importe
quel état, on visite (et on visite une infinité de fois) n’importe quel autre avec probabilité 1.
En particulier, partant de (0,0), on visite par exemple (1,0), si bien que T} est fini.

3. Soit ¢ > 1. Partant de (0,0), pour atteindre {¢} x Z, on doit d’abord atteindre
{€ —1} X Z, puis, partant de 14, atteindre {{} x Z, c’est-a-dire atteindre la droite verticale
située immédiatement a droite du point d’out on part. Ceci prend, a partir de ce point, un
temps T7. Plus précisément, en notant 6 'opérateur de décalage, on a la relation

Ty =Ty +T1007, .

4. Notons v la loi de Y, sous P(g ). C’est une mesure de probabilité sur Z. Montrons
par récurrence sur n que pour tout n > 0 et pour tous yq,...,Yn, O0 a

Po,0)(Yr, = Yo, Y1, = yn) = Sy 0v(Y1 — %0) - - - ¥(Yn — Yn—1)-

Pour n = 0, c’est une conséquence immédiate du fait que Ty = 0 presque strement sous
P(9,0)- Supposons maintenant la propriété montrée au rang n — 1 et montrons-la au rang
n. On a

Po,oy(Y1, = Yo, Y1, = yn) = E(0,0)[P(0,0) (Y1, = Y05 - - - Y13, = Yul I3, )]
= E0,0)[L (v, =v0,-. V7, =vm13P0.0) Y10, = YnlFT,,_,)]
Calculons la probabilité conditionnelle en utilisant la propriété de Markov forte. Elle vaut
Po.0) (Y, = ynlF1, 1) = P0,0) Y1, 1413007, = YnlF1, 1)
=Poo(Yr, 001, , =yu|Fr1,_,)
- P(XTn—l’YTn—l)(YTl - yn)
- IP)(n—l,YTn_l)(}/T1 - yn)
Ainsi, la probabilité que nous calculions vaut
P0,0) (Yo =50, -, Y1, = yn) = E0,0) L v =y, Vi, =pm 13 (01,9 1) (Y11 = ¥n)]-
Le noyau de transition est invariant par translation, aussi
P(n—l,yn—l)(yﬂ =Yn) = P 0,0 Y1y, = Yn — Yn-1) = V(Yn — Yn-1).

Finalement, (Y7,)¢>0 est sous P(9,0) une chaine de Markov sur Z issue de 0 dont le noyau
de transition est donné par

p(r,s) =v(s—r) = Po,0) (Yr, =s—r).



Correction de I’exercice 2. 1. Notons 7' = inf{k > 0: X}, > a}. On a

n
aP(M,, > a) = aP(T < n) < E[X11(r<ny] = Y E[Xpl{r_p).
k=0
Or, pour tout k € {0,...,n}, on a, puisque X est une sous-martingale et 7' un temps
d’arrét,

E[Xkl{T:k}] < E[E[Xn’yk]l{jw:k}] = E[E[an{T:kﬂka = E[Xn]-{T:k}]'

Finalement,

aIP(Mn > a) < E[an{T:k}] — E[an{Tén}] = E[Xn]-{Mn2a}]'
k=0

2. La fonction y — £ a au point y = e la méme valeur, en I'occurrence 1, et la méme
dérivée, en l'occurrence %, que la fonction y — logy. La graphe de la fonction y — ¥ est
donc la droite tangente au point (e, 1) au graphe de la fonction y +— logy. L’inégalité en
découle, par concavité de la fonction logarithme.

On aurait aussi pu établir I'inégalité en étudiant la fonction y +— logy — £.

Montrons maintenant la deuxieme inégalité. Siy < 1, le membre de gauche de 'inégalité
a démontrer est nul, elle est donc vraie. Supposons maintenant y > 1. Si z < 1, I'inégalité
a montrer est zlogy < . Or nous avons zlogy < logy et, d’apres la deuxieme inégalité,
logy < % L’inégalité est donc prouvée. Reste a étudier le cas on x > 1. Alors I'inégalité a

Y
démontrer est équivalente a log% < %, dont nous savons qu’elle est vraie.
3. On écrit

+o00o
E[Z] :/ZdIP’:// 1{0<z(w)) da dP(w)
Q QJO

et on applique le théoreme de Fubini pour échanger les intégrales, et obtenir

+o00 400
B2 = [ [ Veerond®) da= [ B> ) da
0 Q 0

L’intégrale de 0 a 1 est inférieure ou égale a 1, si bien que
o0
E[Z] <1 +/ P(Z > a) da.
1

4. On applique le résultat de la question précédente a M,, et on trouve

teoq o da
M <1+ [ EXaLgsa) do=1+E[X, [ Ljaom .
1 @ 1 @

L’intégrale vaut 0 si M,, < 1, et vaut sinon flM" %“

(log M,,) ™, et I'inégalité est démontrée.

= log M,,. Ainsi, elle vaut toujours



En appliquant la troisieme inégalité de la question 2, on trouve
1
E[Mn] <1+ E[Xn(log Xn)+] + EE[Mn]a

d’ot I'inégalité cherchée découle immédiatement.

5. Montrons l'inégalité z < 1 + z(logx)™. Si z < 1, l'inégalité & démontrer est exac-
tement x < 1, qui est vraie. La fonction z +— 1 + z(logx)" vaut 1 en 1 et sa dérivée, en
tout x > 1, vaut 1 + log z. Elle est donc supérieure, sur 'intervalle [1, +oo[, a la fonction
T .

Grace a cette inégalité, on déduit de I’hypothese que la martingale Y est bornée
dans L'. La suite (Y;,),>0 converge donc presque stirement vers une variable aléatoire
Y intégrable.

Notons

C = sup {E[|Y,|(log [Y,|)*] : n > 0}.

On applique maintenant ce qui précede a la sous-martingale (|Y,,|)n>0 et on obtient que
pour tout n = 0,
E[max(|Ypl, ..., |Ya|)] < C.

Par convergence monotone, on en déduit que
E[sup{|Y,| : » > 0}] < C.

I1 s’ensuite que la variable aléatoire sup{|Y,,| : n > 0} est intégrable et domine la conver-
gence presque sure de la suite (Y},),>0 ver s Yoo. Par le théoreme de convergence dominée,
cette convergence a donc lieu dans L.

On aurait aussi pu démontrer que 'hypothése faite sur Y entraine I'uniforme intégrabilité
de la suite (Yy,)n>0, et donc que la convergence de la suite (Yy,),>0 vers Yo a lieu dans L!.

Correction de ’exercice 3. Soit (£2,.%, (:%,)n=0,P) un espace de probabilité filtré sur
lequel on se donne une sur-martingale positive (X,,),>0. Notons

T =inf{n > 0: X, = 0}.

Nous allons montrer (c’est 1’énoncé précis de I'assertion donnée dans I’énoncé) que pour
tout n > 0,
Xn]-{Tgn} =0 IP’—p.s.

Fixons n > 0. Puisque la variable aléatoire X, 1{7<,) est positive, il suffit, pour montrer
qu’elle est nulle P-presque sturement, de montrer que son espérance est nulle. Calculons
donc son espérance. En utilisant successivement le fait que l’espérance d’une variable
aléatoire positive est positive ; puis le fait que ’événement {7 < n} est I'union disjointe des
événements {T' = k}, k € {0,...,n}; puis le fait que 'espérance d’une variable aléatoire
est la méme que celle de n’importe laquelle de ses espérances conditionnelles ; puis le fait



que T est un temps d’arrét; puis le fait que X est une sur-martingale; et enfin le fait
que pour tout k > 0, par définion de T, la variable aléatoire X}, est nulle sur I’événement
{T = k}, on trouve

0 <E[X,1{rcny] = ZE[an{T:k}]
k=0

= Z E[E[X 17—} | Fkl]
k=0

- Z E[E[Xn|Fk|Lir—p}]
k=0

< E[Xplir_py]
k=0

=0.

Ceci nous montre en effet que I'espérance de X117« est nulle.

Correction de l’exercice 4. 1. Les assertions équivalentes a l'irréductibilité de la chaine
sont les assertions c, d, et e. Les assertions a, b et f sont toutes trois strictement plus fortes
que lirréductibilité de la chaine. Par exemple, la marche aléatoire sur Z3 est irréductible
mais ne satisfait aucune des assertions a, b, f.

L’assertion e est la définition de lirréductibilité et I'assertion ¢ lui est équivalente.
L’assertion d entraine I’assertion c. Le fait que ’assertion d soit vérifiée par toute chaine
irréductible est le seul point qui ne soit pas une conséquence immédiate de la définition.
Démontrons-le (ce n’était pas demandé).

Soient x,y des éléments de E, que nous supposons pour l'instant distincts. Par irré-
ductibilité, il existe a > 0 et b > 0 tels que P%(x,y) > 0 et P’(y,x) > 0. De ceci découle
que Pt (y, ) = PP(y, 2)P%(x,y) > 0. Ainsi, pour tout £ > 1, on a

PRt (g y) > P2, y) (P (y, )" > 0

si bien qu'il existe des entiers n arbitrairement grands tels que P"(z,y) > 0. Examinons
maintenant le cas ou y = z. Si E est réduit au singleton {z}, on a P"(z,z) = 1 pour tout
n > 0 et la propriété est vraie. Sinon, il existe z € E distinct de x. Alors, par irréductibilité,
il existe a > 0 tel que P%(x,z) > 0 et b > 0 tel que P’(z,z) > 0. Pour tout k > 1, on a
PF@t0) (g 1) > (P*(z, 2) Pb(z,z))F > 0. Le résultat est montré.

2. Une mesure invariante d’une chaine de Markov sur F de noyau de transition P est
une mesure 4 sur F telle que

i. il existe x € E tel que p(z) > 0,
ii. pour tout x € E, on ait u(x) < oo,



iii. pour tout y € E, on ait ) ppu(x)P(z,y) = pu(y).
Une mesure réversible d’une chaine de Markov sur £ de noyau de transition P est une
mesure u sur F telle que

i. il existe x € E tel que u(x) > 0,
ii. pour tout x € E, on ait u(x) < oo,
iii. pour tous z,y € E, on ait u(x)P(x,y) = pu(y)P(y, x).
3. Sur £ muni du noyau de transition P irréductible, soit p une mesure invariante.

Soit x € E un élément tel que pu(x) > 0. Soit y un élément de E. Par irréductibilité, il
existe, et nous choisissons, un entier a > 0 tel que P*(z,y) > 0. Alors

py) = w(z)P*(z,y) > p(x)P*(z,y) > 0.
zelE

4. Toujours sur £ muni du noyau irréductible P, soient p et v deux mesures réversibles.
Ce sont en particulier des mesures invariantes, donc elles donnent une masse strictement
positive a chaque élément de F.

Pour tous z,y dans FE tels que P(z,y) > 0, on a

pw(w)P(x,y) = u(y) Py, )

d’ot1 nous déduisons que

p(x) _ Ply,x)
ply)  Plzy)
Le méme raisonnement appliqué a v nous permet d’affirmer que
u() _ via)
uly)  v(y)’
c’est-a-dire que
plx) _ py)
v(z)  v(y)
Soient maintenant x et y deux éléments distincts quelconques de E. Par irréductibilité, il
existe a > 0 tel que P%(x,y) > 0. Il existe donc une suite © = xg, x1,. .., z, = y d’éléments

de FE telle que pour tout i € {0,...,a — 1}, on ait P(x;,z;+1) > 0. En appliquant ce qui
précede a fois, on trouve

~—

wx)  plwo)  ple)  plxe)  ply

v(z)  wv(zo) wv(x) T v(ze)  v(y)
Les mesures u et v sont donc proportionnelles.
5. Sur l'espace E = {a,b, c}, considérons la chaine de Markov de noyau de transition

P —

= o O
OO =

0
1
0



Cette chalne est irréductible, récurrente parce que E est fini. Elle admet donc, a une
constante multiplicative pres, une unique mesure invariante, qui est la mesure de comptage
w=(1,1,1). Mais cette mesure n’est pas réversible, car par exemple

1 = p(a)P(a,b) # pu(b)P(b,a) = 0.

Nous avons donc un exemple d'une chaine de Markov qui admet une mesure invariante,
mais aucune mesure réversible.
6. Pour tous réels a, 5,7,0 > 0 non tous nuls, la mesure

u((i, ) = a+8 (&,)iﬂ (L)j” <1fp>i <1ir>j

est une mesure invariante. Cette mesure est réversible si et seulement si « = =~ = 0.
Lorsque p = r = %, on a la marche aléatoire simple sur Z?, dont on sait qu’elle est
récurrente. Dans tous les autres cas, on a une marche aléatoire dont les pas ne sont pas
centrés, et la loi forte des grands nombres entraine que la chaine est transiente.

Correction de ’exercice 5. 1. Puisque le graphe sur lequel on fait une marche au hasard
est connexe, chaque état mene a chaque autre pour cette chaine de Markov, qui est donc
irréductible. Puisque I'espace d’états est fini, la chaine a au moins un état récurrent, et
puisque la chaine est irréductible, tous les états sont récurrents.

On peut aller de a & a par le chemin a — d — g — f — a de longueur 4 et par le
chemin a - d — h — e — a de longueur 3. Ainsi, la période de a divise le pged de 3 et
4 : c’est donc 1. Tous les élements sont donc de période 1, et la chaine est apériodique.

2. La mesure qui a chaque sommet associe son nombre de voisins est réversible, donc
invariante pour la marche au hasard. Dans le graphe que nous considérons, chaque sommet
a trois voisins. Ainsi, la mesure qui a chaque sommet associe la masse 3 est invariante.

Puisque la chaine est irréductible et récurrente, elle admet, a une constante multipli-
cative pres, une unique mesure invariante. Les mesures invariantes sont exactement les
mesures

a(0qg + 6y +6c +6q+ e + 05 + 0 +03), a>0.

3. Notons (X,)n>0 la marche au hasard sur le graphe. La mesure p donnée par

Ti—1
> 1{Xi=x}]

=0

n(w) =Eq

est une mesure invariante, et elle vérifie u(a) = 1. C’est donc la mesure de comptage sur
Pespace d’états E = {a,b,c,d, e, f,g,h}. L'égalité

n(b) =1

signifie qu’entre deux visites en a, la chalne passe, en moyenne, une fois en b.



4. Le temps moyen de retour en e est égal a I'inverse de la masse que donne a e 'unique

mesure de probabilité invariante, que nous noterons w. Cette probabilité donne la masse

% a chaque sommet du graphe. Ainsi,

Partant de e, la chaine met donc, en moyenne, un temps 8 a y revenir.
5. Notons f(z) la probabilité partant de x de visiter {a,e} avant {d,h}. Nous avons
fla) = f(e) =1et f(d) = f(h) = 0. Pour tout sommet x autre que b ou ¢, nous avons

f(@) =Py(Ty < T¢) = Eg[Po(T) < Te|F1)).
5. Notons respectivement 7 et 745, les premier temps de passage en {a, e} et en {d,h} :
Tae = inf{n > 0: X,, € {a,e}} et 7qp, = inf{n > 0: X,, € {d,h}}.

Nous voulons calculer, pour tout sommet x, la probabilité

q(z) = Py(Tae < Tan)-
Notons tout d’abord que ¢(a) = ¢(e) = 1 et q(d) = ¢q(h) = 0. Ensuite, la propriété de
Markov nous donne

q(z) = Py(Tae < Tan)

- EI[Ex[l{Tae<Tdhh}’gl]]’

Partant d’un x autre que a, e, d ou h, on a 7, > 1 et 745, > 1 presque stirement, et on a

les égalités
Tae = Tae(01(X)) + 1 et 7gp = Tan(61(X)) + 1,

d’ou il découle que
{Tae < Tan} = {Tae(01(X)) < 7an(01(X))},

si bien que la propriété de Markov au temps 1 nous donne

q(z) = Ex[Ex, [1{Tae<7'dhh}]]
= E,[q(X1)].

Ainsi, nous avons les équations

gla) = a(e) = 1

gld) = a(h) = 0

ab) = af) = 51+ a(e) + (o)
(€)= alg) = 5 (a(b) +a(f))



