Sorbonne gniversitAl’ 2017 — 2018
ProbabilitAls approfondies — 4M011 29 mai 2018

Examen — DeuxiAlme session

L’Alpreuve dure trois heures.
Aucun document n’est autorisAl
Le sujet occupe deux pages et comporte cing exercices.

1. Soit (Q,.7,P) un espace de probabilitAl. Soit X un AllATment de L'(Q,.%,P).

1. a. Soit ¢ une sous-tribu de .%. Rappeler la dAlfinition de PespAlrance conditionnelle
de X sachant ¢.

1. b. Soit .# une sous-tribu de ¢. DAImontrer ' I'AlgalitAl presque sAzre

E[E[X|¥]|7#] = E[X|#].

2. Soient Y et Z deux AllAlments de L*(Q,.7,P). On suppose que Z = E[Y|¥] et
que E[Y?] = E[Z?]. Montrer? que Y = Z presque sAzrement.

Solution de l’exercice 1. 1. a. L’espAlrance conditionnelle de X sachant ¢ est 'unique
variable alATatoire W € LY(Q,¥,P) qui vAlrifie, pour tout AlvAlnement G € ¢, I Al-
galitAl’ E[Xﬂg] = E[Wﬂg]
» Il s’agissait d'une question de cours, qui plus est de la question de cours fondamentale, puisque la
notion d’espAlrance conditionnelle est celle sur laquelle tout le cours s’appuie. J’ai donc ATtAl surpris
de trouver dans une proportion, certes pas Alnorme, mais tout de mAhme significative, de copies une
dATfinition erronnAle de 'espAlrance conditionnelle, ou pas de dATfinition.
Je profite de cette remarque pour indiquer que j’ai ATtAT globalement surpris par le nombre ATlevAT
de copies qui ont obtenu une note faible Ai cet examen, dont je pensais qu’il n’Altait pas trop difficile -
mais c’est quelque chose qu’il est toujours difficile d’estimer.
Le barAlme prAlvoyait
— 10 points pour les questions 1.1.a, 3.1.a, 3.1.b, 3.1.c, 3.2.a, pour rAlpondre auxquelles il suffisait
de restituer des dATfinitions du cours,
4 points pour la question 2.3 qui demandait I’application directe d’un thATorAlme du cours et
pouvait Altre traitAle en n’utilisant des deux questions prAlcAldentes rien de plus que ce qui
ATtait Alcrit dans PAlnoncAl,

— 4 points pour la question 3.3 qui demandait la restitution d’un exemple du cours,

1. 11 Sagit d’un rAlsultat du cours, mais c’est bien la dAl'monstration qui en est ici demandATe.
2. Pour cette question, on pourra utiliser toutes les propriATltAls connues de I'espAlrance condition-
nelle.



— 14 points pour les questions 1.1.b, 3.2.b, 3.2.c, qui demandaient la restitution de dATmonstrations
du cours.

Je m’attendait A donner Pessentiel de ces 32 points A& presque toutes les copies, et cela a ATtAl loin
d’Attre le cas. |
b. Iy a deux maniAlre de traiter cette question, qui correspondent A& deux maniAlres
de lire I’AlgalitAT
E[E[X|¥]|#] = E[X|#),
de droite Ad gauche ou de gauche Aa droite.

La premiAlre consiste Ad montrer que V = E[E[X|¥] | ] est une espAlrance condi-
tionnelle de X sachant .77 :

E[X|.7) :EE[E[XMH%} .

/

v
La seconde consiste Ad montrer que W = E[X|.2#] est une espAlrance conditionnelle
de E[X|¥] sachant 7 :
E[E[X|¥9]|.#] = E[X|#].
————
w
_ Sil’on adopte la premiAlre mAl'thode, il faut montrer que V est mesurable par rapport
A& S et que pour tout H € 7, on a
E[V1g] =E[X1g].

Si lon adopte la deuxiAlme mAlthode, il faut montrer que W est mesurable par rapport
A& 2 et que pour tout H € S, on a

E[W1,] = E[E[X|4]14].

Les variables V' et W sont chacune une espAlrance conditionnelle sachant . et sont
donc toutes deux mesurables par rapport Ag .

Soit maintenant H un AllATment de #. Par dAlfinition de V comme espAlrance
conditionnelle de E[X|¥] sachant .7, on a

E[V1y] = E[E[X|¥]1y].

Mais puisque . C ¢4, on a H € ¢4 et on dAlduit de la dAlfinition de PespAlrance
conditionnelle de X sachant ¢ que

E[E[X[#]1,] = E[X14].

ce qui conclut la premiAlre mATthode.
Pour la deuxiAlme mAlthode, on a, par dATfinition de W comme espAlrance condi-
tionnelle de X sachant 57,
EW1lg] =E[X1g].



Par ailleurs, puisque ¢ C ¢4, ona H € 4 et
E[E[X|¥4]1y] = E[X14],

ce qui conclut la~deuXiAIm§ mATthode. B
2. On peut rAlpondre Aa cette question de plusieurs maniAlres. En voici deux.
Une mAlthode — Calculons I'espAlrance de (Y — Z)? : elle vaut

E[(Y — 2))] =E[Y? -2YZ + Z7].
Calculons lespAlrance de Y Z en conditionnant par rapport A ¢. On trouve
E[YZ) = B[E[Y Z19]] = E[E[Y|¥]2] = E[2?)

la PremiAIre AlgalitAT venant du fait que Z est -mesurable et la deuxiAlme de I’hypo-
thAlse E[Y|¥9] =

Finalement, on trouve
E|(Y — 2)Y) = E[Y?]| + E[Z%] — 2E[Z*] = 0,

car E[Y?] = E[Z?].

La variable alAlatoire (Y — Z) positive et d’espAlrance nulle, est nulle presque
sAzrement, donc Y = Z presque sAzrement.

Une autre mAlthode — Une des caractAlrisations de I'espAlrance conditionnelle sa-
chant ¢, pour des variables de carrAl intAlgrable, est d’Altre la projection orthogonale
sur L*(9, %, P). Ainsi, on sait que la dATcomposition

Y =E[Y|9] + (Y —E[Y|9]) = Z+ (Y — 2)

de Y est une dAlcomposition comme somme de deux vecteurs orthogonaux. Le thATorAlme
de Pythagore nous dit alors que

E[Y?] =E[Z*] + E[(Y — 2)7]

et lhypothAIse que E[Y?] = E[Z?] entraAdne E[(Y — Z)?] = 0, d’'0Az on conclut comme
dans la mATlthode prAlcAldente, qui n’Altait finalement pas si diffAlrente.

2. Dans cet exercice, toutes les variables alATlatoires sont dAlfinies sur un espace de
probabilitAl (Q,.7,P).

Soit (Up)n>1 une suite de variables alAlatoires indAl’pendantes et identiquement dis-
tribuATles de loi uniforme sur I'intervalle [0, 1]. Soit a € ]0, 1] un nombre rATel. On dATfinit
une suite (X, ), de variables alAlatoires en posant Xy = a et, pour tout n > 0,

X1 = Ung1 + (1 = Unp1) X7

1. Montrer que presque sAzrement, pour tout n > 0, on a X,, € [0, 1].



2. a. Pour tout n > 0, on pose .%,, = 0(Xo, ..., X,). Montrer que pour tout n > 1, on
a l'inclusion .%,, C o(Uy,...,U,).

b. Montrer que la suite X = (X,),>0 est une sous-martingale par rapport Ai sa
filtration naturelle.

3. Montrer que la suite (X,,),>0 converge, dans un ou des sens que 1'on prAlcisera,
vers une limite dATterministe que 1’on calculera.

Solution de ’ezercice 2. 1. Montrons par rAlcurrence sur n que pour tout n > 0, on
aP0< X, <1)=1.

Pour n = 0, Passertion est vraie par hypothAlse sur a. Donnons-nous maintenant un
entier n > 0 et supposons dATmontrATl que P(0 < X,, < 1) = 1. On a presque sAzrement
0 < Upy1 < 1,81 bien que Uyy1 > 0et 1 —U,11 > 0, d’0Az on dAl’duit, en utilisant
I'hypothAlse de rATcurrence,

0<Upii+ (1 —Upy))X2<Upir + (1= Uppy) =1,

toutes ces inAlgalitAls ayant lieu presque sAzrement. Nous avons donc dAImontrAl,
comme nous le souhaitions, que P(0 < X,,; < 1) = 1, et le principe de rAlcurrence
achAlve la dATmonstration.

2. a. DAImontrons cette assertion par rAlcurrence sur n. Pour n = 1, I'AlgalitAl
X2=U+(1- Ur)a montre que X est mesurable par rapport As o(Uy). Puisque X est
constante, elle est Algalement mesurable par rapport Ai a(Ul) si bien que %, C o(Uy).

ConsidAlrons maintenant n > 1 et supposons dAImontrAl que .%, C o(Uy,...,U,).
La dATfinition de X,,4; montre que cette variable alATatoire est mesurable par rapport
A4 toute tribu qui rend mesurable U, et X,,. Par hypothAlse de rAlcurrence, c’est le
cas de la tribu o(Uy, ..., U,.1). Ainsi, Fng1 C o(Uy,... s Unia).

b. Le processus X = (X,,),>0 est, par dATlfinition, adaptAl par rapport A4 sa filtration
naturelle (.%,,),>0. Nous avons dAlmontrAl A la question 1 que l'inATgalitAl |X,,| < 1
avait lieu presque sAzrement pour tout n > 0, ce qui entraAéne en particulier que la
variable alAlatoire X, est intAl’grable pour tout n > 0.

Calculons maintenant, pour tout n > 0, PespAlrance conditionnelle de X,+1 sachant
Z,. D’aprAls le rAlsultat de la question 2.a, la variable alATatoire U, 1, qui est indAl-
pendante de o(Uy, ..., U,), est indAlpendante de .%,. Nous avons donc

E[Xn+1|ﬁn] = E[Un-i-l + (1 - Un—i—l)XQ‘J ]
Un+1|</ ] + E[( n+1)X | n]

=E|

= E[Un+1] + X2E[< n+1)| n]
=E[U,41] +X E[(1 — Uny1)]

1+ X7

= 7

Pour tout rAlel z, on a 1+ 22 > 2z, si bien que E[X,1|.%,] > X,,, ce qui montre que
la suite (X,,)n>0 est une sous-martingale.

3. La sous-martingale (X, )n>0 est bornAle supAlrieurement par 1, elle converge donc
presque sAzrement vers une variable alAlatoire X, qui est intAl grable (pour appliquer



littAlralement un thAlorAlme du cours, on peut dire que (1 — X,,)n>0 est une sur-
martingale positive).

Puisque la suite (X, )0 est en fait comprise entre 0 et 1, au sens 0Az P(0 < X,, < 1) =
1 pour tout n > 0, nous pouvons affirmer que P(0 < X, < 1) =1 (avec des inAlgalitAls
larges). De plus, par convergence dominATe, la convergence de la suite (X,,),>0 vers X
a lieu presque sAzrement et dans LP pour tout p € [1, 00l

Essayons de calculer PespAlrance de X,.. Puisque la convergence a lieu dans L', c’est
la limite des espAlrances des X,, lorsque n tend vers 'infini. Par ailleurs, puisque la suite
(X )ns0 converge dans L2, on a aussi convergence de espAlrance de X? vers 'espAlrance
de X2. Or pour tout n > 0, on a

1+ E[X?
£l - L EE
En faisant tendre n vers l'infini, on trouve
1+ E[X?2
E[X.] = w

Cette Al’galitgl:ne nous permet pas vraiment de dAlterminer I'espAlrance de X, mais
elle peut se rAl Alcrire sous la forme

E[(Xo — 1) =0,

qui montre que X, = 1 presque sAzrement.

3. 1. a. Rappeler la dATfinition d’un Altat rAlcurrent d’une chaAdne de Markov.

b. Rappeler (sans dATmonstration) ce que vaut la loi du nombre de visites en un Altat
rAlcurrent partant de cet Altat.

c. Rappeler (toujours sans dAImonstration) comment s’exprime, en termes de la ma-
trice de transition et de ses puissances, le fait quun Al'tat est rAlcurrent.

2. a. Rappeler ce que signifie I'assertion qu'un Altat z d’une chaAdéne de Markov
mAlne Ad un autre Altat y de cette chaAdne.

b. DAI'montrer que si un Altat rAlcurrent  d’une chaAéne de Markov mAlne Ad un
ATtat y, alors 'Al'tat y mAlne Algalement A& x.

c. DATmontrer que si un Altat rAlcurrent z d’une chaAéne de Markov mAlne Ad un
ATtat y, alors I'ATtat y est Algalement rAlcurrent.

3. DAIcrire la chaAdne de Markov dont l’espace d’Altat est Z et qu’on appelle la
marche alAlatoire simple sur Z et montrer que tous ses Altats sont rAlcurrents.

4. Soit (&,)n>1 une suite de variables alAlatoires indAl’pendantes et identiquement
distribuAles telles que pour tout n > 1, on ait P(§, = 1) = P(§, = —1) = 1. On pose
Xo =0 et, pour tout n > 1,

Xon=&+...+&.



On dAlfinit 7' = inf{n > 0: X,, = —2018}.

1. Donner deux dAI'monstrations du fait que P(T < co) = 1, 'une utilisant les pro-
priATtAls de convergence des martingales et Pautre utilisant les propriAltAls des Al'tats
rAlcurents des chaAénes de Markov.

2. La suite de variables alAlatoires (X7an)nso est-elle uniformATment intAlgrable ?

Solution de Uexzercice 4. 1. En utilisant les propriAltAls des martingales — La suite
(Xn)n>0 est une martingale par rapport Ai sa filtration naturelle, et T est un temps
d’arrAlt par rapport A4 cette filtration. Ainsi, le processus artAHAT X7 = (XT),50 =
(XT/\n)n>o est AT galement une martmgale De plus, par construction, ce processus est
bornAl infAlrieurement, par —2018. Le thATorAlme de convergence des martingales s’ap-
plique A4 cette martingale arrAltATe et nous permet d’affirmer qu’elle converge presque
sAzrement. Or, sur ’Al'vAlnement {T' = oo}, on a | X, 11 — X,,| = 1 pour tout n > 0, et
la suite (X,,)n>0 ne converge pas. Plus formellement, on a

{T' =00} = {T' = oo} N [({| X1 — Xl = 1}
n=0
C {T = oo} N {la suite (X,,)n>0 ne converge pas}

C {la suite (X,,),>0 ne converge pas},

si bien que
P(T = o0) < P(la suite (X,,)n>0 ne converge pas) = 0,

ce qui donne le rAlsultat souhaitAl.

En utilisant les pmpm’/ﬂ%/flfs des chaAdnes de Markov — La suite (Xn)nso alaloi de la
marche alAlatoire sur Z AltudiAle A Pexercice prAlcAldent sous la mesure Py. L’Altat
0 est rAlcurrent et mAlne A4 tous les autres Altats, en particulier Aa I’Altat —2018.
Lorsqu'un Altat z mAlne A# un autre Al'tat y, on sait que partant de z, on est certain
de visiter y. Ainsi, partant de 0, on est certain de visiter —2018, c’est-Ai-dire que T est
fini presque sAzrement.

2. La suite (X7an)ns0 converge presque sAzrement vers X; = —2018. Or pour tout

>0, on a E[X7,] = 0 # E[X7].

La convergence de la suite (X7an)n=0 n’a done pas lieu dans L'. Si cette suite Altait
uniformAlment intAlgrable, sa convergence presque sAzre vers cette limite entraAdnerait
la convergence dans L', qui n’a pas lieu. Elle n’est donc pas uniformAlment intAlgrable.

Solution de l'exercice 4. 1. a. Soit (2, F, (Fn)nz0, X = (Xn)n>0, (Pr)zer) une chaAdéne
de Markov de matrice de transition P sur I’espace d’Altats E.
Soit z € E. On dAlfinit

T,=inf{n>1: X, =z}
le premier temps de retour en z. On dit que ’ATtat z est rATcurrent si

P (T, < o0) =1.



En francais : un él’tat est rAl’currept si partant de cet Altat, on est certain d’y revenir.
b. Pour tout Altat z € F, on dAIfinit le nombre total de visites en z comme

N. =) Iix,—.
n=0

Si ’Altat = est rAlcurrent, alors
P, (N, = o0) = 1.

Partant d'un ATtat rAl’currentl on le visite une infinitAl de fois avec probabilitAl 1.
c¢. On dATmontre que si un Altat n’est pas rAlcurrent (c’est-Aa-dire, s’il est transient),
le nombre moyen de visites A& cet Altat partant de cet Altat est fini. La quantitAl

Eo[N,] =) Po(Xp =2) = > P"(x,x)

est donc infinie si et seulement si z est rAlcurrent.
2. On dit qu'un Altat x mAlne Aa un Altat y si

E,[N,] > 0.

Supposons que x est rAl’curreI}t et mAlne Ad y. Si y = z, alors y est rAl’cuErent.
Supposons y # x. Alors on peut Alcrire que, partant de x, sur 'AlvAlnement oAz on
atteint y puis on ne revient jamais en x, le nombre total de visites en = est fini :

0 =P, (N, < 00) = P,(T, < 00, Ty(fz,(X)) = o).
La propriATtAl de Markov forte nous permet d’Alcrire
]P)x(Ty < OO,TI(QTy (X)) = OO) = Ex[ﬂ{fx(QTy(X)):oo}]l{Ty<00}]

=K, E$[]]‘{fz(GTy(X)):oo}l]‘{Ty<oo}|ng]]
= Ex[EXTy [T, = OO]IL{TI<OO}]

=Py (T, = 00)P, (T, < o0)

=P,(T, = o).

On en dATduit que P, (T, < co) = 1. En particulier, il existe un entier n > 0 tel que
P,(T, = n) > 0, si bien que P,(X,, = ) > 0 et E,[N,] > 0 : I'Altat y mAlne Aa I'Altat
T

c L’Al’Eat x mAIr}e Aé}’Al’tNat y, donc il existe un entier a > 0 tel que P*(x,y) > 0. De
mAtme, I'Altat y mAlne Aa I’Al'tat z, donc il existe un entier b > 0 tel que P°(y,x) > 0.



L’ATtat x est rAlcurrent, donc $°°° , P"(z,x) = co. On a donc

S Pyy) = Y. Py.y)
n=0 n=a-+b
_ Z Pb-l—m-&-a(y’ y)
m=0
> > Py, x)P"(x,2)P*(x,y)
m=0
= Pz, y)P(y,2) 3 P (2, 7)
>0 m=0 ,
= OQ.

L’ATtat y est donc rATcurrent. B
3. La matrice de transition de la marche alATlatoire simple sur Z est la matrice P dont
les seuls coefficients non nuls sont les

1
Plii+1) = Plii—1) =3,

pour tout ¢ € Z.
Pour tous 7 et j entiers relatifs, on a

Pi(Xjj—y =j)=2"">0,

si bien que i mAlne Aa j. Tous les Altats mAlnent A& tous les autres : on dit que
cette chaAdne est irrAlductible. Tous ses Al'tats sont donc de mAtme nature : soit tous
rAlcurrents, soit tous transients.

Montrons que 0 est un Altat rAlcurrent. Pour cela, nous allons calculer Py(X,, = 0)
pour tout n > 0. Tout d’abord, puisque la marche avance par pas de 1 ou —1, on a pour
tout n >0

Po(Xapn € 2Z) = Po(Xopni1 €2Z+1) = 1.

Autrement dit, aux temps pairs, la marche se trouve en un entier pair; et aux temps
impairs, en un entier impair.

Si n est impair, on a en particulier Py(X,, = 0) = 0. Supposons maintenant n pair,
Algal A& 2m. Les trajectoires de longueur 2m qui vont de 0 A& 0 montent exactement m
fois et descendent exactement m fois. Une telle trajectoire est entiAlrement dAlterminAle
par le sous-ensemble de ses 2m pas qui sont des pas vers le haut. Il y a (27::) maniAlre de
choisir ce sous-ensemble. Ainsi,

Py (X = 0) = (Zm) 9-2m

m



La formule de Stirling, qui affirme que n! ~ n"e™"v27n, permet de dATterminer un
Alquivalent de cette probabilitAl :

1
Po( X, =0) ~ .
o(Xam =0y~ 77
La sAlrie de terme gAlnAlral — diverge et deux sAlries A& termes positifs dont les

termes gAInAlraux sont Alquwalents sont toutes deux convergentes, ou toutes deux di-

vergentes. Ainsi,
D Po(X, =0) = Po(Xom =0) = o0,
n=0 m=0

¢’est-As-dire que P'Al'tat 0 est rAlcurrent.

5. Un professeur anglais possAlde un nombre entier N > 1 de parapluies, rAlpartis
entre son bureau et son domicile. Il se rend A& son bureau A& pied le matin et rentre chez
lui A# pied le soir. S’il pleut, et s’il en a un A4 sa disposition, il prend un parapluie. S’il
fait beau, il n’en prend pas. On suppose qu’Ai chaque trajet du professeur il pleut avec
probabilitAl p € 10,1[, indAlpendamment des trajets prAlcAldents.

1. ALcrire la matrice de transition d’une chaAdéne de Markov sur l'espace d’Altats
{0,..., N} qui modAllise convenablement ce problAlme I'entier k correspondant A la
81tuat10n 0A7 il 'y a k parapluies A& Pendroit 0Az se trouve le professeur.

2. Cette chaAdne de Markov est-elle irrAlductible ? Quels sont ses Altats rAlcurrents ?

3. DATterminer toutes les mesures invariantes de cette chaAdne.

4. Quelle est, asymptotiquement, la proportion des trajets durant lesquels le professeur
marche sous la pluie sans parapluie ? VAlrifier que pour p = 1, cette proportion vaut

4N+2

5. Quelle est la pAlriode de la chaAdne de Markov que nous sommes en train d’Al'tu-
dier ?

Solution de l’exercice 5. 1. Si le professeur a k > 0 parapluies Ai sa disposition (par
exemple A4 son bureau), cela signifie qu’il y en a N — k A# 'endroit oAz va se rendre
(dans notre exemple, son domicile). Avec probabilitAl p, il va prendre un parapluie et
’amener A lautre endroit, oAz il y en aura donc N — k + 1 et avec probabilitAl 1 — p,
il ne va pas en prendre, et il y aura donc N — k parapluies A# 'endroit oAz il se rend.

Sl y a 0 parapluies 1A4 0Az se trouve le professeur, il n’aura pas d’autre possibilitAl
que de ne pas en prendre, et il y en aura N 1A% oAz il se rend.

Finalement, la matrice de transition est donnAle par P(0, N) = 1 et

Vke{l,...,N}, P(k,N—k+1)=p, Pk,N—k)=1—p
2. La chaAéne est irrAlductible : en effet, on a

0—N—1—N-1—2—N-2— ...



Une autre maniAlre, plus formelle, de le dire, est que pour tout entier k € {0,.. 1}
onak — N —k —> k+ 1, si bien que chaque entier mAlne au suivant, et N mAlne Aa
0.

L’espace d’Altats de cette chaAdne est fini, elle a donc un Altat rAlcurrent. Comme
elle est irrAlductible, tous ses Altats sont de mAlme nature : ils sont donc tous rATcur-
rents.

3. Cherchons si cette chaAdne admet une mesure rAlversible p. Une telle mesure
doit vAl’riﬁer pour tout k € {1,..., N} I'AlgalitAl pu(k) = w(N — k + 1), pour tout

kell,. — 1} PATgalitAl pu(k) = u(N — k), et PAlgalitAl 1(0) = u(N)(1 — p). Ces
AT gahtAls se rAlsument Ai
p(1) = p(2) = ... = p(N) et p(0) = (1 —p)u(N).

Il existe donc une mesure rAlversible, donnAle par
u(0)=1—pet u(k)=1pour k€ {1,...,N}.

L’unique mesure de probabilitAl invariante pour notre chaAdéne est donc la mesure
donnATle par

1—p 1

7(0) = ————— et w(k) = Niip

k 1,...,N}.

La chaAdéne Altant irrAlductible et rAlcurrente, deux mesures invariantes quelconques
sont proportionnelles. [’ensemble des mesures invariantes de la chaAéne est donc

{em ¢ >0},

4. D’aprAIs le thATorAlme ergodique la chaAdne passe asymptotiquement en 0 une
proportion + +1 du temps. AA chaque passage en 0, le professeur a une probabilitAl
p que le prochaln trajet se passe sous la pluie, sans parapluie. La proportion des trajets
durant lesquels le professeur marche sous la pluie sans parapluie vaut donc

p(1 —p)
N+1-p

5. Puisque la chaAdne est irrAlductible, tous ses AIlIATIments ont la mAtme pAlriode.
Si N est pair, Algal Aa 2M, alors on a P(M, M) > 0, donc la pAlriode de M vaut 1. Si
N est impair, Algal Aa 2M + 1, alors on aP(M + 1, M + 1) > 0, donc la pAlriode de
M + 1 vant 1. Dans tous les cas, la chaAdne est apAlriodique.

Fin du sujet



