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Chapitre 1

Espérance conditionnelle

Bienvenue a bord !

Ces notes servent comme support de 'UE MU4MAO11 “Probabilités approfondies”,
niveau Master premiere année.

Les objets essentiels du cours sont les martingales a temps discret et les chaines de
Markov a espace d’états dénombrable, que I'on étudiera dans les deux chapitres suivants.
Le chapitre présent est consacré a un outil fondamental dans ces études a venir, a savoir
espérance conditionnelle par rapport a une tribu.

1l est impératif d’avoir une solide connaissance de la théorie de l'intégration abstraite, et

d’avoir suivi un cours de probabilités de base.

1. Avant le décollage

Prétons quelques moments d’attention a des rappels de certaines notions de la théorie
élémentaire des probabilités pour vérifier nos bagages mathématiques.

e Un espace mesurable (€2, %) est un ensemble non vide € muni d’une tribu %, c’est-
a~dire une famille de parties de Q2 satisfaisant : (i) 2 € % ; (ii) A € F = A° € F ; (iii)
A, € F,¥n>1= U1 A, € F.

e Un espace mesuré (2, %, u) : p est une mesure (positive)' sur lespace mesurable
(Q, F).

e Un espace de probabilité (ou : espace probabilisé) (2, .7, P) = espace mesuré muni
d’une mesure de probabilité (ou : probabilité) P, c’est-a-dire une mesure telle que P(€2) = 1.

e Une variable aléatoire X définie sur (€2, .#, P), a valeurs dans un espace mesurable

1Cest-a-dire une application p: .# — [0, oo] telle que (@) = 0 et que p(USZ,A,) =Y oo u(Ay) pour
toute suite (A, n > 1) d’éléments deuz-a-deuz disjoints de F.
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quelconque (F, &), est une application X : (2, .#) — (E, &) mesurable, c’est-a-dire que
pour tout B € &, X 1(B) :={w e Q: X(w) € B} est un élément de .Z.

e La loi de la variable aléatoire X, notée Py, est la mesure de probabilité sur (E, &)
définie par Px(B) := P(X~Y(B)) = P(X € B), B € &. [Il s’agit de la mesure image de P
par 'application mesurable X .|

e Lorsque (E, &) = (R, Z(R)) (espace réel muni de sa tribu borélienne?), on dit que X
est une variable aléatoire réelle.

e Si X est une variable aléatoire & valeurs dans [0, oo, on écrit E(X) := [, X(w) P(dw) =
Jg+ @ Px(dzx) € [0, o0, 0 x 00 := 0.

e Plus généralement, si X est une variable aléatoire réelle, et si [, | X (w)|P(dw) =
Jz || Px (dz) est finie, on dit alors que X admet un moment d’ordre 1 (ou : X est intégrable),
et on écrit E(X) := [, X(w)P(dw) = [, z Px(dz) € R.

2. Rappels : Indépendance

Soient ¢4, - -+, 4, des sous-tribus de .#. On dit qu’elles sont indépendantes si :
P(A N---NA,) =P(A)---P(A,), VAEY(1<i<n).

Soient Xy, ---, X,, des variables aléatoires a valeurs dans (Ey, &), -+, (En, &), re-
spectivement. On dit que X, ---, X, sont indépendantes si o(X;), ---, o(X,) sont

indépendantes. Ceci équivaut a :
P(X, € By, ,X,€B,) =P(X, € By)---P(X,, € By), VB, € & (1 <i<n).

En effet, il suffit de rappeler que o(X;) = {X;*(B): B € &}.

On dit que les événements A;, - --, A, sont indépendants si les variables aléatoires 14,
.-+, 14, sont indépendantes, ce qui équivaut a P(A;, N---NA;,) =P(A;,)---P(4;,), V1 <
E<n,V1<ig<---<ip<nt

Remarque 2.1. Si ¢4, -+, ¥, sont des sous-tribus indépendantes, et si pour tout 7, X; est
une variable aléatoire ¢;-mesurable, alors X7, ---, X,, sont indépendantes.

En particulier, si X7, ---, X,, sont des variables aléatoires indépendantes, a valeurs dans
(B, &), -+, (En, &), respectivement, et si f; : (E;, &) — (B, c5~‘;) (pour 1 < i < n)

2(C’est-a-dire la tribu engendrée par les ensembles ouverts de R, qui est également celle engendrée par
tous les intervalles ou par toutes les demi-droites de R.

3L’identité est une conséquence du fait que Px est la mesure image de P par I’application mesurable X.

4Notation : 14 est la fonction indicatrice de A, c’est-a-dire que 14(w) vaut 1 si w € A et vaut 0 sinon.
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sont des applications mesurables, alors f1(X7), ---, fn(X,) sont des variables aléatoires

indépendantes. 0

Théoréme 2.2. Soient Xy, ---, X,, des variables aléatoires a valeurs dans (Fy, &1), -+,
(En, &), respectivement. Les conditions suivantes sont équivalentes.

(i) X1, -+, X, sont indépendantes.

(i) Pixy x0) = Px, ® - ® Px,,.

(iil) E[f1(Xq) - - - fu(Xn)] = E[f1(XY)] - - - E[f0(X,)] pour toute fonction mesurable positive
(ou bornée) f; sur (E;, &;).

Preuve. (i) < (ii) : Soit B; € &;. Par définition,
Py xy(Bi X -+ x B,) = P(X, € By, -+, X, € By),

(Px,® - ®Px, )(Byx---xB,) = P(X;€By) --PX,€B,).

Donc l'indépendance de Xy, ---, X,, équivaut a ce que les deux mesures de probabilité
Pix, ... x,) et Px, ® --- ® Px, prennent les mémes valeurs sur tous les pavés, ce qui revient
a dire, grace au lemme de classe monotone,” que ces deux mesures de probabilités sont
identiques.

(iii) = (i) : Trivial en prenant f; := 1p, avec B; € &;.

(ii) = (ili) : Siles f; sont mesurables positives, alors par Fubini-Tonelli,

BUACYD)  £u6)] = [ i) fulen) P dey) - P (d2,)

= </El f1(561)PX1(diC1)) (/En Faln) PX"(dx”>>’

qui n’est autre que E[f1(X1)]---E[f.(X,)]. Dans le cas ou les f; sont bornées, il suffit de

considérer séparément f;" et f; . U

Remarque 2.3. Si les fonctions f; sont de signe quelconque, ’égalité

E[f1(X1) -+ fu(Xn)] = E[f1(X1)] - - E[fn(Xa)],

reste valable a condition que E(|f;(X;)|) < oo, Vi. On a alors aussi

E[A(X1) - fa(Xa)|] = E[[f1(X)[] - - - E[[fu(Xn)]] < 00,

Soient € et .# deux ensembles de parties de €2, tels que € C .#. Si € est stable par intersections finies
(= “m-systeme”), et si .4 est une classe monotone, alors o(%) C .#. Rappelons la définition d’une classe
monotone # : (1) Qe .# ; (i) A, Be #,ACB= B\Ae .« ; (iii) A, T A, A, e 4 = Ac A.
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ce qui justifie 'écriture E[f1(X7) - - £ (X))

En particulier, si Xy, ---, X,, sont des variables aléatoires réelles indépendantes et dans
L' on aaussi X;--- X, € L', et E(X;---X,,) = E(X;)---E(X,). [Attention : en général,
le produit de variables aléatoires dans L' n’est pas dans L'.] 0

Corollaire 2.4. Si X; et X, sont des variables aléatoires réelles indépendantes et dans L2,
alors Cov(Xy, X3) = 0.

Corollaire 2.5. Soient X1, ---, X,, des variables aléatoires réelles indépendantes, telles que

chaque X; admet une densité notée fx,. Alors (Xi, --- X,,) admet une densité donnée par

foa, - x (@1, s wn) = fxg (1) - fx, ().

Proposition 2.6. Soient ¢1 C %, ---, 6, C .% des classes stables par intersections finies

telles que Q) € €;, Yi. Supposons que

Alors les tribus o(61), - -+, 0(€,) sont indépendantes.

Preuve. Fixons Cy € %5, -+, C,, € 6,. Posons
.ﬂl = {Bl c O'(Cgl) : ]P)(Bl N CQ n---N Cn> = ]P(B1) ]P)(Cz) .- ]P)(Cn)}

On vérifie tres facilement que .#) est une classe monotone®, tandis que par hypothese,
6, C M1, et 6 est stable par intersections finies. Il résulte du lemme de classe monotone

que A, = o(%;). On a donc montré que
P(BiNCyNn---NC,) =P(By)P(Cy) - - P(C), VB, € 0(%1), YOy € 63, - -+, VO, € 6.
Pour continuer, on fixe By € (%), C3 € 63, -+, C,, € 6, et on pose

My =By € 0(6,): P(B1NBaNC3N---NC,) =P(By)P(By) P(C3) ---P(C) }-

De nouveau, .#5 est une classe monotone, tandis que I'on a déja montré qu’elle contient %5
qui par hypothese est stable par intersections finies : donc .#5 = 0(%,). En raisonnant par

récurrence, on arrive a :
P(BiN---NB,) =P(By)---P(B,), VB, € 0(¢)), -, VB, € 0(%,).

Donc les tribus o(%}), -+, 0(%,) sont indépendantes. O

50n utilise 'hypothese Q) € €, pour dire que ) € 4.
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Théoréeme 2.7. (Regroupement par paquets). Soient 4, ---, 9, des sous-tribus

indépendantes de F. Soient ng :=0<ny < --- <n, =n. Alors les tribus’

@1 = O'(gl, 7g’n1) = 0-({14: Aegluugnl})7
Dy = U(gnl-i-la "'agm)v

Dy = 0 Gnyrnrs s Gny)s

sont indépendantes.

Preuve. 11 suffit d’appliquer la Proposition ?? en prenant % la classe des parties de la forme

Bn, 1NN By, B €Y,

qui est stable par intersections finies et qui contient 2, avec o(%;) = %;. O
Théoreme 2.8. Si X1, -+, X, sont indépendantes, alors les variables aléatoires
Y, = (Xla Tt Xn1)7 T ,YZD = (an_l—i-b Ty Xn,;)a

sont indépendantes.
Preuve. C’est une conséquence immédiate du Théoreme 77. O

Exemple 2.9. Si &y, &, &3, &4, &5, &6, &7, &g sont des variables aléatoires réelles indépendantes,
alors les variables aléatoires Z; = £,&7, Zo = (&3, &3, cos(&g)) et Z3 = (& + 1) sont

indépendantes. 0

Indépendance d’une famille infinie. Soit (¥;, i € I) une famille quelconque de sous-
tribus de .. On dit que cette famille est indépendante si pour tout sous-ensemble fini
{iv, -+ yip} C I, les tribus &, -+ -, %, sont indépendantes.

Si (X, i € I) est une famille quelconque de variables aléatoires, cette famille est dite
indépendante si la famille de tribus (0(X;), ¢ € I) l'est. La proposition suivante montre que

le principe du regroupement par paquets est valable dans un contexte plus général.

"Donc o (4, --- , 9,,) est la plus petite tribu qui contient tous les éléments de toutes les tribus ¥,
1<i<n.
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Théoréme 2.10. (Regroupement par paquets). Soit (4,, n > 1) une suite de tribus
indépendantes. Soient Iy C N*, --- I, C N* disjoints. Alors les tribus 0(%;, i € 1), ---,
o(%, i € I,) sont indépendantes.

Preuve. 11 suffit d’appliquer la Proposition 77 en prenant

G =Jo@, iennL k), -, G=o#% icl,n[L k),
k>1 k>1
I’hypothese étant satisfaite grace au principe du regroupement par paquets usuel. 0

Théoréme 2.11. (Loi du tout ou rien de Kolmogorov) Soit (¢, n > 1) une suite de

tribus indépendantes. On pose, pour tout n,
2, :=0(%, i >n).

Alors la tribu de queue 2o, définie par oo = (1,5, Zn, est triviale, au sens ou P(B) = 0
ou 1 pour tout B € 2.
Cas particulier : Soit (X, n > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes. La

tribu de queue Lo = Np>10(X;, © > n) est triviale.

Preuve. Posons %, == (%, -+, ¥9,). D’apres le Théoreme 77, .%, est indépendante de
2,11, donc a fortiori de 2.

Puisque la classe U,,>1.%, est stable par intersections finies et contient €2, la Proposition
?? nous dit que 2, est indépendante de o(U,>1.%,) = (9, n > 1), a fortiori, de 2,
elle-méme : pour tout B € 2, on a P(B) = P(BN B) = [P(B)]?, ce qui n’est possible que
si P(B) =0 ou 1. O

Exemple 2.12. Soit (§,, n > 1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes.
Alors P(Y ", &, converge) = 0 ou 1. Autrement dit, la série > &, a la propriété suivante :

soit elle converge p.s., soit elle diverge p.s. 0

3. Un exemple informel

Soit (€2,.#,P) un espace de probabilité. Soit ¥ C .# une sous-tribu. On étudie dans
ce chapitre espérance conditionnelle d’une variable aléatoire réelle sachant ¢, lorsque cette

espérance conditionnelle a un sens.
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D’une fagon informelle, I'espérance est une sorte de moyenne (pondérée par la loi de
la variable aléatoire), tandis que le conditionnement par rapport a la sous-tribu ¢ revient
a dire que nous avons connaissance du résultat de tous les événements de ¢ (c’est-a-dire
que nous savons si, oui ou non, un événement quelconque de ¢ est réalisé). La notion
d’espérance conditionnelle est un formalisme rigoureux de la question heuristique suivante :
comment calculer la moyenne d’une variable aléatoire réelle connaissant le résultat de tous

les événements de & 7
Commencons par un exemple simple.

On jette, de fagon indépendante, deux dés parfaits a six faces chacun. Soit Y le résultat

du premier jet, et soit Z celui du second. Plus formellement, Y, Z : Q@ — {1, --- | 6} sont
des variables aléatoires indépendantes et suivent la méme loi uniforme sur {1, ---, 6}, a
savoir que P(Y = i) = P(Z = i) = ¢ pour tout i € {1, ---, 6}. On voit tout de suite que

E(Y) = E(Z) = . On s'intéresse & la somme X := Y + Z. Par linéarité de I'espérance,
E(X)=EY)+EZ)="T.

On suppose maintenant que le résultat du second jet est connu (c’est-a-dire que la valeur
de Z est déterminée), et I'on veut calculer la moyenne de X sachant Z. La situation étant
tres simple, on peut facilement donner une réponse informelle : la moyenne de X sachant
Z = (la moyenne de Y sachant Z) + (la moyenne de Z sachant Z) ; comme Y ne dépend
pas du tout de Z, connaitre Z ne change rien a Y, donc la moyenne de Y sachant Z est
simplement la moyenne de Y, c¢’est-a-dire % ; d’autre part, la moyenne de Z sachant Z est
évidemment Z puisque sa value est supposée connue. On a donc “prouvé” que la moyenne

de X sachant Z est égale a % + Z.

Employons maintenant un langage probabiliste. Par I’expression “sachant Z” | il faut com-
prendre “sachant 'information apportée par la connaissance de Z”, autrement dit, sachant
la tribu engendrée par Z (qui sera, plus généralement, remplacée par une sous-tribu quel-
conque ¢ dans la suite du chapitre). Quant a la moyenne, il s’agit de I'espérance, tandis que
le mot “sachant” signifie “conditionnellement a”. La conclusion du paragraphe précédent se
lit donc : 'espérance de X conditionnellement a la tribu o(Z) est égale a %+ Z. D’une facon
équivalente, on dit également que 'espérance conditionnelle de X sachant o(Z) est égale a
T+ 2.

Dans la suite, on notera E[X | o(Z)] pour l'espérance conditionnelle de X sachant o(Z).
On observe qu’il s’agit d’une variable aléatoire, qui ne dépend que de Z, ce qui est nullement
surprenant puisque l'on a intégré sur tous les parametres qui sont indépendants de Z et

seulement sur ceux-la.
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Passons maintenant au formalisme en général.

4. Espérance conditionnelle

Soit (€2,.%#,P) un espace de probabilité. Soit 4 C % une sous-tribu. On définit

I'espérance conditionnelle de X sachant ¢ si X est intégrable ou si X est positive.

4.1. Cas des variables aléatoires intégrables

Soit X une variable aléatoire réelle et intégrable: E(|X|) < 4o0.

Définition 4.1. On appelle espérance conditionnelle de X sachant 4, notée E(X |¥) ou

E?(X), toute variable aléatoire Y intégrable vérifiant les deux conditions suivantes :

(1) Y est 4-mesurable ;
(ii) VA e &, E(X 14) = E(Y 14) (cest-d-dire [, X dP = [, Y dP).

On écrira probabilité conditionnelle P(A|¥4) = E(14]%). Attention : il s’agit d'une

variable aléatoire !
Montrons 'existence et 'unicité de ’espérance conditionnelle.

Unicité. Soient Y et ¥ deux variables aléatoires intégrables vérifiant (i) et (ii). On a,
pour tout A € ¢, E(Y 1,4) = E(Y 1,). Soit ¢ > 0 et soit A :={w € Q: Y(w) —Y(w) >
ete€9. Ona

0=E(Y 14) —E(Y 14) = E((Y —Y) 14) > e P(4),

ce qui signifie que P(A) = 0. Le choix de € > 0 étant quelconque, on obtient Y < Y p-s. De

meéme, Y <Y p.s. Donc Y = Y p.s. Ceci montre I'unicité.® U

Existence. La preuve s’appuie sur le théoreme de Radon-Nikodym dont on rappelle
I'énoncé : si p et v sont deux mesures o-finies sur (2,%) telles que p < v (c’est-a-dire que

pour tout A € 4, v(A) =0 = pu(A) =0), alors il existe une fonction mesurable f > 0 telle

que [, fdv = pu(A), VA € ¢4. La fonction f est notée par 3—5, et appelée la dérivée (ou :
densité) Radon—Nikodym de p par rapport a v.

8Strictement parlant, toute variable aléatoire Y satisfaisant (i) et (ii) est une version de E(X |¥) (c’est-a-
dire dans la méme classe d’équivalence que E(X |¥)) : on doit, par exemple, écrire Y = E(X |¥) p.s., mais
I'expression “presque sir” est souvent omise.
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On suppose sans perte de généralité que X > 0 (sinon, on considerera séparément X
et X7). Soit p la mesure sur (Q, ¢) définie par pu(A) = [, X dP, A € 4. L’intégrabilité
de X garantit que g est une mesure finie. On a donc deux mesures finies P (ou plutot la

restriction de P sur ¢) et pu sur ¢ telles que u < P. Par le théoreme de Radon—Nikodym,

j—fpf est bien définie, qui est intégrable car p est une mesure finie.

Or, i—g est 4-mesurable, telle que pour tout A € ¢, [, X dP = u(A) = [, %ﬂ% dP, ce qui
prouve que % satisfait les conditions (i) et (ii). O
Exercice 4.2. Montrer que si X = X p.s., alors E(X |9) = E(X |¥) p.s. O

Exercice 4.3. (Exercice trés important). Soient X et Y des variables aléatoires réelles
intégrables. Montrer que E(X |¥9) <E(Y |¥9) ps. & E(X14) <E(Y1,4),VAc 9. O

Exemple 4.4. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable et ¢-mesurable. Sachant la
tribu ¢, X qui est ¥-mesurable est considérée comme une constante : E(X |¥) = X p.s.

En effet, il est clair dans cette situation que X satisfait les conditions (i) et (ii). 0

Exemple 4.5. L’exemple précédent concerne la situation particuliere ou toute information
sur X est déja contenue dans la tribu ¢. On étudie maintenant I'autre situation extréme:
X est indépendante de ¢, c’est-a-dire que o(X) et ¢4 sont indépendantes.” Dans ce cas, le
fait de savoir ¢ n’apporte strictement rien sur X: E(X |¥) = E(X) ps.

En effet, E(X) est une variable aléatoire (dégénérée) intégrable et &-mesurable. Il nous
suffit de vérifier la condition (ii). Soit A € ¥. Comme X et 14 sont indépendantes, on a

E(X14)=E(X)E(14) =E[E(X)14], ce qui prouve (ii). O

Théoréme 4.6. Si X est une variable aléatoire intégrable, alors E[E(X |¥)] = E(X).

Preuve. 11 suffit de prendre A = Q2 dans la propriété (ii). O

L’espérance conditionnelle jouit de la plupart des propriétés de I’espérance mathématique.

Propriété 4.7. Soient X etY des variables aléatoires réelles intégrables.
e Pour tous réels a et b, on a E(aX +bY |¥9) =aE(X |9)+0E(Y |¥) ps.
¢ SiX>Y, alorsE(X |¥9) > E(Y |9) p.s. En particulier, X > 0 implique E(X |¥¢) > 0.
o [E(X|9)| <E(X]||¥9) p.s. En particulier, E{|E(X |9)|} < E(|X]).
o Si H CY C.F sont des sous-tribus, alors E[E(X |94) || =E(X | ) p.s.

9C’est le cas, par exemple, si ¥ = {@, Q}.
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Preuve. Les trois premieres assertions sont triviales. Montrons la derniere. Il est clair que
E[E(X |¥)| ] est bien définie, car par définition, E(X |¥) est intégrable. Remarquons
que E[E(X |¥) | ] est 7 -mesurable, ce qui donne la propriété (i) dans la Définition ?7.
Pour la propriété (ii), soit A € J, et on a

E[E[E(X|§¢)|jf] 1,4} ZE[E(XW) 1,4} =E(X 14),

car A € 4. Ceci donne la propriété (ii) dans la Définition ??, et confirme donc que

E[E(X |9)|.#) = E(X | #) ps. O

Théoreme 4.8. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. Si'Y est une variable
aléatoire réelle G-mesurable telle que XY soit intégrable,”’ alors E(XY |¥9) = YE(X |¥9)
p.s. [Par conséquent, E(XY) =E[Y E(X |9)].]

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que X et Y sont positives (sinon, on considerera
leurs parties positive et négative, séparément).

IL s’agit de prouver que pour tout A € 4,
ElY E(X|9) 14 :E[XYlA] .

[En particulier, en prenant A =  on déduit que Y E(X |¥) est intégrable.]
Montrons d’abord I'identité dans le cas particulier ou Y est une fonction indicatrice : soit
B € ¥, alors
E[15E(X |9)14] =E(X 1pna) =E(15X 14),

comme prévu.

Par combinaison linéaire, 'identité reste vraie pour toute fonction étagée'' Y qui est
¢-mesurable. Le théoreme de convergence monotone confirme alors que I'identité est encore
valable si Y est positive et 4-mesurable, en rappelant que toute fonction mesurable et positive

est limite croissante (au sens de convergence simple) de fonctions étagées positives. U

A la fin de la preuve précédente, on a utilisé le théoreme de convergence monotone.
Rappelons quelques résultats de convergence en théorie des probabilités élémentaire :

e convergence monotone : X,, >0 (Vn) X,, 1 X = E(X,) T E(X) ;

e Fatou: X,, >0 = E(liminf, ,, X,) < liminf, ,, E(X,) ;

e convergence dominée : |X,| < Z (Vn), E(Z) < o0, X;, = X ps. = E(X,) — E(X).

10En particulier, si Y est ¥-mesurable et bornée.
1 (rest-a-dire combinaison linéaire finie de fonctions indicatrices d’ensembles mesurables.
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Exemple 4.9. Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. Soient ¢ et 7 deux sous-
tribus de .#. Si J est indépendante de o(0(X), ¥4), alors E[X |0(¥, )] = E(X |¥)
p.s.

En effet, E(X |¥) étant une variable aléatoire intégrable et (¥, .7)-mesurable (car
méme ¥-mesurable), il suffit de vérifier que pour tout D € (¥4, ), on a

E[E(X |¥)1p] =E(X 1p).
On considere

¢ = {ANB: Ae¥Y, Be X},
M = {Deo(¥, ): EEX|¥9)1p]=E(X1p)}.

Il est clair que € est stable par intersections finies. Si l'on sait prouver (a) ¢ C .#, et (b)
M est une classe monotone, alors par le lemme de classe monotone, on aura (%) C .#. Or,
% contient tous les éléments de & et de S, on a 0(€) = 0(¥, H), et donc M = o(Y, ).
On aura donc l'identité cherchée.

Il reste de prouver (a) et (b).

Montrons d’abord (a). On écrit E(X |94)1anp = E(X |¥4) 14 x 15. Comme E(X |¥4) 14
et 1p sont, respectivement, ¥-mesurable et .#-mesurable, et toutes deux intégrables, il

résulte de I'indépendance entre ¢ et ¢ que

EE(X |9)1ans] = E[E(X|¥9)14] x E(1p)
= E(X ].A) X E(].B) . (Définition ??, car A € ¥)

Les variables aléatoires intégrables X 1,4 et 15 sont mesurables par rapport a o(o(X), ¥) et
S, respectivement. Par hypothese, les tribus o(0(X), 4) et 5 sont indépendantes. Donc
E(X14) xE(1g) =E(X 14 x 1), ce qui conduit a E[E(X |94) 14n5] = E(X 14np).

Montrons ensuite (b). Plus généralement, montrons que .# := {D € 4 : E[Y 1p] =
E(X 1p)} est une classe monotone si 4 C .Z est une sous-tribu, et Y une variable aléatoire
réelle intégrable avec E(Y) = E(X). Sans perte de généralité, on peut supposer X := 0 (car
sinon, on considerera Y — X).

Il est clair que Q € #, car E(Y) = 0. Si D; C Dy sont deux éléments de .#, alors
E(Y1p,p,) = E(Y1p,) —EY 1p,) = 0 -0 = 0, et donc D;\D; € .#. Enfin, soit
(Dp, n > 1) une suite croissante d’éléments de .#. Soit D := U, D,. On a 1p, — 1p,
et donc Y1p, — Y 1p. Comme |Y 1p,| < |Y| qui est intégrable, il résulte du théoreme de
convergence dominée que E(Y 1p,) — E(Y 1p). Comme E(Y 1p,) = 0 (Vn) par définition
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de D, on obtient E(Y 1p) = 0, c’est-a-dire D € .#. Autrement dit, .# est bien une classe

monotone. ]

Théoréme 4.10. Soient X et Y deus variables aléatoires, i valeurs dans (E, &) et (E, &),
respectivement. On suppose que X est indépendante de &, et que Y est &-mesurable. Soit
g: (EXE, &® c;“’v) — (R, Z(R)) une fonction mesurable, telle que g(X, Y") soit intégrable.
Alors

Elg(X, V)|9] =h(Y)  ps.

ou h(y) :==E[g(X, y)], y € E.

Preuve. Le théoreme de Fubini confirme que h : (E, &) — (R, Z(R)) est une fonction
mesurable, et que h(Y) est intégrable. Comme h(Y") est par hypothése ¢¥-mesurable, il reste
de vérifier que E[R(Y)14] =E[g(X, V) 14], VA€ 9.
Montrons, plus généralement, que si Z est une variable aléatoire réelle bornée'? et ¥-
mesurable, alors E[h(Y) Z] = E[g(X, Y) Z].
Soit P(x,v,z) la loi de la variable aléatoire (X, Y, Z) (a valeurs dans F x E xR). Ona
B V) Z1= [ gle ) Prpldedyde).

ExExR
Par hypothese, X et (Y, Z) sont indépendantes (car (Y, Z) est ¥-mesurable tandis que X
est indépendante de ¢). Donc P(x v, z) = Px ® Py, z), ce qui nous conduit a :
Elg(X,Y) Z] = /  g(z,y) 2 Px(dz) Py, z)(dy dz) .
ExExR

Le théoreme de Fubini-Lebesgue nous dit que ceci est

— [ ([ st )= Petdn)) Pocafydz) = [ hiw)z Ry fdyde).
ExR E ExR
qui n’est autre que E[h(Y) Z]. O

Remarque 4.11. Le sens du théoréeme est intuitivement clair. Si 'on cherche la valeur
de E[g(X, Y)|¥], comme Y est ¥-mesurable, on peut la considérer comme une constante,
disons y. Dans ce cas, E[g(X, Y)|¥] devient E[g(X, y)] (car g(X, y) est indépendante de
%), qui n’est autre que h(y). Bien str, y est en réalité Y. En remplagant y par Y dans h(y),
on tombe sur A(Y) comme la valeur de E[g(X, Y)|¥]. O

12Bornitude : On dit que X est une variable aléatoire réelle bornée s’il existe une constante C' < oo ne
dépendant pas de w telle que | X (w)| < C, Vw € Q. Attention a ne pas confondre avec la finitude : X est une
variable aléatoire réelle finie si X (w) € R, Vw € Q (autrement dit, X est une variable aléatoire réelle tout
court !).
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Certaines inégalités générales que 'on a vues en théorie des probabilités élémentaire
(Jensen, Cauchy—Schwarz, Holder) restent valables si ’on remplace espérance par espérance
conditionnelle, avec la méme preuve qui s’appuie sur deux propriétés satisfaites a la fois par
espérance et par espérance conditionnelle : si X et Y sont des variables aléatoires réelles
intégrables, et si a et b sont des réels, alors (i) linéarité : E(aX +0Y |¥9) = aE(X |¥) +
bE(Y |¥9) p.s. ; (ii) préservation d’ordre : X <Y p.s. = E(X |¥4) <E(Y |¥) ps.

Théoréme 4.12. (Inégalité de Jensen). Soit X une variable aléatoire réelle, et soit ¢

une fonction convere. Si X et p(X) sont intégrables, alors
o (E[X|9)) <E[p(X)|9], ps
En particulier, p(E(X)) < E[o(X)].

Théoréme 4.13. (Inégalité de Holder). Soient X et Y des variables aléatoires réelles,
et sotent p > 1 et ¢ > 1 des réels tels que %—l— é =1. SiE(|X[]P) < o0 et E(]Y]?) < 00, alors
XY est intégrable, et

[EXY[9)] < [E(X]P 9] E(Y 1917, ps.

Corollaire 4.14. (Inégalité de Cauchy—Schwarz). Soient X etY des variables aléatoires
réelles telles que BE(X?) < oo et que E(Y?) < oo, alors XY est intégrable, et

E(XY |9)| < [E(X? |9 [EY?| )], ps.

4.2. Cas des variables aléatoires positives

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [0, o], et soit ¢4 C .# une sous-tribu. On
définit"?
E(X|9):= lim TE(X An|9), p.s.
n—o0

On voit que E(X |¥) est une variable aléatoire ¢-mesurable, a valeurs dans [0, oo].

Dans le cas ou X est a valeurs dans [0, co] et intégrable, le théoreme de convergence mono-
tone nous assure que E[E(X |¥4)14] = E(X 14), VA € 4. [En particulier, E[E(X |9)] =
E(X) < oo.] Autrement dit, E(X |¥) coincide avec l'espérance conditionnelle que l'on a
définie précédemment.

On voit que E(X |¥¢) est 'unique (au sens p.s.) variable aléatoire Y a valeurs dans [0, o]

qui satisfasse les conditions suivantes :

13Notation : a A b:= min{a, b}.
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(i) E(X |¥) est 9-mesurable ;

(i) VAe 9, E[E(X |9)14] = E(X 1,4).
En effet, I'existence est une conséquence immeédiate du théoreme de convergence monotone,
tandis que 1'unicité se prouve avec exactement le méme argument que dans le cas des variables
aléatoires intégrables.

La plupart des résultats que I'on a démontrés pour les variables aléatoires intégrables

restent valables pour les variables aléatoires positives, avec une preuve similaire.

Propriété 4.15. Si X etY sont des variables aléatoires a valeurs dans [0, oo,
E[E(X|9)] = E(X) ;
E(X|¥9) =X p.s., si X est 9-mesurable ;
E(X |9) =E(X) p.s., si X est indépendante de & ;
(aX +0Y |9)=aE(X|9)+bE(Y |9) ps.sia>0etb>0;
(
[E

o ¥
e E(XY |¥9)=YE(X|¥9) ps. siY est, en plus, 4-mesurable.
e E[E(X|9)| 2] =E(X|5) ps. si H CY C.F sont des sous-tribus.

Remarque 4.16. On peut avoir X < oo p.s., mais P[E(X |¥) = oo] > 0. C’est le cas, par
exemple, pour ¥4 := {@, Q} et X une variable aléatoire a valeurs dans R avec E(X) = occ.
0

Théoréme 4.17. (Théoréme de convergence monotone). Si (X, n > 1) est une suite

de variables aléatoires a valeurs dans [0, o], alors
E(X|¥9)= lim T E(X,|¥9), p.s.,
n—0o0

ou X :=1lim,, o T X,.

Preuve. La monotonie p.s. de n — E(X,, |¥) garantit 'existence de la limite p.s. de Y :=
lim, o T E(X,|¥). Par définition, Y est une variable aléatoire a valeurs dans [0, oo] et
¢-mesurable.

Soit A € 4. Observons que

E[Y 14] = lim 1 E[E(X,|%)14] = lim 1 E[X,1.] = E[X 1,].

ou l'on a appliqué le théoreme usuel de convergence monotone pour obtenir les premiere et
troisieme identités. Autrement dit, Y = E(X |¥) p.s. O
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Exemple 4.18. Soient X;, X,, --- des variables aléatoires a valeurs dans [0, oo]. Alors
E(fo:l X, |9) = 220:1 E(X,|¥) ps.
Il suffit d’appliquer le Théoreme 77 & (3 1, X;, n > 1), qui est une suite croissante de

variables aléatoires a valeurs dans [0, oo]. O

Théoréme 4.19. (Lemme de Fatou). Si (X,,, n > 1) est une suite de variables aléatoires

a valeurs dans [0, 0ol, alors

E(lim inf X,

n—o0

{4) < liminf E(X,, |¥), p.S.

n—oo

Preuve. Par définition, liminf,_,, X, = limy_,+ 1 inf,,>; X,,. Par le Théoréme 77,

]E(limiann 54) :E< lim 1 inf X, g) — lim TE(inf X, g), DS,

n—00 k—oco  n>k k—o00 n>k

Pour tout k, inf,>; X, < Xj. Donc E(inf,>; X, |¥9) < E(X\|¥) p.s. D’ou l'inégalité
cherchée. ]

On termine ce paragraphe avec un résultat qui traite le cas des variables aléatoires

intégrables de signe quelconque.

Théoréme 4.20. (Théoréme de convergence dominée). Soient Z, Xy, Xy, --- des
variables aleatoires réelles. On suppose que X, — Xo p-S., €t que pour tout n, |X,| < Z
p.s. Si E(Z) < oo, alors X est intégrable, et E(|X,, — Xoo| |¥4) — 0 p.s.

En particulier, E(X,, |¥9) — E(Xx |¥Y) p-s.

Preuve. Par hypothese, | X« | < Z, et donc X, est intégrable. Posons Y,, := 27 — | X, — X,,|,
de sorte que 0 <Y, < 2Z p.s. et que Y,, — 27 p.s. Par le lemme de Fatou conditionnel,
E(liminf, ,, Y, |¥) < liminf, ,. . E(Y, |¥) p.s., c’est-a-dire
E(2Z|9) <E(2Z|9) — limsupE(| X — X,| |9), p.s.,
n—oo

ce qui implique que limsup,, ..  E(| X0 — X,||¥4) <0 p.s. Donc E(|X,, — X||¥) — 0 p.s.

Comme [E(X,|¥) — E(Xs|9)| < E(|X,, — Xo||¥), ceci entraine que E(X,, |¥4) —
E(Xw|¥9) p-s. O

Exemple 4.21. Soient X, X, --- des variables aléatoires réelles telles que ) E(|X,|) <
oo. Alors > 7 | X, est intégrable, et E(>"° | X,,|¥9) => "~ E(X,|¥) ps.

En effet, posons Z := Y | |X,| ; le théoreme de Fubini-Tonelli nous dit que E(Z) =
> L E(|X,]) < oco. 11 suffit alors d’appliquer le Théoreme ?? a la suite (> | X;, n > 1)

de variables aléatoires réelles. O
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5. Conditionnement par rapport a une variable aléatoire

Lorsque la tribu est engendrée par une variable aléatoire (pas nécessairement a valeurs
réelles ou dans un espace euclidien), I’espérance conditionnelle a des propriétés particulieres.
Sauf mention du contraire, X désignera dans cette section une variable aléatoire réelle

intégrable.

Notation. Si ¥ est engendrée par une variable aléatoire Z a valeurs dans un espace
mesurable (E, &) quelconque, alors on écrira E(X | Z) aulien de E(X |¥4). Si¥ =o0(Z;, 1 €
I), on écrira aussi E(X | Z;, i € I).

Soit Z une variable aléatoire a valeurs dans (E,&). Soit A € ¢(Z). Par définition, il
existe B € & telle que A = {w € Q: Z(w) € B}; autrement dit, 14, = 15(Z). Donc toute
fonction étagée qui est o(Z)-mesurable s’écrit comme une fonction étagée (&-mesurable)
de Z. Par un passage a la limite, si £ est une variable aléatoire réelle intégrable et o(Z)-
mesurable, elle s’écrit comme & = h(Z), ou h: E — R est une fonction mesurable (R muni
de la tribu borélienne #(R)). Prenons £ = E(X | Z), et on obtient

E(X|Z)=h(Z2), p.s.

L’unicité de I'espérance conditionnelle nous assure que si h est une fonction borélienne telle
que E(X |Z) = ﬁ(Z), alors h = h, Pz-presque partout.

Exemple 5.1. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées (i.i.d.), telles que E(]X]) < co. Alors E(X | X +Y) = & ps.

En fait, si Pix,z) = Py,z), alors E(X |Z) = E(Y | Z) p.s. Pour voir cela, on observe
d’abord que E(X | Z) est une variable aléatoire intégrable et o(Z)-mesurable. De plus, pour
tout A € o(Z), E(E(X |Z) 14) = E(X 14). On sait qu’il existe une fonction mesurable
h: E — R telle que 14 = h(Z), ce qui nous donne E(X 14) = E(Xh(Z)) = E(Yh(Z)) =
E(Y14). DounE[E(X |Z) 14] =E(Y 14). Par conséquent, E(X | Z) =E(Y | Z) p.s.

Pour revenir a I'exemple Z := X + Y, il suffit de remarquer que P x x+v) = Py.x+v),
car Pxy) = Pyx). Donc E(X| X +Y)=E(Y |X+Y) Or, EX+Y|X+Y)=X+Y,
on obtient E(X | X +Y) = ¥ ps.

[Plus généralement, avec le méme argument, on montre que si Xj, ---, X, sont des
variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables, alors E(X; | Y7, X;) = 23" | X, p.s.] O
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Exemple 5.2. Soient N, X;, Xs, --- des variables aléatoires réelles indépendantes, admet-
tant toutes un moment d’ordre 1. On suppose que les X; suivent la méme loi, et que N est
a valeurs dans N := {0, 1, 2, --- }. Définissons

avec la notation Zgzl := 0. On cherche a étudier le moment d’ordre 1 de Y.
Il est clair que Y est bien une variable aléatoire : Y (w) := > 0" > | Xi(w) 1{n(w)=n},
qui est représentée comme somme de variables aléatoires réelles. Il est également clair que

Y est intégrable, car par le théoreme de Fubini—Tonelli,

E(S N X 1) = DS TE(X 1)

n=1 i=1 n=1 =1

Z ZE(|X1|) P(N = n)

n=1 =1

E(X:) " nB(N = n) = (X, E(V) < .

Le méme argument nous donne en fait E(Y) = E(X;)E(N), en utilisant cette fois-ci le
théoreme de Fubini-Lebesgue.

Calculons E(Y). On a E(Y |N) = > | E(3"" Xi1in=pn) | N) p.s., d’apres I'Exemple
7?7 0na B0, Xilinvony | N) = 2200 E(X; Linony [ N).

Comme 1{y—p) est o(N)-mesurable, il résulte du Théoreme ?7 que E(X; Liy—n} |N) =
1inv=ny E(X; | N) pss., et puisque X; est indépendante de o(NN), on a E(X;|N) = E(X;)
) =
n}

E(X1) p.s. Dot @ E(X; 1yny=pny |N) = E(X1) 1{n=n} D-s., et donc E(3"7 | X; Linepy | NV
Yo E(Xq) Igneny = nE(X1) 1{n=pn}. Par conséquent, E(Y | N) = > nE(X;) 1n=
NE(X;) ps.

Par le Théoréme ??, ceci donne alors E(Y) = E(NE(X;)) = E(N)E(X;).

O

6. Espérance conditionnelle et projection orthogonale

Lorsque X est une variable aléatoire réelle admettant un moment d’ordre 2, il y a une

interprétation géométrique pour représenter E(X |¥).

Théoréme 6.1. Si E(X?) < oo, alors E(X |¥) est la variable Y, 4-mesurable et admettant

un moment d’ordre 2, qui minimise “lerreur quadratique’ E[(X —Y)?].
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Remarque 6.2. (i) Soit L?(Q, Z, P) := {V : E(Y?) < oo} qui, muni du produit scalaire
(Y1,Y3) == E(Y1Y3), est un espace de Hilbert."* Rappelons que L*(Q, 4, P) := {YV :
Y est @-mesurable, E(Y?) < oo} est un sous-espace fermé. Sous la condition E(X?) < oo, le
Théoréme ?? nous confirme que E(X | %) est la projection orthogonale de X sur L*(Q), ¢, P),
c’est-a-dire 1’élément dans L?(Q, ¢, P) qui est le plus proche de X.

(i) Dans la cas particulier ou 4 = o(Z), le Théoreme ?? s’énonce comme suit: la fonction
mesurable f minimisant la quantité E[(X — f(Z))?] est telle que f(Z) =E(X | Z). Si Z est
une constante, on retombe sur le fait bien connu que la constante ¢ minimisant E[(X — ¢)?]
est c = E(X). O

Preuve du Théoréme ?77. Puisque E(X?) < oo, 'inégalité de Jensen (Théoréme ?7?) nous
dit que E(X |¥) est un élément de L*(2, 4, P). 1l suffit donc de montrer que X —E(X |¥)
est orthogonale de L*(Q, ¢, P). Soit Z € L*(Q, ¢, P). On sait que XZ admet un moment
d’ordre 1, et par le Théoreme 7?7, E(ZX |¥) = ZE(X |¥). Donc

E(ZX)=E [E(ZX |§4)} - E[Z E(X |§¢)} .

Autrement dit, E[Z(X —E(X |¥))] = 0. O

7. Exemples de calculs

On traite trois exemples de calcul d’espérance conditionnelle E(X | Z), ou X est une
variable aléatoire réelle intégrable, et Z est une variable aléatoire a valeurs dans un espace
mesurable E. Rappelons que E(X | Z) = h(Z) p.s.,ouh : E — R est une fonction mesurable.

Dans le premier exemple, Z est une variable aléatoire discrete, a savoir que E est un
espace dénombrable!®.

Dans les deux derniers exemples, Z est une variable aléatoires a valeurs dans l’espace
euclidien R™ (avec n > 1), et 'on suppose que (X, Z) est un vecteur aléatoire a densité

(dans le deuxieme exemple) ou un vecteur aléatoire gaussien (dans le troisieme exemple).

7.1. Conditionnement discret

Soit X une variable aléatoire réelle intégrable. Soit Z une variable aléatoire a valeurs
dans un espace dénombrable £, muni de la tribu &(FE) de toutes les parties de E (y compris
et E).

4Bien entendu, on prend plutot les classes d’équivalence dans L?(€2, %, P), en identifiant les variables
aléatoires qui ne different que sur un ensemble de probabilité nulle.
15C’est-a-dire fini, ou infini dénombrable.
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Théoreme 7.1. Si X est intégrable, et si Z est variable aléatoire a valeurs dans un espace
dénombrable E, alors
E(X|Z)=h(Z), p.s.,

0@16

E(X 1iz-.)

M) =z =2

pour tout z € E tel que P(Z = z) > 0.

Preuve. Soit h: E — R la fonction (mesurable) définie comme dans I’énoncé du théoreme.
Comme E(|n(2)]) = >, cp IE(X Liz=)| < > ,cp E(1X|112=2) = E(|X]|) < o0, on voit que
la variable aléatoire réelle h(Z) est intégrable.

Pour tout A € o(Z), il existe B € Z(E) tel que A = Z71(B) et donc 14 = 15(Z). On

a alors

E[h(Z) 1] = E[M(Z)15(2)] = ) h(z)1p(z) P(Z = 2) = ) E(X 1{5—)) 1s(2),

zeE zeE
qui n’est autre que E(X 15(Z)] = E(X 14). Par la Définition ??, h(Z) =E(X |Z) p.s. O
Remarque 7.2. Lorsque Z est une variable aléatoire discrete a valeurs dans un espace

mesurable dénombrable E, pour tout z € E tel que P(Z = z) > 0, on écrit souvent

E(X 1(z-)

B(X|Z=2)= 7oy

Le Théoreme ?? nous dit que p.s.,
[E(X|2)](w) =E(X|Z = z), si Z(w) =z.

Il y a donc une certaine homogénéité dans les notations. 0

7.2. Cas des vecteurs aléatoires a densité

Soit (X, Zy, -+, Z,) un vecteur aléatoire a valeurs dans R"™'. On suppose que X
est intégrable, et que la loi de (X, Zy, ---, Z,) est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue sur R""!. Pour simplifier les notations, on écrit (X, 7) a la place de
(X, Z1, -+, Zn), et Z aulieude (Zy, -+, Z,).

163 valeur de h(z) pour z € Z tel que P(Z = z) = 0 n’a aucune importance ; on peut par exemple prendre
h(z) := 0 dans ce cas.
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Soit f(x, z) la densité. On sait que la loi de Z est absolument continue par rapport a la

mesure de Lebesgue sur R”, et qu’elle possede comme densité

fz(2) = /Rf(X,Z)<5U, z)dx, zeR".

Théoreéme 7.3. Soit (X, Z) un vecteur aléatoire a valeurs dans R"*! qui admet une densité

fox, 21, 20)- On suppose que E(|X]) < co. On pose'”

fX|Z:z(£C) = M, r € R,

fz(2)
h(z) = /R:cf)qz_z(:c) dux, z€eR"™.

Alors
E(X|Z)=h(2), p.S.

Preuve. 1l est clair, d’apres le théoreme de Fubini, que h(Z) est une variable aléatoire
intégrable. Soit A € 0(Z). 1l s’agit de prouver que E[h(Z)14] =E[X 14].
Comme A € o(Z), on peut écrire A = {w: Z(w) € B}, ou B € Z(R"™) est une partie

borélienne de R™. On a alors

E[X14] = E[X15(2)]
— /Rdx/de T fx,2)(7, 2)

- / dz h(z) 2 (2)
— E[h(Z)15(2)].

D’ou le résultat désiré. O

Remarque 7.4. On observe que

B , P(X € [z,x+ dz|, Z € [2,2 + dz])/(dz dz)
fxiz=s(z) = lm P(Z € 2,2 + dz])/ dz

= lim P(Xe[a:,x+ dz] | Z € [z,z + dz])/da:.

dz—0,dz—0

1"La valeur de [x|z=- pour z € R" tel que fz(z) = 0 n’a aucune importance ; on peut prendre, par
exemple, fx|z—.(z) :=0, Vo € R, dans ce cas.
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C’est pour cette raison que fx|z—. est souvent appelée “densité conditionnelle de X sachant
Z = 27 (il s’agit bien sur d’une fonction de densité associée a une loi de probabilité sur R).

Dans la littérature, on trouve de temps en temps I'écriture’® E(X | Z = z) pour désigner
h(z). O

Exemple 7.5. Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes suivant la méme
loi gaussienne 4(0, 1). Soit Z = X + Y.
I est facile de calculer la loi de (X, Z). Pour toute fonction borélienne bornée ¢ : R? — R,

on a

1
E[r(X,2)] = //h(x,x+y)2—e_($2+y2)/2dxdy
R JR T

1
= //h(x,z)—e(”2+(zx)2)/2dxdz.
R JR 2m

Donc (X, Z) admet une densité qui vaut

xo(z, 2 :ie_(“2+(z_’”)2)/2, z,z) € R
(X,2)

27
D’autre part, Pz = A4(0, 2), donc fz(z) = 27r11/2 e~#'/%. Posons, pour chaque z € R,
fxz) (2, 2) L (@2 4(a—a)2)/2+22/4 |
fX‘Z:z(.T) = fZ(Z) = 71_1/2(—:' = me .

La fonction fx|z—. n’est autre que la densité de la loi gaussienne 4/(3, %) (d’ou vient une
formulation du genre “sachant Z = z, X suit la loi gaussienne .4(3, 5)”). Posons

h(z) = /R o fximsla) da = .

D’apres le Théoreme ??, E(X | Z) = h(Z) = Z. On arrive donc & la méme conclusion que
dans I'Exemple 77. [l

7.3. Cas des vecteurs aléatoires gaussiens

Soit (X, Zy, -+, Z,) un vecteur aléatoire & valeurs dans R"*'. On suppose que X
est intégrable. Alors la variable aléatoire réelle E(X | Zy, -+, Z,), étant o(Zy, -+, Z,)-
mesurable, s’écrit nécessairement comme h(Zy, ---, Z,), ot h : R™ — R est une fonction

mesurable.

18C’est une écriture informelle pour nous, qui peut étre rendue rigoureuse. Cela dépasse cependant le
cadre de notre cours.
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Il s’avere que dans le cas particulier ou (X, Z3, - -+, Z,) est un vecteur aléatoire gaussien,
la fonction mesurable h est affine. Autrement dit, E(X | Zy, --- , Z,) coincide avec la pro-
jection orthogonale de X sur 'espace vectoriel (de dimension finie) engendré par Z;, - - -,
L.

Théoréme 7.6. Soit (X, Zy, -+, Z,) un vecteur aléatoire gaussien centré a valeurs dans
R™* 1. Alors il existe des réels ay, -- -, a, tels que
E(X|Zy, -+, Za) =Y a;Z;,  ps.
j=1

De plus, pour toute fonction mesurable g : R — R, , on a
Elg(X)| Zy1, -+, Z,] :f(Zaij>, p-s.,
j=1

ou, pour toutm € R, f(m) := Elg(m+0c.A)], A désignant une variable aléatoire gaussienne
réelle standard, et 0* := E[(X — 377 a;Z;)?].

Preuve. Soit X := aO‘i‘Z;-l:l a;Z; une droite de régression de X par rapport a (Zy, - -+, Zy,) ;
c’est-a-dire E(X — X) =0 et E[(X — X)Z;] =0, V1 < j < n. Ainsi, ap = 0, et pour tout
1<j<n,

Cov(X — X, Z;) = 0.

Remarquons que (X -X , Z1, -+, Zp) est un vecteur gaussien centré, car toutes combinaison
linéaire de ses composantes est une combinaison linéaire de X, Z;, ---, Z,. L’identité
précédente assure donc que les variables aléatoires X ~Xet (Zy, -+, Zy,) sont indépendantes.
En particulier, E(X — X | Zy, - -+, Z,) = E(X — X) = 0 p.s. Donc

E(X | Zy, - Zn) =B(X =X |Zy, -, Z)+EB(X | Zy, -+, Z) =0+ X =X .
[On a utilisé le fait que X est o(Zy, -+ - , Z,)-mesurable.]

Soit maintenant g : R — R, une fonction mesurable. On a

n

Elg(X)| Zy, -+, Zul = Blg(D_a;Z; +Y) | 21, -+, Zul,

=1

oY := X — X est indépendante de o(Zy, -+, Z,). Il résulte alors du Théoreme 77 que
Elg(X) [ Zy, -, Za] = [(3])_1 a;Z;) p-s., avee f(m) == E[g(m +Y)] = E[g(m + 0.47)]. O
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Exemple 7.7. Soit ()Z(

) un vecteur aléatoire gaussien centré, de matrice de covariances
11
1 2

Par le Théoreme 77, il existe un réel a € R tel que E(X |Z) = aZ p.s. 1l s’agit de

). On cherche a calculer E(X | Z).

déterminer la valeur de a. En multipliant par Z dans les deux cotés de l'identité, et de

prendre espérance ensuite, on obtient :
E[ZE(X | Z)] = aE(Z?%).

Comme Z est o(Z)-mesurable, on a E[ZE(X | Z)] = E(X Z), qui vaut 1, tandis que E(Z?) =
2, on obtient a = 1. Conclusion : E(X | Z) = £ p.s.
Il s’agit, bien str, du méme exemple que I’Exemple 77 traité précédemment. O
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Chapitre 2

Martingales a temps discret

Ce chapitre est consacré a la théorie des martingales a temps discret. On introduit
d’abord la notion de la martingale, et étudie ensuite les divers modes de convergence (p.s.,

dans LP pour 1 < p < oo, dans L), ainsi que le théoréme d’arrét.

1. Filtrations et martingales

Soit (£2,.#,P) un espace de probabilité. Une filtration (.%,),>¢ sur cet espace est une

famille croissante de sous-tribus de .%:
FoC FL CFyC - CF.

On appelle (2, #, (#,),P) un espace de probabilité filtré.
Une suite de variables aléatoires (X,, n > 0) est appelée un processus aléatoire (ou :
processus stochastique, ou : processus). L’indice n est moralement considéré comme un

parametre temporel.

Exemple 1.1. Soit (X,,, n > 0) un processus aléatoire. Pour tout n > 0, on pose %, :=
o(X;: 0<i<mn). Alors (.%,),>0 est une filtration, que 'on appelle souvent la filtration

naturelle (ou : filtration canonique) de (X, n > 0). O

Soit (F,)n>0 une filtration, et soit (X,, n > 0) un processus aléatoire. On dit que
(Xn, n > 0) est adapté par rapport a (#,) si pour tout n, X,, est %,-mesurable. [Lorsqu’il
n'y a pas de risque d’ambiguité sur le choix de la filtration, on dit simplement que (X,,, n > 0)

est adapté.] Dans 'Exemple 77, le processus est adapté.

25
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Définition 1.2. On dit que (X,,) est une martingale (resp. surmartingale ; sous-martingale)
par rapport a la filtration () si

(i) (X,) est adapté ;

(i) Vn, E(|X,]) < oo ;

(iii) Vn, E(Xpi1 | Fn) = Xa, ps. (resp., E(Xp11 | Zn) < Xo ; E(Xoq1 | Z0) > X0).

On appellera de temps en temps (iii) I'inégalité caractéristique des sous-martingales (ou
surmartingales), ou I'identité caractéristique des martingales.

Remarquons que si (X,,) est une surmartingale, alors n — E(X,,) est décroissante.’

Exemple 1.3. (Martingale fermée). Soit { une variable aléatoire intégrable. Soit X, :=
E(¢|.#,). Alors (X,,) est une martingale (appellée martingale fermée).

En effet, (X,,) est adapté d’apres la définition de I’espérance conditionnelle, ce qui donne
(i).

Pour tout n, | X,,| < E(|£|].%,) par I'inégalité de Jensen (version conditionnelle). Comme
E(|¢]|-Zn) est intégrable (par la définition de l'espérance conditionnelle), on en déduit que
X, est également intégrable, ce qui donne (ii).

Enfin, on a E[X,. 41 | %#,] = E[E({| Zn11) | %], qui n'est autre que E[¢ | .#,] (Propriété
?? du Chapitre ??7), c’est-a-dire X,, : d’ou (iii). O

Exemple 1.4. Soient &1, &, - - - des variables aléatoires réelles intégrables et indépendantes.
Soit x € R. Posons %, := {&, Q} et, pour n > 1,

Xn = I'+ Zglu
i=1
Fn = o{X;, 1 <i<n}.

Il est clair que (X,) est adapté, et que pour tout n > 0, X,, est intégrable. De plus,
E(Xpi1 | Zn) = Xn+E(&41). Donce (X,,) est une martingale si E(§,) =0, Vn > 1 ; est une
sous-martingale si E(,) > 0, Vn > 1 ; et est une surmartingale si E(§,) <0, Vn > 1. O

Exemple 1.5. Soient &, &, --- des variables aléatoires positives et indépendantes, telles
que E(&) = 1, Vi > 0. On pose X, := [[_ & et Z, == 0(&,0 < i <n),n>0. Alors

(Xn, n > 0) est une martingale.

'L’origine de I’expression: une fonction f sur R™ est surharmonique si et seulement si pour un mouvement
brownien B a valeurs dans R™, f(B) est une surmartingale locale par rapport a la filtration naturelle de B.
On en saura un (tout) peu plus a la fin du Chapitre ?7.
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En effet, X, est intégrable, et (X,, n > 0) adapté. Pour tout n, E(X,1|%,) =
E(&pi1 Xn | Fn) = XoE(&pi1 | F) = X, p.s. (ou Pon a utilisé le fait que &1 est indé-
pendante de .%,, pour déduire que E(&, 41 | %) = E(&p1) = 1).

On étudiera cette martingale en profondeur plus tard, en Section ?7?. 0

Remarque 1.6. Il est clair que (X)) est une sous-martingale si et seulement si (—X,,) est
une surmartingale, et que (X,,) est une martingale si et seulement si elle est a la fois une

sous-martingale et une surmartingale. 0

Proposition 1.7. Si (X,,) est une sous-martingale, alors Ym > n, E(X,, | Z#,) > X,, p.s.”

Preuve. Montrons le résultat par un argument par récurrence. L’hypothese de récurrence

est la suivante : pour tout entier k£ > 0,
Propriété (k) : Vn >0, E(Xpk | Zn) > X0, Des.

Cette propriété est trivialement vraie au rang k = 0.
On suppose la propriété vraie au rang k. Par la Propriété ?? du Chapitre 7?7, on a, pour
tout n > 0,
E<Xn+k+1 ‘ cgan) = E[E<Xn+k+1 ‘ cganJrk) ‘ yn] :

L’inégalité caractéristique des sous-martingales nous donne E(X,, ri1 | Znik) > Xpik DS,
ce qui implique que

E(Xn—l—k—l—l | tg;@) 2 E[Xn+k | y’n] 9
qui est, d’apres la propriété au rang k, > X,, p.s. On obtient donc la propriété au rang k+ 1.

Ceci démontre le résultat cherché par récurrence. [l

Proposition 1.8. (i) Si (X,,) et (Y,) sont des martingales (resp. sous-martingales ; sur-
martingales), alors (X, +Y,) en est également une.

(ii) Si (X,) et (Y,) sont des sous-martingales, alors (X, V'Y,) est une sous-martingale.®
Preuve. Elémentaire. O

Proposition 1.9. Soit (X,,) une martingale, et soit ¢ une fonction convexe. SiE(|p(X,)|) <

00, ¥n, alors (p(X,)) est une sous-martingale.

2Donc, la proposition nous dit également, d’aprés la Remarque ??, que si (X,,) est une surmartingale,
alors Vm > n, E(X,, | #,) < X,, p-s., et que si (X,,) est une martingale, alors Vm > n, E(X,, | #,) = X,

p.s.
3Rappel de notations : x V y := max{x, y} et x Ay := min{x, y}.
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Preuve. Par I'inégalité de Jensen,
Elp(Xns1) | Fn] 2 @(E[Xni1 | Fn]) = o(Xn).

D’ou la conclusion. O

Exemple 1.10. Soit p > 1, et soit (X)) une martingale telle que E(|X,[’) < oco. Alors
(|X,|P) est une sous-martingale.
[En particulier, si (X,,) est une martingale, alors (|X,|) est une sous-martingale.]

11 suffit d’appliquer la Proposition ?? a la fonction convexe p(z) = |z/. O

Proposition 1.11. Soit (X,,) une sous-martingale, et soit @ une fonction convexe et crois-

sante telle que E(|¢(X,)]) < oo, Vn. Alors (¢(X,,)) est une sous-martingale.

Preuve. On a

Elo(Xni1) [ Fn] = @(E[Xn i1 | Fn]) 2 0(Xa),

comme prévu. O

Exemple 1.12. Soit (X,,) est une sous-martingale.

(i) Posons' Y,, := X,I. Alors (V,,) est également une sous-martingale, car x — z™ est
convexe et croissante sur R.

(ii) Plus généralement, pour tout réel a € R, soit Z, := (X,, —a)™ ; alors (Z,) est une

sous-martingale. ([l

2. Temps d’arrét
Soit (2, #, (%#,),P) un espace de probabilité filtré, et ’on note
Foo i =0(Fp, n>0),

c’est-a-dire la tribu engendrée par les éléments de ’ensemble des tribus .%,,.

Une application 7" : © — {0, 1, 2, --- } U {oo} est appelée un temps d’arrét si pour
tout n < oo, {T < n} € Z,. Il est clair que T est un temps d’arrét si et seulement si
{T'=n}e %, Vn <.

4Notations : x* := max{x, 0}, 2~ := max{—z, 0} pour tout réel z.
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Exemple 2.1. (Temps d’arrét déterministes) Fixons un entier positif k& > 0. Posons T'(w) :=
k,w e Q. Alors T est un temps d’arrét.

Un autre exemple de temps d’arrét déterministe est T'(w) := oo, w € . [l

Exemple 2.2. (Temps d’atteinte) Soit (X,,) un processus adapté par rapport a la filtration

(Z,), a valeurs dans un espace mesurable (E, &). Soit B € &. Posons
T :=inf{n >0: X, € B},

avec la convention inf @ := oo (c’est-a-dire, si X, (w) ¢ B pour tout n > 0, alors Tg(w) = 00).

On vérifie tres facilement par définition que Tp est un temps d’arrét. En effet, T est a
valeurs dans {0, 1, 2, --- } U {00} ; de plus, pour tout entier n > 0, {T5 < n} = U}_{X} €
B} qui est un élément de %, car {X; € B} € F, C %, pour k < n. O

Exemple 2.3. (Temps de passages successifs) Soit (X,,) un processus adapté par rapport
a la filtration (.%,), a valeurs dans un espace mesurable (E, &). Soit (Bg, & > 0) une
suite d’éléments (pas nécessairement distincts) de &. On définit, par récurrence, la suite
(Tk, k > 0) par Ty := 0 et pour k > 1,

Ty = inf{n > T, : X,, € By},

avec la convention inf @ := oo.

Montrons, par un argument par récurrence, que (Ty, k& > 0) est une suite de temps
d’arrét, ’hypothese de récurrence au rang k € N étant : “T}, est un temps d’arrét”.

Au rang k =0, Ty := 0 est un temps d’arrét déterministe.

On suppose maintenant que T} est un temps d’arrét. Pour tout n € N, on a

n—1

{Tiwr > n} = {7 = 0} U | ({7 = 53 0 {Xj11 ¢ Ben} 00 {Xa ¢ Bei})

=0

Comme T est supposé un temps d’arrét, on a {Ty > n} = {T, < n—1}° € %, | C
Fn, et pour j < n—1, {T = j} = {Tx < j}\{T) < j—1} € F C Z,, ainsi que
{X¢ & Bri1} € F C %, pour tout £ < n. Donc {Tj+; > n} € #,. On déduit alors que
{Txi1 < n} = {Tx41 > n}° € %,. Autrement dit, Ty, est un temps d’arrét.

Par un raisonnement par récurrence, on voit que (Tj, k > 0) est une suite de temps
d’arrét. O
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Soit 7" un temps d’arrét. La tribu %1 des événements antérieurs a T', que 'on appellera

également “tribu engendrée par le temps d’arrét 17, est définie par

Fr = {Ac Py Vn, AN{T =n} c .%,}
= {AecZ:Vn, AN{T <n} €%}

Propriété 2.4. Soient S et T des temps d’arrét.
(i) Alors SV T et SAT sont aussi des temps d’arrét, et Fsar = Fs O Fr.
(i) S S < T, alors s C Fr.
(iii) Si (X,,) est un processus a valeurs dans R? et est adapté par rapport a (F,), alors

X1 1ircoo est Fr-mesurable.”

Preuve. (ii) Si A € Fg, alors AN{T <n}=(ANn{S <n})N{T <n} e %,

) Ona{SVT <n}={S<n}n{T <n},et {SAT <n}={S<n}U{T <n}.

D’apres (ii), Fsar C Fs et Fsar C Fr ; donc Fgar C Fs N Fr.

Inversement, soit A € Fg N Fr. Alors pour tout n >0, AN{S <n} e .ZF, et AN{T <
n} € Z,; dou AN{(SAT) < n}=AN{S < n}U{T < n}) = (AN{S < n})U(AN{T < n})
qui est un élément de .%,,, étant réunion de deux éléments de .%,,.

(iii) 11 suffit de remarquer que X1 1ircoey = Y oo o Xy Liz—n) est F.-mesurable, et que
pour tout A C R? borélien et tout entier n > 0, {X7 lir<ooy € A} N{T = n} = {X,, €
A}n{T =n} € Z,. O

3. Inégalité maximale et inégalité de Doob

Soit (2,.7, (%#,),P) un espace de probabilité filtré.

Théoréme 3.1. Si T est un temps d’arrét, et si (X,,) est une sous-martingale, alors (Xgan)

est une sous-martingale.

Preuve. Comme |Xrp,| < |Xo| + | X1 + -+ + | Xn|, Xran est intégrable. 11 est clair que
(X1an) est adapté, car Xrn, est Fra,-mesurable, et cette derniere est une sous-tribu de %,
(Propriété ??7). Enfin, puisque {T' > n + 1} = {T <n}° e %,

E (XTA(n+1) - XT/\n) ’ yni| = E |: (Xn—l—l - Xn) 1{T2n+1} ’ JOZ'”
= 1{T2n+1}]E[(Xn+1 - Xn) | ﬁn] >0,

®Notation : Pour w € {T' < 0o}, Xp(w) := Xy (w).



§3 Inégalité maximale et inégalité de Doob 31

comme prévu. O

Théoréme 3.2. (Théoréme d’arrét). Soient S < T deux temps d’arrét bornés. Soit

(X)) une sous-martingale. Alors

E(Xr|Fs) = Xs, p-s.

Preuve. Soit k un entier tel que P(S < T < k) = 1. Alors |X7| < | Xo| + [X1]| + -+ + | X4]
qui est intégrable. Soit A € F5. On a

E[(Xr — Xs)14] = iE [(Xm ~ X)) 1,40{5:”}].

n=0

Comme AN{S =n} € .%,, et (Xrn,) est une sous-martingale, on a
E|(Xran = Xn) Langsny| = E|(Xran = Xa) Langson | =0,

la derniere identité provient du fait que Xrn, = X,, sur {S = n}. On a donc montré que
E[(Xr — Xg)14] > 0. O

Le théoreme d’arrét est I'un des résultats les plus importants de la théorie des martingales.
On utilisera souvent les conséquences suivantes :

e Conséquence 1 : S < T temps d’arrét bornés, (X,,) sous-martingale = E(X,) <
E(Xs) < E(X7).

e Conséquence 2 : T temps d’arrét borné, (X,,) martingale = E(X7) = E(X)).

Remarque 3.3. (Importante). En pratique, si I'on a une martingale (X,) quelconque
et un temps d’arret T quelconque, on peut appliquer la Conséquence 2 pour voir que pour
tout entier n > 0, E(X7p,) = E(Xp). On fait ensuite n — oo, et tache a justifier le passage
a la limite (ce qui n’est nullement automatique, en général) en essayant d’appliquer Fatou,

convergence monotone ou convergence dominée — tout en se croisant bien les doigts. ([l

Théoréme 3.4. (Inégalité maximale).® Si (X,,) est une sous-martingale, alors pour tout
réel A > 0 et tout entier k > 0,

AB( max [Xa| > A) < E(|Xol) + 2E(|X,),

5Qui porte souvent le nom de I'inégalité maximale de Doob.
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Preuve. Montrons d’abord les inégalités suivantes :

AP(A) < E(X,14), (3.1)
AP(B) < —E(Xo) +E(X; 1), (3.2)

ou A := {maxo<p<r Xn > A} et B := {ming<,<x X, < —A}.

Soit T := (inf{n: 0 <n <k, X,, > A\}) Ak (avec inf @ := 00), qui est un temps d’arrét
borné. D’apres la Conséquence 1 du théoreme d’arrét (Théoreme ?77?), E(Xr) < E(Xg). Or
Xr = Xj sur A°) ce qui implique que E(X71,4) < E(Xj 14).

Sur l'ensemble A, X7 > A, d'ou E(X714) > E(A14) = AP(A). Par conséquent, on a
(77).

La preuve de (??) est similaire. Soit S := (inf{n > 0 : X, < —A}) Ak qui est un
temps d’arrét borné. 1l s’en suit que E(Xg) > E(Xy). D’autre part Xg1lp < —A1p, et
Xg1p = X; 1pe. Done E(Xy) < E(Xs) = E(Xs 1) + E(Xg1p) < ~AP(B) + E(X; 10).

Maintenant que (??) et (??) sont prouvées, on obtient que
/\IP>< max | X,| > )\) < AP(AUB)

- E(X; 14) — E(Xo) + E(X 15)
< E(|Xk]) + E(]Xo|) + E(|X]) -

IA

D’ou l'inégalité maximale. ([l

Exemple 3.5. (Inégalité de Kolmogorov). Soit (X,,) une martingale telle que E(X?) <
oo. Alors pour tout £ > 0 et tout A > 0,
E(X?)

AQ

]P’( max |X,| > )\) <

0<n<k

En effet, on sait que (X?) est une sous-martingale (Exemple ??). D’apres (?7),

IP’( max | X,| > A) S AE(X? L masgen oy x2502)) < A2 E(XD)

0<n<k

d’ou la conclusion désirée. O

Théoréme 3.6. (Inégalité de Doob)’. Si (X,,) est une sous-martingale, et sip > 1 et
q > 1 sont telles que ]% + é =1, alors pour tout k > 0,°

+ < —+
H max X; Hp < q|I X},

“Qui porte également le nom de l'inégalité L? de Doob.
*Notation : [|€]|, := {E(|¢[*)}"/*.
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En particulier, si (X,) est une martingale, alors

Preuve. La seconde assertion est une conséquence immédiate de la premiere : il suffit de

max |X,,|

< .
mas 1% < qllXl,

p

remplacer (X,,) par (| X,|), qui est une sous-martingale si (X,,) est une martingale (Exemple
?7).

Soit (X,,) une sous-martingale. Alors (X,I) en est aussi une (Proposition ??). Soit A > 0.
Par (77?),
AP( max Xt > A) SE[X! e, xion]-

0<n<k

Ecrivons Y := maxo<n<k X, pour simplifier la notation. Alors pour tout M > 0,
E[(Ye A M) — / pNIB[(Yi A M) > A]dA
0
— / PAPTIPY, > AJdA
[0, M]
< / p>\P—1 <)\—1 E[X]:‘ 1{Yk>/\}]> dM.
[0, M] -

L’intégrand étant positif, on peut appliquer le théoreme de Fubini—Tonelli pour voir que

I'intégrale vaut
- E{ / PAEX oy A}
[0,M] -

- Ef /0 o PATEX )

P -1y +
= —EI(V; X
LB (Y A MPTX ]

A Daide de l'inégalité de Holder (notons que ]% = ¢), ceci nous emmene a:

E[(Ye ANM)P] < %{E[(Yk A M)p]}l/q{E[(X;)p]}l/”
Autrement dit,

IYi A Mlp < g [| X -

En faisant M — oo et a ’aide du théoreme de convergence monotone, on obtient 'inégalité
de Doob. 0
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Corollaire 3.7. (Inégalité de Doob). Si (X,,) est une martingale, et si % + % =1, alors

sup | X, |

< g sup || Xyl -
n>0 p n>0

Preuve. Le Théoreme ?? nous dit que pour tout k,

‘ max |X,|

< X ..
[nax S igrg“ nllp

Il suffit de faire k — oo et d’appliquer le théoreme de convergence monotone. 0

Remarque 3.8. Dans l'inégalité de Doob (Théoreme ?7, Corollaire ??), p est strictement
supérieur a 1. Il est possible de I’étendre au cas p = 1, a condition de remplacer, dans la

borne supérieure, la norme L' par la norme de Llog L : si (X,,) est une sous-martingale,

ott log™ () := log(x Vv 1). La preuve de cette inégalité est semblable & celle du Théoréme ?7?
(pour les détails, voir TD). d

max X
0<n<k

(§]
SeTT 11+ X, log™ (X)),

4. Convergences

On présente des résultats de convergence en divers modes (p.s. ; dans L” pour 1 < p < o0 ;
dans L') des martingales.
4.1. Convergence presque siire

Le but de cette partie est de prouver le résultat suivant concernant convergence p.s. des

martingales.

Théoréme 4.1. Si (X,,) est une sous-martingale telle que

supE(X;[) < o0,

n

alors Xoo 1= lim, 00 X, existe p.s., et E(|Xoo|) < 0.

Exercice 4.2. Trouver un exemple de martingale (X,,) pour laquelle la convergence p.s. n’a

pas lieu. 0
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La preuve du théoreme nécessite quelques préparations. Soit (X,,) une sous-martingale.

Soit a < b deux réels. On définit (7,,, n > 0) par récurrence: Ty := 0, et pour k > 1,

Top_1 = mf{m > T _o: X, < CL},
To, = mf{m >To_1: X, > b}

Il est clair que (7},) est une suite croissante de temps d’arrét. Comme Xr,, |, < aet X, > b,
entre les “instants” Thy_1 et Toy, (X,) effectue une montée le long de [a, b].” Soit M, :=

sup{k : Tor < n}, qui est le nombre de montées avant n. Montrons que
(b—a)E(M,) <E[(X, —a)']. (4.1)
Par le théoreme d’arrét (Théoreme 77),

0

IN
&=

XT2k+1/\n - XTZk/\n]

|
&=

(XT2k+1/\n - XTzk/\n) 1{T2k§n}]

I
&=

(XT2k+1/\n - XT2k/\n) ( 1{T2k§n<T2k+1} + 1{T2k+1§n}> ]
(Xn = b) Lmy<nctipyny ] + (@ = 0) P(Toka < n)
(Xn - a’) 1{T2k§n<T2k+1}] + (Cl — b) P(Tgk S 7’1,) .

IN

E

[
[
[
[
E[

On remarque que {7y n < Ty} C {M, = k}, et donc (X, — a) iy <netyp,) <

<
< (Xn —a)T Lga,—ky. " D’autre part, {To, < n} = {M, > k}.

(XTL - a)+ 1{T2k§n<T2k+1}
Donc
(b= a)P(M, > k) < E[(X, — a)* 1nuciy |

En sommant sur k, on obtient (?7).

Preuve du Théoréme ?7?. Puisque (X, —a)™ < X7 + |a|, on a, d’apres (77),

E(X7) + lal _ sup,, B(X) + |al

E(M,) <
(M) < b—a - b—a

Quand n 1 oo, M,, T M qui est le nombre total de montées le long de [a, b] par la suite (X,).

Par convergence monotone,

sy < SO +lo
- b—a ’

9En termes de finance, on achete lorsque X,, < a et on vend si X,, > b ; ainsi, chaque montée nous fournit
un profit > (b — a).
10En fait, la premiere inégalité est une identité car sur {Tor, < n < Thxi1}, on a X, > a.
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et en particulier, M < oo, p.s. Ceci étant vrai pour tout couple de rationnels a < b, on
obtient:
IF’( U {hggg.}an<a<b<hmsuan}) = 0.

a<b, a,beQ n—eo

Par conséquent, limsup,, X,, = liminf X,,, p.s. ; autrement dit, lim,,_, ., X,, existe p.s., et soit
X la limite. Par le lemme de Fatou, E(X]) < liminf, . E(X,") < oo.

D’autre part, puisque (X,,) est une sous-martingale,
E(X,) =E(X,) - E(X,) < E(X,)) — E(Xo) < supE(X,;) — E(Xo),
ce qui, de nouveau a I’aide d’une application du lemme de Fatou, nous confirme que

E(X) <liminfE(X,) <supE(X,}) — E(Xp) < o0.

n—o0 m

Par conséquent, E(|X|) < 0. O

Remarque 4.3. Pour la preuve du Théoreme 7?7 ci-dessous, on observe que 'on a prouvé
que si pour tous réels a < b, le nombre total de montées le long de [a, b] par (X,,) est p.s.

fini, alors la limite de X, existe p.s. U

Remarque 4.4. Une observation sur la condition du Théoreme ?7?: si (X, n > 0) est une
sous-martingale, alors sup,,»oE(X;F) < oo si et seulement si sup,,» E(|X,|) < co."!

En effet, sup, > E(|X,]) < oo implique trivialement sup,»,E(X,/) < oo car E(X;}) <
E(1Xa])-

Inversement, supposons que sup,,s E(X,") < co. Puisque |X,,| = 2X7 — X, et E(X,,) >
E(Xp), on a sup,5o E(|Xy|) < 2sup,5o E(X,)) — E(X)) < oc. O

Un cas spécial (et important) du Théoreme 77 est le corollaire suivant.

Corollaire 4.5. Si (X,,) est une surmartingale positive,"* alors X, := lim, .. X, existe

p.s., et B(X,) < E(X).

Preuve. Comme (—X,,) est une sous-martingale telle que (—X,)* = 0, l'existence p.s. de la

limite X, := lim,,_,,, X, résulte immédiatement du Théoreme ??. Puisque E(X,,) < E(X)),

le lemme de Fatou nous dit que E(X ) < liminf, E(X,) < E(Xj). O
"Dans la littérature, si un processus (X,, n > 0) satisfait sup,,~oE(|X,|) < oo, on dit qu’il est borné
dans L'. Plus généralement, si sup,,>qE(|X,,|P) < 0o, on dit que le processus est borné dans LP.

2Positivité : pour tout n, X,, > 0 p.s.
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Exemple 4.6. (Jeu de pile ou face). Soit Xy := k € N, et soit (§, ¢ > 1) une suite de
variables aléatoires i.i.d. avec P(§ = 1) = 3 = P(§; = —1). On pose

Xn::k—l-i:éi, n>1,
=1

ainsi que %, = {Q, @} et %, = o0(Xy, -+, X)) = 0(&, -+, &). Comme E(&) = 0, on

sait que (X, n > 0) est une martingale (voir ’Exemple ??7). Posons
T :=inf{n >0: X, =0}, inf @ := oo.

Alors T est un temps d’arrét (Exemple ??). Du Théoreme ??, on déduit que (Y, :=
Xran, n > 0) est une martingale positive, a laquelle on peut appliquer le Corollaire 77 :
Y,, converge p.s. vers Y, < 00.

Puisque pour w € {T = o0}, on a |Y,41(w) — Y, (w)| =1, ¥n > 0, ce qui empéche Y, (w)
de converger quand n — oco. Donc T' < oo p.s.

Ainsi, Y, = 0 p.s., et donc E(Yy |.%,) < Y, p.s., qui n’est pas une identité, bien que
(Y., n > 0) soit une martingale. Cet exemple, simple mais utile, montre également que la
convergence dans le Corollaire 7?7 (ou dans le Théoreme ?7 en général) n’a pas nécessairement
lieu dans L' : on a dans cet exemple E(Y,,) = k, Vn, tandis que E(Y,,) = 0. O

4.2. Convergence dans L*

On étudie a présent convergence dans LP, 1 < p < oo, pour les martingales.

Théoreme 4.7. Soit 1 < p < co. Si (X,,) est une martingale telle que
sup E(| X,|P) < oo,

alors il existe une variable aléatoire X telle que X,, — X p.s. et dans LP.

Preuve. On a [E(X;)]P < [E(|X,])]P < E(|X,|P), et donc sup,, E(X,") < oo par hypothese.
Le Théoreme 7?7 nous dit alors que X, := lim,, X,, existe p.s.

Pour avoir la convergence dans L, on remarque que d’apres l'inégalité de Doob (Corol-
laire ?7), sup,, | X,,| € LP. Puisque |X,, — X|? < (2sup,, | X,|)?, le théoreme de convergence

dominée implique que E(|X,, — X |F) = 0, n — oo. O
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4.3. Intégrabilité uniforme

Cette section est consacrée a la notion d’intégrabilité uniforme pour une famille de vari-
ables aléatoires réelles. Cette notion jouera ensuite un role crucial dans I’étude de conver-
gence dans L' pour les martingales.

Soit (X;, ¢ € I) une famille de variables aléatoires réelles, indexée par un ensemble I non
vide, définie sur (92, .#, P).

Définition 4.8. On dit que (X;, i € I) est uniformément intégrable (ou : équi-intégrable)
51

lim SU.E) E[ |XZ| 1{|X¢|>a}] =0.

a—r o0 i€
Exemple 4.9. Soit Y une variable aléatoire réelle intégrable. Alors Y est uniformément
intégrable.

En effet, E[|Y|1{y|>q} ] = 0 (quand a — o0) par convergence dominée. O

Exemple 4.10. Soient (X;, ¢ € I) et (Y;, ¢ € I) des familles de variables aléatoires réelles
telle que |X;| <Y, Vi € I. Si, (Y}, ¢ € I) est uniformément intégrable, alors (X, i € I) l'est
également.

En particulier, si |X;| < Y, Vi € I, ou Y est intégrable. Alors (X;, ¢ € I) est uni-
formément intégrable. Plus généralement, si sup;c; |X;| est mesurable et si E(sup,c; |X;|) <

00, alors (X;, @ € I) est uniformément intégrable. O

Exemple 4.11. Soit (X;, ¢ € I) une famille de variables aléatoires réelles uniformément
intégrable, alors (X", i € I) lest également.
En effet, | X;"| < |X|, Vi € I. O

®(x)

(X, i € I) une famille de variables aléatoires réelles telle que sup,;c; E[®(|X;|)] < co. Alors

= 00. Soit

Exemple 4.12. Soit & : R, — R, une fonction mesurable telle que lim,_,

(X, i € I) est uniformément intégrable.

Il suffit, en effet, de remarquer que E[|X;| 1{x,/>a}] < (SUpP,sq %) E[®(]X;])]- O

Exemple 4.13. Soit 1 < p < co. Soit (X;, ¢ € I) une famille de variables aléatoires réelles
telle que sup;¢; E[ | X;|P] < co. Alors (X;, ¢ € I) est uniformément intégrable.

C’est un cas particulier (avec ®(z) := a?, x € R, ) de I'exemple précédent. U

Théoréme 4.14. Une famille de variables aléatoires réelles (X;, © € I) est uniformément
intégrable si et seulement si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) supe; E[|Xi]] < o0 ;

(ii) Ve >0, 30 > 0 tel que A € F, P(A) <6 = sup,.; E[|X;|14] <e.
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Preuve. “=" On peut choisir a > 0 suffisamment grand tel que sup;c; E[|X;| 1{x,5a}] < 1,
et donc sup;c; E[|X;]] < 14 a < 0.
Pour vérifier la condition (ii), on constate que pour tout € > 0, il existe a = a(e) > 0 tel

que sup;e; E[|X;] 1fx,5a3) < 5. Done si P(A) < =, on a, pour tout i € 1,

E(|Xs|14) = E(Xi| Langxi>ay) + E(Xi] Langx,|<a})

< E(Xi| 1fxi>a)) +aP(A)
C f.f_,
- 2 92 7

D’ou (ii).
“<” Soit € > 0, et soit § = d(e) > 0 qui satisfait (ii). Soit M := sup,.; E[|X;|] < oo.
Lorsque a > %, on a, d’apres I'inégalité de Markov, P(|X;| > a) < % < 4, et donc par (ii),

sup;e; E[|X;| 1f1x,>a} | < €. Par conséquent, (X;, i € I) est uniformément intégrable. O

Exemple 4.15. Si (X;, i € I) et (Y;, @ € I) sont deux familles de variables aléatoires
uniformément intégrables. Alors (X; +Y;, ¢ € I) est aussi uniformément intégrable.
Il suffit d’appliquer le Théoreme ?7. [On peut aussi directement prouver le résultat en

utilisant seulement la définition. O
Théoreme 4.16. Soient X, Xy, Xs, --- des variables aléatoires réelles. Alors

1
XnL—>X <= (X,) uniformément intégrable, et XHLX )

Preuve. “=" 11 suffit de vérifier I'intégrabilité uniforme. Comme E[|X,|] — E[|X]], il est
clair que sup,, E[|X,,|] < co. D’autre part, pour tout € > 0, il existe N = N(g) < oo tel que
E[|X,, — X|] < e pour tout n > N. Soit § > 0 tel que P(A) < § = maxj<;<y E[|X;|14] <€
(ce qui est possible pour un nombre fini de variables aléatoires) et E[|X|14] < e. Alors
sup,,» y E[ | Xy| 14] < E[|X]14] +sup,.y E[| X, — X|] < 2¢ et donc sup,,»; E[| X, 14] < 2¢
pour tout A avec P(A) < 0. D’apres le Théoreme ??, (X,,) est uniformément intégrable.
“<” Comme sup,, E(|X,|) < oo, le lemme de Fatou (version convergence en probabilité)
nous dit que X est intégrable. Pour tout a > 0, soit h, : — R, la fonction continue et a

support compact définie par:

a if x > a,
ho(z) == ¢ if x € [—a, a,

—a ifz< —a.
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Il est clair que |hq(z) — 2| = (|| —a)™ < |2 1{jz>a}, ON &

|Xn - Xl S |Xn - ha(Xn>| + |ha(Xn) - ha(X)| + |X - ha<X)|
< Xl Yxasay T 1 X Lxsay + [ha(Xn) — ha(X)].

Soit € > 0. Comme (X,,) est uniformément intégrable, et X est intégrable, on peut fizer
a > 0 tel que E[|X,|1{x, >0} ] + E[|X]|1{x|5a} | < €, Vn. D’autre part, par convergence
dominée (version convergence en probabilité), on a E[|h(X,) — he(X)|] = 0, n — oco. 1l
existe donc N < oo tel que |E[h,(X,)] —E[hq(X)]| < € pour tout n > N. On a alors prouvé
que pour tout n > N, E(]X,, — X|) < 2e. D’ou convergence dans L. O

Exemple 4.17. (“Théoréme de convergence dominée généralisé”). Si X,, — X en
probabilité, et si (X,,) est uniformément intégrable, alors E(X,,) — E(X), n — oo.

Il suffit de rappeler que convergence dans L! implique convergence des espérances. [
Théoreme 4.18. Si Y est une variable aléatoire réelle intégrable, alors
(E(Y |9);, 9 C.F sous—tm’bu) est uniformément intégrable.
Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que Y > 0, p.s. (sinon, on remplace Y
par |Y]). Soit € > 0. Il existe § > 0 tel que P(A) <6 = E(Y 1,4) <e.

Soit a suffisamment grand tel que E(X) < §. Soit A := {E(Y |¢) > a}. Par l'inégalité
de Markov, P(A) < @ < 0. D’autre part, puisque A € 4, on a

E[E(Y\g) 1A] —E[Y14]<e,
vu que P(A) < §. On a donc prouvé que pour tout € > 0, il existe a tel que Vn,
E[E(Y 1) 1{E(Y|£¢)za}} a2

Par définition, (E(Y |¥); ¢ C .% sous-tribu) est uniformément intégrable. O

4.4. Convergence dans L'

On étudie maintenant convergence dans L' pour les martingales.

Théoreme 4.19. Soit (X,,) une sous-martingale uniformément intégrable. Alors
(i) X,, = X dans L' ;
(i) X, —» X p-s. ;
(iii) Vn, X, < E(Xw | %), D-s.
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Preuve. L’intégrabilité uniforme implique que sup, E(]X,|) < oo. Par le Théoreme ?7?,
X, — X, p.s., qui est intégrable. La convergence dans L', quant & elle, est une conséquence
de converge p.s. et de I'intégrabilité uniforme (et n’a rien a voir avec la propriété de sous-
martingale).

Par la Proposition ??, si m > n et A € %, alors E(X,,14) > E(X,,14). En faisant
m — oo, et vu la convergence dans L', on a E(X,,14) — E(X,14). Donc E(X,1,4) <
E(Xw 14) pour tout A € %,. Autrement dit, X,, < E(X, | %,), p-s. O

Exemple 4.20. (Ruine du joueur). Considérons de nouveau le jeu de pile ou face (voir

I'Exemple 77), avec Xo = k > 1. Soit m > k un entier. On pose cette fois-ci
T:=inf{n>0: X, =00u X, =m}, inf @ = 0. (4.2)

On a vu dans I'Exemple ?? que 7' < oo p.s. La martingale (Y, := Xgpan, n > 0) est
uniformément intégrable car bornée. Le Théoréeme ?? nous dit donc que E(Y,,) = E(Y))
soit
mP(Xr=m)=k.
Il résulte alors que
k m—k

P(Xr=m)=—, B(Xr=0)==". (4.3)

On peut généraliser le calcul pour le jeu de pile ou face biaisé : On suppose que Xy := k

et X, :=k+> &, n>1, oules variables aléatoires &;, i > 1, sont i.i.d. avec

P& =1) =p, P =1)=q:=1~-p,

ou p €]0, 1[\{2} est un parametre fixé. On vérifie assez facilement que Y,, := (]%)Xn est
une martingale. Si T est le temps d’arrét défini par (?7?), le fait que la martingale positive
(Yran, n > 0) converge p.s. entraine que 7' < 00 p.s.

Appliquons le Théoreme ?? a la martingale bornée (Yra,, n > 0) qui est uniformément

intégrable (puisque bornée), on obtient

Ak _ o dyxry — (dym —m o=
(p) E[(p) ] (p) P(Xp =m) +P(Xr =0),
ce qui donne
e -y
PXr=m) =gy PO =0= T

Ce résultat est, informellement, en accord avec ce que 'on a trouvé dans (??) pour le jeu

sans biaisé en faisant p — % O
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D’apres le Théoréme ?7, une martingale qui converge dans L', donc uniformément

intégrable, est fermée. La réciproque est également vraie.

Théoreme 4.21. (Lévy). Soit Y une variable aléatoire réelle intégrable. Alors

E(Y | #,) = E(Y | Zx). p.s. et dans L'.

Preuve. Soit X,, := E(Y | .%,), qui est une martingale fermée (voir I'Exemple ??7). D’apres
le Théoreme 7?7, (X,,) est uniformément intégrable. Donc, par le Théoreme 77, X,, — X
p.s. et dans L', et X,, = E(X, | #,) p.s. Par conséquent,

E(Xo14)=E(Y 1), VA€EZ.

Soient A :={A € Fo: E(Xoc1a) =E(Y 14)} et € := U2 | Z,. On voit que ¢ C A,
et que ¥ est de toute évidence stable par intersections finies. Vérifions que .# est une
classe monotone : (i) Q € .# est évident vu l'identité précédente ; (ii) si A, B € .4 avec
A C B, on voit immédiatement que E(X. 1p4) = E(Y 1p.4) en faisant la soustraction
entre deux équations, et donc (B\A) € . ; (iii) enfin, si A, T et si A, € #, Vn, alors
E(Xwla,) — E(X 14) avec A := U2 A, (convergence dominée), et E(Y 1,4,) — E(Y 1,4),
et donc E(Xo 14) = E(Y 14) ; autrement dit, A € ..

Par classe monotone, # O 0(€) = Fo. Donc E(X« 14) = E(Y 14) pour tout A € Z.
Comme X, est .Z-mesurable, on obtient X, = E(Y | %). O

Exemple 4.22. Soit (.%,,),>0 une filtration, et soit A € .#,. Alors
P(A|.Z,) — 14, p.s. et dans L'

11 suffit d’appliquer le théoreme de Lévy (Théoreme ?7) a la variable aléatoire intégrable
Y =1 A- O

On regroupe certains résultats obtenus dans cette section sous la forme d’un joli petit

corollaire :

Corollaire 4.23. Soit (X,,, n > 0) une martingale. Alors les assertions suivantes sont
équivalentes :

(i) X,, = X dans L' ;

(i) (X,, n > 0) une martingale fermée ;

(iii) (X,, n > 0) est uniformément intégrable.
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Preuve. “(i) = (iii)” Voir le Théoreme ?7.
“(iii) = (ii)” Voir le Théoreme ?7?.

“(ii) = (i)” Voir le Théoreme ?7. 0

5. Exemple : Processus de branchement

Soit 1 une mesure de probabilité sur N telle que®®

On exclut les cas triviaux ou p est la mesure de Dirac en 1 ou la mesure de Dirac en 0.
Soit (&,.i, m > 0,7 > 1) une famille de variables aléatoires i.i.d. de loi g. On fixe un
entier £ > 1, et 'on définit par récurrence une suite (X,, n > 0) de variables aléatoires a

valeurs dans N en posant X, :=k et
Xn
Xn+1 ::Zgn,ia nZO,
i=1

avec la convention Y5, := 0.

La quantité X, s’interprete comme le nombre d’individus dans une population a la
génération n, sachant que le nombre d’enfants de chaque individu suit la loi pu (que 'on
appelle loi de reproduction), en supposant que les nombres d’enfants des différents individus
sont des variables aléatoires indépendantes.

Posons %, := {@, Q} et pour n > 1,

Fn =08, 0<l<n,i>1).

On voit aisément que le processus (X,,) est adapté par rapport a la filtration (%,, n > 0).

Pour tout n > 0, comme X, 1 = > & ; 1{i<x,}, on a, d’apres 'Exemple ?? du Chapitre
27

o

i=1

=1

= Z Liicx,) E(n i) = m X, p.S.,
=1

130mn écrit p(i) a la place de p({i}).
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ou l'on a utilisé les faits que X,, est .#,-mesurable, et que &, ; est indépendante de %, avec

E(&,, ;) = m.'* Par conséquent,

Xn+1
E(m”“

eﬁzn) = —, p.s.

Ceci montre d’abord que X, est intégrable, et ensuite que (%, n > 0) est une martingale

positive. [Une récurrence immédiate montre que E(X,) = km™ pour tout n > 0.] D’apres
le Théoreme ?7? (ou le Corollaire 77), 7)7(7:5 converge p.s. vers une limite finie.

On distingue trois situations possibles :

e m < 1 (cas sous-critique). Puisque X, est a valeurs entieres, la convergence de % vers
une quantité finie n’est possible que si X,, = 0 pour tout n suffisamment grand (extinction
presque sture de la population).

e m = 1 (cas critique). Dans ce cas, (X,) est une martingale positive, et on aura la

méme conclusion (extinction presque stre) une fois que 'on saura prouver que
PEN>1,j>1: X,=7,Yn>N)=0. (5.1)

Pour voir pourquoi 'identité (??) est vraie, on constate que

PAN >1,j>1: X, =5,Vn>N) <Y Y P(X,=jVn>N).
N=

1 j=1
Pour tous N > 1,5>1et k> 1,
P(X, =j,Vn>N)

P(X, =j, VN <n<N+k)
= P(Xni=j|Xo=4IN<n<N+k—1)xP(X,=j,VN<n<N+k—1).

IN

Comme Xy = ZZX:]{*’“” Enik-1.s €t (ntr—1.4, @ > 1) est indépendante de (X,,, N <n <
N+k—1),omaPXyp=7|Xp =4, VIN<n<N+k-1)=P> ) &i=j)=p<l1
(car p # 61). Donc

PX,=7,YN<n<N+k)=pxP(X,=j,VN<n<N+k-1).
En itérant I’argument, on trouve :

P(X,=j, YN <n<N+k) =p"xP(Xy=3)<p".

1En fait, on vient de refaire le méme calcul que celui dans ’Exemple ?? du Chapitre ??.
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Ainsi, P(X,, = j, Vn > N) < p*. Comme p < 1 et k peut étre arbitrairement grand, on a
P(X,=7Yn>N)=0:dou (?7?).

e m > 1 (cas surcritique). On a, lorsque n — oo,

Xy
— = Z, p-s., (5.2)

mTL

et sur 'ensemble {Z > 0}, on voit que X,, est de l'ordre de m" quand n est grand. On
voudrait alors vérifier que P(Z > 0) > 0. Remarquons que si la convergence (?7) a lieu dans
L' on a P(Z > 0) > 0 car dans ce cas, E(Z) = lim,_,o E(22) = k.

On suppose que la loi de reproduction p satisfait

[e.9]

Z i% (i) < 0o.

i=1
En écrivant X2, =5 o0, Z;; &n,i€n,j Lii<x,y 1{j<x,}, on obtient, grace a ’'Exemple ?? du
Chapitre 77,

E(X2 | Fa) = DD Lucx Lgexy B i &g | -70)

i=1 j=1
o0 oo

= Z Z Liicx,y Li<xo) E(n i n) s p.s.
i=1 j=1
Pour tout couple i, j > 1, E(&, &, ;) vaut m? si i # j (avec m = Y oo ip(i) €]1, oof
comme avant), et vaut m? + o2 si i = j, ot 0 := > i*u(i) — m? représente la variance de
6071. Donc
E(X2, | Fn) = m* X2+ 0°X,,, p.s.

En posant a,, := m~?"E(X?), on trouve

ko?
mn+2 :

Apy1 = Qp +

Puisque m > 1, la suite (a,) est convergeante, a fortiori bornée : sup,-oE[(£2)%] < oco.
D’apres le Théoreme 77, % — Z p.s. et dans L2. Ceci entraine que P(Z > 0) > 0.

[Dans la littérature, un théoreme célebre de Kesten-Stigum dit que la convergence (?7)
a lieu dans L' si et seulement si Y ;= i pu(i)logi < oo, et qu’alors Z > 0 p.s. sur Uensemble
{liminf,_,., X,, > 0} de non-extinction. Pour ce dernier point ainsi que d’autres propriétés

intéressantes, voir les discussions en TD a la fin du semestre.]
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6. Théoréeme d’arrét

On a vu en Section 7?7 que si (X,,) est une sous-martingale, et si S < T sont deux temps
d’arrét bornés, alors E(Xr|.%s) > Xg, p.s. Dans cette section, on étudie le cas ou S et T

ne sont pas bornés.

Théoréme 6.1. Soit (X,) une sous-martingale uniformément intégrable. Alors pour tout

temps d’arrét T, (Xrpn) est une sous-martingale uniformément intégrable.

Preuve. On a déja vu dans le Théoreme ??7 que (X7a,) est une sous-martingale (sans
I'hypothese d’intégrabilité uniforme). Il reste donc de prouver qu’elle est uniformément
intégrable.

Comme (X;7) est une sous-martingale (Exemple ??), la Conséquence 1 du Théoreme ?7

nous dit que E(X7, ) <E(X,). Et puisque (X,/) est uniformément intégrable, on obtient
supE(XS, ) <supE(X;) < occ.
Le Théoreme ?? nous dit alors que X, — X7, p.s. et que E(|Xr|) < co. Pour a > 0,

E[ |XT/\7L| 1{‘XT/\n‘2a}} = E[ |XT| 1{\XT|Za}ﬁ{T§n}] + E[ ’Xn‘ 1{|Xn|2a}ﬂ{T>n}]
E[ X7 1gxpzar | + B[ Xn| 1ix,2a) ] -

IN

Comme (X,,) est uniformément intégrable, I'inégalité ci-dessus implique que (Xrx,) est aussi

uniformément intégrable. U

Exemple 6.2. Soit (X,,) une sous-martingale uniformément intégrable. Si T est un temps
d’arréet, alors

E(Xo) < E(Xr) <E(X),

oll X est la limite p.s. et dans L' de X,, quand n — oo.
En effet, par la Conséquence 1 du Théoreme 7?7, E(X,) < E(Xrp,) < E(X,). On fait
n — oo. Par les Théoremes ?? et ??, X,, — X dans L' et Xpr, — X dans L. Dot la

conclusion cherchée. O

Théoréme 6.3. (Théoreme d’arrét). Soit (X,,) une sous-martingale uniformément inté-

grable. Alors pour tous temps d’arrét S < T, on a

E(Xr| Zs) > X, p-s.
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Preuve. D’apres le Théoreme 77 et I'Exemple 77, E(Xg) < E(X7).
Soit A € Fg, et soit

qui est un temps d’arrét, tel que R < T. D’apres ce que 'on vient de démontrer, E(Xg) <
E(Xr). Puisque R = T sur A°, on a E(Xg14) = E(Xg1ls) < E(X71,4). Ceci étant vrai
pour tout A € Fg, on obtient E(Xr|.Z%s) > Xg, p.s. O

7. Martingales de carré intégrable

On se met dans un espace de probabilité filtré (2, .7, (%,), P).
Un processus aléatoire (Y,, n > 1) est dit prévisible si pour tout n > 1, Y, est %, ;-

mesurable.

Théoréme 7.1. (Décomposition de Doob). Toute sous-martingale (X,) peut s’écrire
comme X, = M, + A,, ot (M,) est une martingale, et (A,) est prévisible telle que Ay = 0.

Cette décomposition est unique. De plus, le processus (A,) est croissant.'®

Preuve. (Unicité). Si (M, A) vérifie les conditions du théoreme, alors
E[Xn | <%tn—l] = E[Mn | gn—l] + E[An | 40/\71—1] = Mn—l + An = Xn—l - An—l + An .

Donc on a nécessairement A, — A, = E[X,, | %#,_1] — X,,_1. La condition Ay = 0 implique
que le choix de (A,) (dont aussi celui de (M,,)) est unique.

(Existence) Soit le processus (A,) tel que A, — A,_1 = E[X,,| Z#,_1] — X,_1, et que
Ay = 0. Comme (X,) est une sous-martingale, on a A, — A,_1 > 0, et (A4,) est donc
croissant. De plus, A, = > {E[X;| % _1] — X;_1} est .%,_1-mesurable.

Pour montrer que (M, := X, — A,,) est une martingale, on constate que M,, est intégrable

et adapté, tel que
E[Mn | tganfl] = E[Xn - An ‘ ynfl] = E[Xn ’ ngnfl] - An = anl - Anfl = Mnfl .

Donc (M,,) est un emartingale. O

15Crest-a-dire que pour tout n > 0, A4,, < A, 41 p.s.



48 Chapitre 2. Martingales a temps discret

Exemple 7.2. Une martingale (X,,) est dite de carré intégrable si E(X?) < oo pour tout
n. Dans ce cas, (X?) est une sous-martingale (Exemple ??). Soit X? = M, + A, sa

décomposition de Doob. La preuve du Théoreme 7?7 nous dit que

n

A=) {]E[Xf | Fia] — X§_1} =Y E[(X; — Xi1)* | Fiza ).

=1 =

Dans la littérature, (A,) est appelé processus croissant associé a la martingale (X,,). O

8. Deux exemples

On étudie deux familles de martingales un peu particulieres. Dans la premiere, les ac-
croissements des martingales sont bornées. On montre alors une dichotomie pour le com-
portement asymptotique. Comme application, on établit le lemme de Borel-Cantelli de Paul
Lévy. La seconde famille consiste des martingales de type multiplicatif, pour lesquelles on

montre la dichotomie de Kakutani.

8.1. Martingales a accroissements bornés

On considere dans ce paragraphe les martingales dont les accroissements sont bornés. On
montre une dichotomie pour une telle martingale : p.s., soit elle converge vers une limite

finie, soit elle oscille entre oo et —oo.

Théoréme 8.1. Soit (X, n > 0) une martingale. On suppose qu’il existe une constante

C > 0 telle que sup,,>q [ Xni1 — Xn| < C. Posons

Ewy = {weQ: lim X, (w) existe (et est finie)}, (8.1)
n—oo
Eose = {w € Q: limsup X, (w) = oo, liminf X,,(w) = —o0}. (8.2)
n—00 n—00

Alors P(Eevg U Eose) = 1.

Preuve. On peut supposer, sans perte de généralité, que Xy = 0, car sinon on considerera la
martingale (X, — Xy, n > 0).

Soit £ > 1 un entier. Définissons le temps d’arrét

T, :=inf{n >0: X, < —k}, inf @ := oo.
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On sait, d’apres le Théoreme 77, que (X,az,, n > 0) est une martingale a valeurs dans
[—k — C, 0o[.!% Donc (X,a7;, +k+C, n > 0) est une martingale positive, qui converge donc
p.s., d’apres le Corollaire 7?7, vers une limite finie. Ceci implique que p.s. sur {1 = oo},
lim,,_, X,, existe et est finie.

On a donc prouvé que p.s. sur Ug>1{7} = oo}, lim, o, X,, existe et est finie. Observons
que l'ensemble Uy>1{T} = oo} coincide avec {liminf, ., X, > —occ}.

En considérant la martingale (—X,) a la place de (X,,), on déduit également que p.s. sur
{limsup,,_, . X, < oo}, lim,,_, X,, existe et est finie. Par conséquent,

p.s. sur {limsup X,, < oo} U {liminf X, > —oo}, lim X,, existe et est finie,
n—o0

n—oo n—oo

ce qui donne le résultat cherché. 0

On utilise maintenant le Théoreme ?? pour prouver la version Paul Lévy du lemme de
Borel-Cantelli. Rappelons que si (A,, n > 1) est une suite d’événements, limsup,,_, . A, est
défini comme I’événement N, UX , A, , qui représente ’ensemble des w € €2 qui appartien-

nent & une infinité de A,. Autrement dit, limsup,_,. A, = {w € Q: > 14, (w) = co}.

Théoréme 8.2. (Lemme de Borel-Cantelli de Lévy). Soit (.%#,),>0 une filtration. Soit
(A, n > 1) une suite telle que pour tout n > 1, A, € %,. Alors

limsup 4, = {w €0 Z]P’(An | 1) (W) = oo}, p.s.t’
n=1

n—oo

Preuve. Posons Xy := 0 et pour n > 1,

X, = Xn: {1,41. — (A | %_1)] .

i=1
Pour tout n, X, est intégrable (car bornée) et .%,-mesurable, avec E(X, 11 — X, |.%,) =
P(Ani1| Zn)—P(Ani1 | #n) = 0. Donc (X,,, n > 0) est une martingale, avec | X, 11 —X,| <1
pour tout n > 0.

Soient Egyy et Eos comme dans (?7) et (?7), respectivement. Par définition, sur Eeyg,
les ensembles lim sup,,_,. A, et {d> 7 P(A, | #,_1) = oo} sont identiques, tandis que sur
Eosc,onay .~ 1y =ooety > P(A,|F1)=o0.

Comme Egyz U Eose = 2 p.s. (Théoreme ?77?), on obtient la conclusion désirée. ]

1611 est possible que X, o7, descende en-dessous de —k lorsque Ty < n ; hypothése de bornitude des
accroissements nous permet cependant de dire que X, a7 > —k — C, ¥Yn > 0.

170n dit que deux événements A et B sont p.s. identiques si 14 = 1 p.s., ce qui équivaut & dire que
P[(A\B) U (B\A)] = 0.
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8.2. Martingales de type multiplicatif

Soient &y, &1, - -+ des variables aléatoires positives et indépendantes, telles que E(;) = 1,

Vi > 0. On pose, pour n > 0,
Xn = Hgla
i=0

et #, :=0(&,0<i<n). On avu, dans I'Exemple 7?7, que (X,,, n > 0) est une martingale.
On étudie maintenant des questions de convergence pour cette martingale.
La martingale (X,,, n > 0) étant positive, il résulte du Théoreme ?? que X, — X, p.s.
Posons a,, := E( 1/2) n > 0. Par I'inégalité de Jensen, a,, < [E(£,)]"/? = 1. D’autre part,
comme E(¢,) = 1, on a P(§, > 0) > 0 (et &, > 0 p.s.) et donc a,, > 0. Ainsi, 0 < a, < 1,
Vn > 0. On peut définir

1/2 X1/2

1_[f n>0.

'L Oa'L

Il s’agit de nouveau d’une martingale de type multiplicatif. En particulier, Y,, — Y, p.s.
Par définition, E(Y;?) = E(]]", El) = [T a2 < o0, Vn > 0.

Supposons d’abord que []7 a, > 0. Dans ce cas, on a sup,5oE(Y,?) < [[];2, ai] ™ < oo.
D’apres l'inégalité de Doob (Théoreme ?7), on trouve E(sup,>, Y,?) < 4sup, o E(Y;?) < oo

n

Comme
n

=0
(en rappelant que a; < 1, Vi), on obtient E(sup,,> | X»|) < co. En particulier, la martingale
(Xn, n > 0) est uniformément intégrable (voir 'Exemple ?7). D’apres le Théoreme 77,
X, — X p-s. et dans L' et E(X) = E(X,) = 1.
. . 1/2

Supposons ensuite que [[>~,a, = 0. On savait que % =Y, converge p.s. vers une
limite finie, et que X,, = Xo p.s. L’hypothese [~ a, = 0 conduit alors & : X = 0 p.s.
Autrement dit, la martingale (X,,, n > 0) n’est pas uniformément intégrable.

Enfin, on observe que [[°2,a, > 0 si et seulement si ) (1 —a,) < co.

Résumons toutes ces discussions dans le résultat suivant :

Théoréme 8.3. (Kakutani). Les quatre assertions sont équivalentes :
(1) 22,(1 —an) < oo ;
(i) B(Xoo) =1 ;
(iil) X, = X dans L

(

iv) (X, n > 0) est umformement intégrable.
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9. Martingales indexées par les entiers négatifs”

*Le matériel de cette section ne fait pas partie du programme de ’'examen.
Soit (%, n < 0) une suite de sous-tribus de .# telle que .%,, C %, .1, et soit (X, n <0)
tel que Vn, X, soit .%,-mesurable et intégrable. On suppose que (X,, n < 0) est une

sous-martingale au sens ot E(X,, 1 |.%,) > X,,, Vn = -1, -2, ... 18

Théoréme 9.1. Soit (X,,, n < 0) une sous-martingale telle que inf,<oE(X,,) > —oco. Alors
X, = X_ o ps. et dans L' (quand n — —o0). De plus, X o < E(Xo|Z_) ps., ot
F o = Nn<o Fn-

Preuve. Soient a et b des réels, et soit M, le nombre de montées le long de [a, b] par X,

, X 1, Xo. Par (?7), on a E(M,,) < W. En faisant n — —oo, et par convergence
monotone, M, — M_, et E(M_) < w, donc a fortiori M_,, < oo, p.s. D’apres
la Remarque 77, X_, := lim,_,_, X, existe p.s. On constate que la convergence p.s. est
automatique, sans ’hypotheése que inf,, <o E(X,,) > —oo.

Montrons maintenant convergence dans L'. Il suffit de vérifier I'intégrabilité uniforme.
Puisque (E[X | #,], n <0) est uniformément intégrable (Théoreme ?7?), il suffit de vérifier
que la sous-martingale (X,, — E[X, | #,], n < 0) est uniformément intégrable. On peut donc
supposer sans perte de généralité que X,, < 0.

Quand n — —oo, E(X,) — A = inf,,cE(X,,) €] — 00,0]. Soit ¢ > 0. Il existe N tel
que E(X_n) — A < ¢, et a fortiori E(X_y) — E(X,) <¢, ¥n < 0. Soit a > 0. On a, pour
n<-—N,

E[|Xul 1(x,5a] = —E[Xnlix,< a)]

-E(X,) + E[ X, 1ix,>- a}]
—E(X,) +E[X_n 1ix,>— a}]
—E(X,) +E(X_n) —E[X y1{x,< )]

< e+ E[X N 1yx,5a ]-

IN

Par linégalité de Markov, P(|X,| > a) < ==& < =4 — 4 On peut donc choisir a

a - a a

suffissamment grand tel que E[|X_n|1fx,|>q} ] < €. Alors

sup E[|X,] 1ix,|>q ] < 2e.

n<—N

18Les martingales indexées par les entiers négatifs sont parfois appelées “martingales rétrogrades” ou
“martingales inverses”.
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D’autre part, il est clair que I'on peut choisir a grand tel que E[|X,|1{x,>q}| < € pour
n=20, —1,---, —=N. Par conséquent, X,, est uniformément intégrable.

Vérifions maintenant que X_o, < E(Xpy|.Z_). Puisque X, < E(X(|.%,), on a, pour
tout A € .7_, (A est donc un élément de .%,,),

E[X, 14] < E[X(14].

Comme X,, — X _, dans L', en faisant n — —oo, on obtient : E[X_, 14] < E[X14].
Puisque X_ ., est %,-mesurable (pour tout n) donc (%_, )-mesurable, ceci implique que

X o E(Xy | F ), ps. 0

Le résultat suivant est 'analogue du Théoreme 7?7 pour les tribus indexées par N_.

Théoreme 9.2. (Lévy). Soit Y une variable aléatoire intégrable. Alors quand n — —oo,

EY | Z,) — EY |.7_»), p.s. et dans L".

Preuve. Soit X, ;== E(Y | .%,), qui est une martingale indexée par N_. D’apres le Théoreme
7?7, X,, = X_o p.s. et dans L', ol

Xooo =E[Xo| F_oo] =E[E(Y | F) | F_o] =E[Y [ F_],  ps.

C’est ce qu’il fallait démontrer. 0

Exemple 9.3. (Application a la loi des grands nombres forte). Soit (§;, ¢ > 1) une

suite de variables aléatoires réelles i.i.d. intégrables. On pose Sy := 0 et pour n > 1,

i=1

On a vu, dans 'Exemple ?? du Chapitre ??, que pour tout n > 1, E(& | S,) = Sn—” p.s.
Comme (S, &1) est indépendante de o(&;, ¢ > n), on a, d’apres 'Exemple ?? du Chapitre
2?7, E(& | S, &, i >n) = % p.s.

Pour tout entier n < —1, soit .%,, := o(S_,, &, i > —n). Alors .%,, C %11, Vn < —2.
Le Théoreme ?? nous dit que E(& | Sy, &, ¢ > n) converge p.s. et dans L' lorsque n — oo,
¢’est-a~dire que %” converge p.s. et dans L' lorsque n — oo, dont la limite est une constante
d’apres la loi 0-1 de Kolmogorov. Comme convergence dans L' implique convergence des
espérances, la limite constante en question vaut lim,, ., E( S;L—"), qui n’est autre que E(&;).

Conclusion : 5" & — E(&) p.s. et dans L', O



Chapitre 3

Chaines de Markov

Dans ce chapitre, on étudie les chaines de Markov homogenes a valeurs dans un espace
d’état dénombrable.

1. Définition et propriétés élémentaires

Soit F un espace dénombrable' non vide, muni de la tribu £(E) de toutes les parties de
E (y compris @ et F).

Définition 1.1. Une fonction QQ : E x E — R, que ['on écrira souvent sous la forme
Q = (p(x,y), =,y € E), est une matrice de transition ( = noyau de transition =
probabilité de transition) si

(1) 0<p(x,y) <1, Vo, y € E;

(i) > _yepp(r, y) =1, Vo € E.

Pour tout couple de matrices de transitions () et @ sur F, on définit la nouvelle matrice

de transition Q@ par
(QQ)(w, y) =Y plx, 2) Q2 y).

zelE

Soit I la matrice de transition identité, définie par I(z, y) = 1si z =y et I(x, y) = 0 sinon.
On pose Q° := I, Q' := Q, et par récurrence, Q" = Q" Q.

Définition 1.2. Soit QQ une matrice de transition sur E. Soit (X,, n > 0) une suite de

variables aléatoires a valeurs dans E. On dit que (X,, n > 0) est une chaine de Markov

LC’est-a-dire soit fini, soit infini dénombrable.

93
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avec matrice de transition ) si, pour tout entier n > 0 et tout y € F,
P(X,1=yl|Xo, X1, -+, Xpn) =Xy, v), p.s.?
En d’autres mots,’
P(X,1=y|Xo=x9, X1 =21, -+, X = x,) = p(xp, v),

pour tous o, Ty, -+, Ty, Yy € E tels que P(Xg = xg, X1 =21, -+, X\, = x,) > 0.

Remarque 1.3. (i) En général, P(X,, 1 = y| Xo, X1, -+, X)) est une fonction mesurable
de Xy, X1, -+, X, et non seulement de X,,. Le fait qu’elle ne dépend que de X,, porte le
nom de propriété de Markov : pour prédire le “futur” X, 1, la connaissance des “passé
et présent” (Xo, X1, -+, X,,) ne donne pas plus d’information que celle du “présent” X,,.
On verra d’autres formulations de la propriété de Markov, avec la méme idée intuitive.

(ii) La probabilité conditionnelle P(X,, 11 = y| Xo, X1, - -+, X,,) ne dépend pas de n : on
dit que la chaine de Markov est homogene. On peut également s’intéresser aux chaines de

Markov inhomogenes, dont la transition de n a n + 1 dépend de n. O

Proposition 1.4. Un processus aléatoire (X, n > 0) a valeurs dans E est une chaine de
Markov avec matrice de transition ) si et seulement si pour tout entier n > 0 et tous xg,

Ty, v, Ty € B,

P(Xo =m0, Xy =21, -+, X, = 1)
= P(Xo = z0) p(xo, 1) p(z1, T2) -+ P(Tn-1, Tn). (1.1)

En particulier, si P(Xy = o) > 0, alors

P(X, =z, | Xo = x9) = [Q"](x0, ).

Preuve. “=" Immédiate, vu la relation de récurrence :

P(Xo =20, X1 =11, -+, Xy = Ty, Xpj1 = Tny1)
= P(XO = Xg, " 7Xn = $n>]P)(Xn+1 = Tnp+1 ’XO = To, * - 7Xn = .Z'n)

2Ainsi, ]P(Xn—i-l =Y | Xn) = p(Xn7 y)a p.s.

3Si Y est une variable aléatoire réelle intégrable, et Z une variable aléatoire & valeurs dans un espace
dénombrable E, alors dire que E(Y | Z) = h(Z) p.s. équivaut & dire que E(Y | Z = z) = h(z) pour tout z € E
tel que P(Z = z) > 0. Voir la Remarque ?? du Chapitre ?7?.
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“<” On a, pour y € F,

P(X,1=y|Xo=a0, X1 =21, -, Xp =,)
P(Xo=x9, Xi =21, -, Xpy =2, Xps1 =)
P(Xo =0, X1 =21, -+, X\, = )
P(Xo = o) p(wo, 21) p(w1, T2) - -+ p(Tn-1, Tn) P(Tn, Y)
P(Xo = x0) p(wo, z1) p(21, T2) -+ P(Tn1, Tp)
= p(xna y)7

(par hypothese)

ce qui donne la propriété de Markov cherchée.

La derniere assertion est claire, car

Q"](xo, ) = Z p(zo, 1) p(x1, T2) -+ P(Tp_1, Tp) (définition de Q™)
T1,T2,,Tn—1€EL
P(Xo = 2o, X1 = T, * - ,Xn :ZEn)
= > B0 = 7o) (par (77)
T1,T2,,Tpn—1€EL
o ]P)(XO = Xy, Xn = l’n)
P(XO = .I())

= ]P)(XO = 29 | Xn = xn),

comme promis. ]

Remarque 1.5. La formule (??) montre que pour une chaine de Markov (X, n > 0), la
loi de (Xo, Xy, -+, X,,) est déterminée par la loi initiale (i.e., la loi de Xj) et la matrice de
transition Q). O

Proposition 1.6. Soit (X,, n > 0) une chaine de Markov de matrice de transition Q.

Soitent n > 0 et m > 1 des entiers. Pour tous yy, -+, Yym € F,
P(Xn-i-l =Y, Xn—i-m = ym|X07 ) Xn) :p<Xn7 yl)p(yb y2) T p(ym—la ym)7
et donc

P(Xn-l—m = Um | Xn) = [Qm] (Xn7 ym)
Si Uon écrit Y; := Xpyi, alors (Yi, i > 0) est une chaine de Markov de matrice de transition
Q.

Preuve. D’apres (77), on a

P(Xn+1 =Y, - Xn—&-m:ym‘XO:xm Tty Xn:xn)
= p(zn, 11) (WY1, Y2) - D(Ym—15 Ym),
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ce qui donne la premiere identité. Le résultat cherché pour P(X,, 1 = ym | X»n) s’obtient en
sommant sur tous les choix possibles de vy, -+, y,,—1. Enfin, pour vérifier que (Y;, i > 0)

est une chaine de Markov de matrice de transition (), on observe que

P(}/O = Yo, }/1 =Y, ", Ym - yTYL) = P(Xn = yO)P(y(b yl) o 'p(ym—h ym)7

et conclut a I’aide de la caractérisation des chaines de Markov obtenue en Proposition ?77.[]

2. Exemples de chaines de Markov
On se donne quelques exemples de chaines de Markov.

Exemple 2.1. (Variables aléatoires indépendantes). Soient Xy, X, Xy, --- des vari-
ables aléatoires indépendantes a valeurs dans FE, ayant la méme loi u. On vérifie assez

facilement que (X,, n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transition

p(z, y) = pn({y}), Ve,yek.

[On écrira tres souvent p(y) au lieu de u({y}).] Ce n’est évidemment pas ’exemple de chaine

de Markov le plus intéressant ! O

Exemple 2.2. (Marches aléatoires sur Z?). Soit E := Z%, et soient X, &1, &, --+ des
variables aléatoires indépendantes & valeurs dans Z<, telles que &,, pour tout n > 1, ait la

loi . Posons
Xn::XO+Z£i7 n > 1.
i=1
Alors (X,,, n > 0) est une chaine de Markov de matrice de transition
plz,y) = ply—z), Vo, yeR’
En effet, puisque &, est indépendante de (Xo, X1, --- X,,), on a

IEDXnJrl:y‘XO:ZL'O’Xl:xl,"',Xn:l'n)

I
=

fn+1:y—$n|X0:I0,X1:SC1>"'7Xn:33n)

|
=

(

(

(gn—l-l =Y—- xn)
= p(y — zn),
comme prévu.

1
247
pour 1 < i < d, la chaine de Markov est appelée marche aléatoire simple sur Z¢. 0]

Cas spécial. Soient e;, - - -, eq des vecteurs unité de R%. Dans le cas pu(e;) = pu(—e;) =
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Exemple 2.3. (Marche aléatoire simple sur un graphe). Soit A une famille de parties

de E a deux éléments. Pour tout z € E, on définit

A, ={ye E: {z, y} € A}.

On suppose que 0 < #A, < oo pour tout z € E.

On définit maintenant une matrice de transition () sur E par

0 sinon.

Mmyy:{ﬁi si {z,y} €A

Une chaine de Markov de matrice de transition () est appelée une marche aléatoire

simple sur le graphe (E, A). O

Exemple 2.4. (Processus de branchement). Dans cet exemple, E =N:={0,1, 2, ---}
est I’ensemble des nombres naturels. Soit 1 une mesure de probabilité sur N. On définit
par récurrence une suite de variables aléatoires (X,,, n > 0) a valeurs dans N de la fagon
suivante :
Xpg1 = ng;, n €N, (notation : Z?:l :=0)
i=1

ou &, i, n > 0,7 > 1, sont des variables aléatoires i.i.d. ayant la méme loi p, et qui sont
indépendantes de Xy. Alors (X,,, n > 0) est une chaine de Markov sur N de matrice de

transition
p(z, y) == ™ (y), Vz,y €N,

ol ;** désigne’ la convolution d’ordre x de u, ou en langage probabiliste, la loi de la somme
de x variables aléatoires i.i.d. de loi p.
En effet, (§,,:, ¢ > 1) étant indépendante de o(Xo, X1, ---, X,,), on a

P n+1—y|X0—x07X1—I17"'7Xn:xn)

(
- P(Z{n,—y‘Xo—xo,Xl—xl,---,Xn:xn)

Z@” ).

qui n’est autre que p*"(y) . O

= P

Pour z = 0, p*° est la mesure de Dirac au point 0.
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Exemple 2.5. (Chaine d’Ehrenfest). Dans cet exemple, F := {0, 1, --- 7}, our > 1
est une entier fixé, et
= osij=i+1
pli,j)=4*% sij=i—1
0 sinon.
En mots, il y a au total  boules dans deux urnes ; on tire une boule par hasard parmi les

r, et remet la boule dans I’autre urne. [l

3. Chaine de Markov canonique

On démarre cette section avec un résultat sur 'existence des chaines de Markov avec une

matrice de transition donnée.

Proposition 3.1. Soit Q) une matrice de transition sur E. Il existe un espace de probabilité
(ﬁ, ZF, fb), sur lequel on peut définir, pour tout x € E, un processus (X*, n > 0) qui est une

chaine de Markov de matrice de transition @), issue de X§ = x.

Preuve. Soit © := [0, 1], muni de la tribu borélienne et de (la restriction sur [0, 1] de) la

mesure de Lebesgue. Pour tout w € Q= [0, 1], on écrit le développement dyadique (propre)

W= Z ggfi), en(w) € {0, 1}.

On vérifie assez facilement que (g, n > 0) est une suite i.i.d. de variables aléatoires telle
que P(e, = 0) = 5= P(e, = 1).
Soit ¢ : N x N — N une injection. Alors (7;; := €43, 5), %, j € N) est de nouveau une

famille i.i.d. de variables aléatoires. Posons

Il est clair® que U;, i > 0, sont des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1.
On écrit E = {y, k > 1}. Fixons z € E. On définit XJ := = et

k—1 k
XPi=y,  si Y pla,y) UL <Y plx, y)),
j=1 J=1

5Pour voir que U; est uniformément distribuée, il suffit de remarquer que pour tout entier m > 1,
m MNi,j N . m € . . 9e .
> j—o 221 ala méme loi que Y7 5545, et de laisser ensuite m tendre vers Uinfini.
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ce qui donne ]?’(Xf =y) = p(x, y) pour tout y € E. On procede ensuite par récurrence :

Xx+1 = Yk sl Zp y] < Un+1 < Zp j)'

7=1

Puisque U;, ¢ > 1, sont indépendantes, on a, pour tout k£ > 1,

P(Xf{nﬂ:yk‘Xl‘:xo,Xf:xl’...’Xz:xn)
k—1

(Zp Ln, y])<Un+1<Zp L,y yj)|X = 2o, Xf:j;l’ 7X£=$n>
Jj=1 j=1

(définition de X7, )
-1 k
]P)( Zp(ﬂfn, yj) < Un+1 < Zp(l'n, yj)>7 (Uny1 indépendante de (X§, X7, -+, X7))
i—1 j=1

qui vaut p(z,, yx) car U, est uniformément distribuée. Ainsi, (X2, n > 0) est une chaine

de Markov de matrice de transition Q). O

Dans le reste du chapitre, il conviendra de choisir un espace de probabilité canonique sur

lequel la chaine de Markov est définie. On choisira
Q:=E"N.

Un élément w € ) est alors une suite w := (wp, wy, wa, -+ ) d’éléments de E. Introduisons

les projections X,,, n € N, par

X,: Q— F, avec X, (w) := wy, Yw e Q:= EY.

On munit €2 de la plus petite tribu, notée .%#, qui rende ces projections mesurables. [Autre-
ment dit, # est la tribu engendrée par les projections.] Alors % est la tribu engendrée par
les cylindres, c’est-a-dire par les ensembles de la forme {w € Q : wy = zg, w1 =1, -+, Wy, =
xn}, pour n € N et xg, xq, -+, x, € E.

Lemme 3.2. Soit (E, é;;) un espace mesurable. Soit ® : E — Q une application. Alors ®

est mesurable si et seulement si pour toutn € N, X,, o d: E — E est mesurable.

Preuve. “=" La mesurabilité de X,,0®, qui est composition de deux applications mesurables,
est immédiate.

“<” Considérons ¢ = {A € # : &71(A) € £’~}, qui est une tribu contenant, par
hypothese, tous les ensembles de la forme X, '({z}) (pour n € Net z € E) : elle rend les

projections X, mesurables, et inclut donc .%#. Autrement dit, 4 = .Z. O
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Théoréme 3.3. (Chaine de Markov canonique). Soit Q) une matrice de transition sur
E. Pour tout x € E, il existe une unique mesure de probabilité sur Q := EN, notée P,,
telle que le processus de projections (X, n € N) soit une chaine de Markov de matrice de
transition @ et que P, (Xo =) = 1.

Preuve. (Unicité) Supposons que I@x est une mesure de probabilité sur 2 := EN qui satisfait
les propriétés du théoréme. La famille .7 = {A € .F : P,(A) = P,(A)} est de toute
évidence une classe monotone. Soit % la famille des cylindres, qui est stable par intersections
finies. Par hypothese, ¥ C ., et donc par classe monotone, 0(¢) C .#. Comme o(%) =
F,onalP, = I?Px

(Existence) Fixons x € E. D’apres la Proposition 77, il existe un espace de probabilité
(€, Z, P) sur lequel on peut trouver une chaine de Markov (X*, n > 0) de matrice de

transition (), issue de X§ = x. Soit P, la mesure image de P par 'application mesurable

Q — Q:=k5"
& = (XI@),neN).

Le mesurabilité de 'application est une conséquence du Lemme ??. On a P,.(X, = z) =

P(XJ = z) =1, et pour tout n € N et tous zg, z1, - -+, x, € F,

P:}c(XO:mel:xla"'7Xn:xn) = P(X(f:%o,szxb'“’Xﬁ:xn)

- I?P;(Xg - Jfo)p(l’o, Il) t 'p($n—17 In)
= IPD:,:(Xo = $0)P(l’0, xl) o 'p(xn—h xn)

Par la Proposition ??, ceci signifie que sous P,, (X,, n € N) est une chaine de Markov de

matrice de transition ). ([l

Remarque 3.4. (a) La derniére assertion de la Proposition ?? nous dit que pour tous n > 0
etz,yeFE,

P, (X, =y) = [Q"|(z, y).

(b) Si p est une mesure de probabilité sur £, on pose®

P, (A) :z/EIP’z(A)u(dx), VA e 7,

6Puisque 'espace E est dénombrable, l'intégale est, en fat, une somme.
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qui est une mesure de probabilité sur 2. En écrivant explicitement P, (X, = xo, - -+, X, =
xp), on se rend compte que sous P,, (X,, n > 0) est une chaine de Markov de matrice de
transition @, et de loi initiale (c’est-a-dire, loi de Xg) p. On observe également que P, = Ps_,
ol ¢, est la mesure de Dirac au point x.

(¢) Si (X,,, n > 0) est une chaine de Markov définie sur 'espace de probabilité (Q, ﬁ:, @),
de matrice de transition @ et de loi initiale 1, alors pour toute partie A C Q := E" mesurable,

P{(Xn)nz0 € A} = P,,(A).
En effet, 'identité est triviale si A est un cylindre, et reste valable pour toute partie mesurable
A par classe monotone (a I'aide d’'un argument qui est similaire a celui que 'on a employé
dans la preuve du Théoreme ?77).
Cette identité montre que les résultats que ’on établira dans la suite pour la chaine de
Markov canonique pourront étre reformulés pour toute chaine de Markov ayant la méme

matrice de transition. O

Un avantage important de travailler avec la chaine de Markov canonique est 1'utilisation
des opérateurs de translation, que 1’on appelle en bon francais opérateurs shift. Pour tout
k € N, on définit 'opérateur 6, : 2 — 2 par

Ok ((Wn)nen) = (Whin)nen-

Le Lemme ?7 nous dit que tous ces opérateurs sont des applications mesurables.
Posons %, := o(Xy, X1, ---, X,,) ; on appelle (%, )nen la filtration canonique. On note

également [E, pour espérance associée a la probabilité P,.

Théoréme 3.5. (Propriété de Markov) Soit Y : Q — R, une application mesurable.

Soit n > 0 un entier positif. Pour tout x € E, on a
E.[Y 00,|.%,) =Ex,(Y), P,-p.s.

Remarque 3.6. Le théoreme reste valable si ’on remplace E, par E,, pour toute loi initiale

p. La méme remarque s’appliquera, plus tard, a la propriété de Markov forte.

Preuve. 11 s’agit de prouver E,[(Y 00,)15] = E,[15Ex, (Y)] pour tout B € .%,.
Par un argument usuel (des fonctions indicatrices aux fontions étagées, puis aux fonc-
tions mesurables positives grace au théoreme de convergence monotone), il suffit de prouver

I'identité pour Y = 14, avec A € Z.
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Par classe monotone, il suffit de prouver I'identité pour les ensembles A de la forme (pour

m € N et zg, x1, -+, T € E)

A = {xopx{m}x- - x{zp}xEXEXx---
= {weQ: Xo(w) =0, Xi(w) =21, -+, Xpn(w) =z},
car la famille des ensembles A de cette forme est stable par intersections finies et engendre
%, tandis que la famille de tous les ensembles A tels que Y := 14 satisfasse I'identité désirée

est une classe monotone.

Encore par classe monotone, il suffit de prouver I'identité pour le cas spécial
B :={weQ: Xo(w) =19, Xi(w) =11, -+, Xp(w) =vn},

avee Yo, Y1, 5 Yn € k.

Soit x € E. Pour notre choix spécial de A et B, on a
E.[(Y 06,)15]
= IED:):{XO:y(]y Xl =Y, ", Xn:yna Xn:%, XnJrl::Cla Tty Xner:fEm}
= Lyo=a} P(Y0, Y1) =+ P(¥Un—1, Yn) Lzo=yn} P(T0, 1) =+ P(Tin—1, Tin)-

D’autre part, pour tout y € F,
Ey(Y) = IP)y{XO =x9, Xs =21, -+, Xop = T} = i . p(zo, 1) -+ p(Tm-1, Tm),
ce qui implique que

E.[1pEx,(Y)]
= P {Xo=wo, Xi =v1, -, Xo =Yn; Xo =20} p(x0, 1) - D(Ti—1, i)
= ]-{yo:z} p(y07 yl) T p(ynflv yn) ]-{m():yn} p($07 xl) U p('mmfla :Em)

Par conséquent, E,[(Y 00,) 1] = E, [15Ex, (Y)]. O

La propriété de Markov énoncée dans le Theorem 77 donne un énoncé rigoureux de ce
que l'on disait auparavant : pour prédire le “futur” 6,,, la connaissance des “passé et présent”
(Xo, X1, -+, X,,) ne donne pas plus d’information que celle du “présent” X,,. Il sera tres
important de pouvoir étendre cette propriété a des cas ou n est remplacé par un temps

aléatoire T'.
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Pour illustrer I'intérét d’une telle extension, on considere le probleme de savoir si, issue

d’un point x, la chaine de Markov revient a x infiniment souvent. Posons

N:p = Z 1{Xn:x}7
n=0

qui représente le nombre total des visites au site x par la chaine. Il suffira alors de vérifier

si la chaine de Markov revient au site x au moins une fois : soit
T, :=inf{n>1: X, ==z}, (inf @ := o0)

on a
P AN, =0} =1 & P {T, <oo} =1

En effet, le passage “=" est trivial. Quant au passage inverse “<" supposons que P, {7, <
oo} = 1. Sila propriété de Markov est étendue dans le sens évoqué ci-dessus, on verra dans

le Corollaire 7?7 que cela impliquera que la loi de 07, est P,. Puisque
Ny(w) =1+ NI(QTz(w)(w))v

on voit que sous P, N, a la méme loi que 1 + N,, ce qui n’est possible que si N, = oo,
P.-p.s.

Le théoreme suivant nous permettra de rendre cet argument rigoureux ; et le résultat
sera discuté en détail dans la section prochaine. Rappelons quun temps d’arrét par rapport
a la filtration (%, ),>0 est une application T': Q@ — NU{oo} telle que {w : T'(w) < n} € Z#,,
Vn € N. Ceci équivaut & {w : T(w) = n} € %, Yn € N. Si T est un temps d’arrét,
Fr={ACQ: An{T < n} € %, Vn € N} est la tribu engendrée par 7' ; on vérifie
facilement que Fr ={A CQ: AN{T =n} € %#,, Vn € N}.

On s’intéresse a la variable aléatoire 67 1{7<o) qui est a valeurs dans EN. [Pour voir la

mesurabilité, il suffit d’écrire 07 Lipcoy = D, ey On 1ir=n}-]

Théoréeme 3.7. (Propriété de Markov forte). Soit T un temps d’arrét. Soit’Y : Q —

R, wune application mesurable. Pour tout x € F,

Ew[(y o QT) 1{T<oo} ‘ yT] = 1{T<oo}]EXT (Y)7 Pm‘p's'

Remarque 3.8. On voit assez facilement que la variable aléatoire X, définie sur ’ensemble
{T < oo} € Frp, est Fp-mesurable. La mesurabilité de Ex,(Y'), également définie sur
{T < o0}, est claire car Ex, (Y) est composition des applications mesurables” w — X, (w)
et z— E.(Y). O

"La mesurabilité de z — E,(Y) est triviale, car on travaille dans un espace dénombrable.
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Preuve. 11 s’agit de prouver que E,[(Y 0 07) 1{r<x} 18] = Ex[1p 1{r<ocy Ex, (Y)] pour tout
B e .
Soit n € N. On a

E.[(Y 0 0r) 1ir—ny 15] = E,[(Y 00,) Lir—ninp] = Ex[1ir=ny 15 Ex, (Y)],

la seconde identité étant une conséquence de la propriété de Markov (en remarquant que
{T'=n}NBe.%,). En sommant sur n € N, on obtient l'identité cherchée. O

Corollaire 3.9. Soit x € E. Soiti € E. Soit T un temps d’arrét tel que T' < co et Xp =1,
P,-p.s. Alors sous P, Or est indépendante de Fr, et a pour loi IP;.

Remarque 3.10. La loi sous P, de la variable aléatoire 61 (& valeurs dans 2) est une mesure
de probabilité sur €2. La seconde partie du corollaire dit que cette loi n’est autre que P;.
Puisque 07 = (X7, X741, -+ ), ceci peut se reformuler de la fagon suivante : (X7, Xryq, -++)

sous P, a la méme loi que (Xy, Xy, -+ ) sous P;.

Preuve du Corollaire ??. Il s’agit de prouver que E,[(Y of0r) 15| = E;(Y') P,(B) pour tout
B € Zr et toute application mesurable Y : Q@ — R, . Cette identité, cependant, est triviale
car d’apres la propriété de Markov forte, E,[(Y 0 07) 15] = E,[15Ex,.(Y)] = E.[15E;(Y)],
qui n’est autre que P, (B) E;(Y). O

4. Etats récurrents et transients

Sauf mention du contraire (notamment dans certains exemples), on travaille désormais

avec la chaine de Markov canonique. Rappelons nos notations :* pour z € E,
T, = inf{n>1: X, =z}, (inf @ := o0)

N(.CL') = Zl{Xn=I}'
n=0

Proposition 4.1. (et définition). Soit x € E. Il y a deux situations possibles :

o soit P, (T, < 00) =1 ; dans ce cas,

N(z) = o0, P.-p.s.,

80n écrit N(z) a la place de N,.
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et on dit que x est un état récurrent;

o soit P,(T, < o0) <1 ; dans ce cas,
N(z) < o0, P,-p.s.,

et de plus, E,[N(x)]

= m < 00 ; on dit que x est un état transient (ou : transitoire).

Preuve. Soit k> 1. On a

PAN(z) 2 k+1} = Eoflin, <o) (L v)zry 0 02.)}
= Eo{l{n,<oc} Exp, (Lin)>i})} (propriété de Markov forte)
= EA{l{ncon Po(N(z) > k)} (X7, =z sur {Ty < oo})
= Pof{T: < oo} Po{N(z) > k}.

Puisque P,{N(z) > 1} = 1, on obtient immédiatement par récurrence que P,{N(z) > k} =
P {T, < co}* 1.
SiP{T, < o0} =1, alors P,{N(z) > k} = 1, Vk > 1, ce qui signifie P,{N(z) = oo} = 1.
Si P, {T, < oo} < 1, alors

1

E.[N(z)] = > P.{N(z) > k} = P{T, = oo}’

ce qui est fini par hypothese. 0]

Définition 4.2. La fonction de Green (= noyau de Green = noyau potentiel) de la chaine
de Markov est la fonction G : E x E — [0, oo] définie par

Proposition 4.3. (i) Pour tous x, y € E,

o0

Gz, y) = > _[Q")(x, y).

n=0

(ii) G(z, ) = 0o si et seulement si x est un état récurrent.
(iii) Si z # y, alors’
G(z, y) = Gy, y) Po{T, < oo}

En particulier, G(z, y) < G(y, y).

9Notation : oo x 0 := 0.
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Preuve. (i) Par définition,

G, ) = Ea (D Lixamy) = 2 Pud X =y} = D_1Q"](, 0).

(i) C’est une conséquence de la Proposition 7?7 et de la définition de la fonction de Green.

(iii) Par la propriété de Markov forte,

Gz, y) = B[N (y)] = Ea[1iz, <00} (N () © 01,)] = Ea[1i7, <00} Ey (N (y))],

qui vaut P,.{T, < oo} G(y, v). O

Exemple 4.4. Considérons une chaine de Markov de matrice de transition

d
1
p(l’, y) = ﬁ H]‘{‘yz‘*xH:l}) T = (xla Ty xd)a Yy = (yla Tty yd) € Zd-
i=1

Il s’agit d’une marche aléatoire sur Z% un peu spéciale, qui n’est pas la marche aléatoire simple
sur Z%. En effet, sous Py, elle alaloi de (Y}, - | V%), cx, ot les processus aléatoires (Y1) e,

-+, (Y9),en sont des copies indépendantes de la marche aléatoire simple (et symétrique) sur
Z issue de 0 € Z. Par conséquent,

[@Q"(0, 0) =P(Y,, =0, ---, Y,$ =0) =P(Y,, =0)"

n n

On calcule facilement P(Y,! = 0) : cette probabilité est 0 si n est impair, et si n = 2k, alors

Ck
P(Yy, =0) = 272:
Ainsi,
2k —, O
G(0,0) =) _[Q™](0,0) => ()"
k=0 k=0
Par la formule de Stirling, lorsque k& — oo,
Ck.  (2k)! (2)2k(4mrk)t/? 1

22k 2k (K12 T 2k [(Ek(2rk) 2P T (mk)2

Par conséquent, G(0,0) = oo si d = 1 ou 2, et G(0,0) < oo si d > 3. A Taide de la
Proposition ??, on peut conclure que 0 € Z¢ est un état récurrent pour la chaine si d = 1 ou

2, et est un état transient si d > 3. 0]
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On procede maintenant a un résultat de décomposition pour la chaine de Markov. Com-

mencons par un résultat préliminaire.

Lemme 4.5. Soit x € E un état récurrent. Soity tel que G(x, y) > 0. Alorsy est également
un état récurrent, et P,(T, < oo) = 1. En particulier, G(y, x) > 0, et P, (T, < co) = 1.

Preuve. 1l n’y a rien a prouver si y = x. On suppose donc y # x.

Vérifions d’abord Py (T, < oo) = 1. Puisque x est un état récurrent,

0=P,{N(z) <oo} > P {T, <o0, T,o0bp =oco}
= E.[1{1,<cc} 1{1y=oc} © 01, ]
= ]Ex [1{Ty<oo} ]P)y{Tx = OO}] (propriété de Markov forte)

= P {T, < 00} P, {1, = c0}.

Donc P,{T, < 0o} P, {T, = oo} = 0. Par hypothese, P, {7, < co} > 0 (ce qui équivaut a
G(z, y) > 0). Ainsi, P, {7, = co} = 0 comme désiré.

Il reste de prouver que y est un état récurrent. On sait déja que G(z, y) > 0 et G(y, =) >
0. II existe donc des entiers n > 1 et m > 1 tels que [Q"](x, y) > 0 et que [Q™](y, ) > 0.

Pour tout entier ¢« > 0,

Q™ (y, y) = [Q"(y, ) [Q'](z, ) [Q"](z, ).

Ainsi
o

Gly,y) = D Q™ (v, )

1=0

> [Q"(y, ) [Q"](x, y) Z[Qi] (z, z)

(2

= [Q@"(y, x) [Q"](z, y) G(z, x).

Par hypothese, G(x, ) = oo (car x est un état récurrent), tandis que [Q™](y, =) [Q"](x, y) >

0, donc G(y, y) = co. En d’autres mots, y est un état récurrent. O

Une conséquence du Lemme 7?7 est que si x est un état récurrent et si y est un état
transient, alors G(z, y) = 0 : il est impossible de connecter d'un état récurrent a un état

transient. Cette propriété joue un role important dans le théoreme suivant. Posons

R:={rx € F: Gz, x) =00} ={z € E: z est un état récurrent}.
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Théoréme 4.6. (Classification des états). L’ensemble des états récurrents peut étre

R=|JR,

i€l

décomposé de la fagon suivante :

de sorte que
e si x est un état récurrent et si x € R;, alors P,-p.s.,
— N(y) = o0, Yy € R;;
— N(y) =0, Vy € E\R;;
e six est un état transient et T :=inf{n > 1: X,, € R}, alors P,-p.s.,
— s0it T =00 et N(y) < o0, Yy € E;
— soit T' < oo et il existe j € I tel que X,, € R;, Vn > T.

Preuve. Pour x, y € R, on écrit x ~ y si G(x, y) > 0. La réflexivité z ~ z est déja acquise
(Proposition ?7), ainsi que la symétrie (voir le Lemme ??7) : si x ~ y alors y ~ x. Pour la
transitivité, supposons que x ~ y et y ~ z, il existe alors des entiers m > 1 et n > 1 tels que
[Q™(z, y) > 0 et [Q"](y, z) > 0, de sorte que [Q™"|(z, 2) > [Q™](z, y) [Q"](y, 2) > 0, ce
qui implique que G(z, z) > 0, ainsi  ~ z. En mots, ~ définit une relation d’équivalence sur
R. La partition énoncée dans le théoreme correspond aux classes d’équivalence pour cette
relation d’équivalence, appelées dans la littérature classes de récurrence pour la chaine
de Markov.

Soit « un état récurrent, disons x € R; pour un certain ¢ € I. Pour y € E\R;, on
a G(x,y) =0 (si y € E\R d’apres le Lemme 77, tandis que si y € R\R;, ceci est une
conséquence de la définition des classes d’équivalence), ce qui signifie que N(y) = 0, P,-p.s.
Pour y € R;, on a P,(T}, < 0o) =1 d’apres le Lemme ?7, et donc par la propriété de Markov

forte,
]P)x{N(y) = OO} = Ex{l{Ty«)o} []—{N(y):oo} @) QTy]} = ]P)I{Ty < OO}Py{N(y) = OO} = 1.

Regardons maintenant le cas oul x est un état transient. Notons que d’apres la propriété
de Markov forte, N(y) < oo si y est un état transient. Si 7' = oo, alors N(y) < oo pour
tout y € E. Si T < oo, soit j € I I'indice (aléatoire) tel que Xy € R;, il résulte alors de
la propriété de Markov forte et de la premiere partie du théoreme que 'on a déja prouvée,
X, € R; pour tout n > T O

Définition 4.7. Une chaine de Markov est irréductible si G(z, y) > 0 pour tous x, y € E.



84 Etats récurrents et transients 69

Corollaire 4.8. Supposons que la chaine de Markov est irréductible. Il y a alors deux
situations possibles :

e tous les états sont récurrents, et il n’y a qu’une classe de récurrence, et pour tout v € F,
P.{N(y) = o0, Yy € E} = 1.

e tous les états sont transients, et pour tout x € F,
P.{N(y) < oo, Vy € E} = 1.

Lorsque E est un espace fini, seule la premiére situation se réalise.

Preuve. La derniere assertion est évidente car lorsque #F < oo, la seconde situation ne peut
se produire.

Supposons qu’il existe un état récurrent. Dans ce cas, le Lemme 7?7 nous dit que tous
les états sont récurrents (car par l'irréductibilité, G(x, y) > 0 pour tout couple d’états =
et y) et qu'il n’y a qu'une seule classe de récurrence (pour la méme raison). Le théoreme
de classification des états (Théoreme ??) implique alors que P,{N(y) = o0, Yy € E} = 1,
Vr € E.

Supposons maintenant que tous les états sont transients. On est alors dans la seconde
situation décrite dans le théoreme de classification des états, et T = oo (car R = @). D’apres
ce théoreme, P,{N(y) < oo, Vy € E} =1,Vz € E. O

Lorsque les états d’une chaine de Markov irréductible sont récurrents, on dit que la chaine
est irréductible et récurrente ; de temps en temps, on dit également que la matrice de

transition () est irréductible et récurrente.

Exemples. On reprend les exemples présentés en Section 77, et discute sur la classification
des états pour chacune des chaines dans ses exemples. On insiste sur le fait que les résultats
obtenus peuvent étre formulés pour une chaine de Markov (Y},),en (définie sur un certain
espace, sous la probabilité P) avec la méme matrice de transition, et vice versa. Par exemple,

si Yy =y et en éerivant NY :=>">° 14y, 4y, on voit que pour k € NU {oo},
P{N; =k} =P, {N(z) =k},

car P{NY =k} = P{(Y,)nen € A}, avec A :={w € EN: N,(w) = k}, et il suffit d’appliquer
la Remarque ?7? (c).
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Premier exemple : variables aléatoires i.i.d. de loi . On a vu que p(z, y) = u(y). 1l
est clair que y est un état récurrent si et seulement si p(y) > 0, et qu’il n’y a qu’une seule

classe de récurrence. La chaine est irréductible si et seulement si p(y) > 0 pour tout y € E.

Deuxieme exemple : marches aléatoires sur Z. Dans cet exemple, ' = 7Z, et la matrice
de transition est p(z, y) = u(y — x). On vérifie aisément que G(z, y) dépend seulement de
y — x, ainsi G(z, ) = G(y, y) ; en particulier, tous les états sont du méme type : ils sont

soit tous récurrents, soit tous transients. Soit £ une variable aléatoire générique de loi .

Théoréme 4.9. Supposons que E(|€]) < oo.
(i) SiE(§) # 0, tous les états sont transients.
(ii) ST E(€) = 0, tous les états sont récurrents. La chaine est irréductible si et seulement

si le sous-groupe'® engendré par {y € Z : u(y) > 0} est Z.

Preuve. (i) Soit x € Z. La loi des grands nombres implique que |Y;,| = 0o P,-p.s. Donc x
est un état transient.
(ii) Montrons d’abord, par un raisonnement par I’absurde, que 0 est un état récurrent.
Supposons que 0 soit un état transient, c’est-a-dire G(0, 0) < oo. Pour tout x € Z, on a,
par la Proposition ?? (iii),

G(0, z) < G(z, x) = G(0, 0).

Donc, pour tout n > 1,

> G0, z) < (2n+1)G(0, 0) < en,

|z|<n

ou ¢:=3G(0,0) < 0.
D’autre part, la loi faible des grands nombres nous dit que, Y? — 0 en probabilité sous

Py. Donc pour tout € > 0, et tout n suffisamment grand (disons, n > ng),
1
P{|Y,| <en} > 2

ce qui équivaut a :

N —

> QM0 z) >

|z|<en

Pour n > i > ng, on a

> @100 > Y Q10,2 >

|z|<en |z|<ei

ORappelons que E = Z.
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de sorte que pour n > ny,

> 600> Y V@ > et
|z|<en 1=ng |z|<et

ce qui contredit 'inégalité

Z G(0, z) < cen,

|z[<en
si I'on choisit e suffisamment petit tel que ce < % Par conséquent, 0 est un état récurrent.
Puisque tous les états sont d’'un méme type, on déduit qu’ils sont tous récurrents.
Il reste de caractériser l'irréductibilité. Soit G le sous-groupe engendré par {z € Z :
wu(z) > 0}. On a
Py{Y, € G, Vn e N} = 1.

Si G # Z, la chaine n’est pas irréductible.

Supposons maintenant que G = Z. Soit
Gy :={zxe€Z: G(0, z) > 0}.

Alors G est un sous-groupe, car

e six, y € Gy, alors

[@™T](0, z+y) > [Q)(0, ) [Q"](z, = +y) = [Q"](0, z) [Q™](0, v),

et donc x +y € Gy ;

e associativité est triviale ;

e élément neutre : 0 est évidemment un élément de Gy ;

e si © € Gy, et puisque 0 est un état récurrent, G(0, z) > 0 implique que G(z, 0) > 0
(Lemme ?7?), et comme G(z, 0) = G(0, —z), on a —z € Gy.
Enfin, puisque G; D {x € Z : p(x) > 0}, on voit que Gy inclut le sous-groupe G engendré
par {z € Z : u(x) > 0} qui par hypothese est Z. Par conséquent, G; = Z: la chaine est bien
irréductible. O

On termine les discussions sur I'exemple des marches aléatoires sur Z en remarquant que
lorsque p := % 0o + % 0_9, tous les états sont récurrents, mais il y a deux classes de récurrence

(celle des entiers pairs, et celle des entiers impairs).

Troisieme exemple : marche aléatoire simple sur un graphe. On considere seulement

la situation ou F est fini. On suppose que pour tout z € E, A, :=={y € E: {x, y} € A} est
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non vide. On dit que le graphe est connecté si pour tout couple x, y € F, il existe n > 0
et o :=x, 11, -+, Ty, =y € E tels que {z;_1, z;} € A, Vi e {1, ---, n}.

Proposition 4.10. La marche aléatoire simple sur un graphe fini et connecté est irréductible

et récurrente.

Preuve. L’irréductibilité provient de la connectivité du graphe, tandis que la récurrence est

une conséquence du Corollaire ?77. 0

Quatrieme exemple : processus de branchement. Dans cet exemple, £ = N et

plx, y) = w*(y) (avec u®* := ). On observe que 0 est un état absorbant, c’est-a-dire
Po{X, =0, Vn € N} = 1.

A fortiori, 0 est un état récurrent.
Dans la proposition suivante, on exclut le cas trivial p = 1, ou tous les états sont

absorbants.

Proposition 4.11. Pour le processus de branchement avec pu # 01, 0 est le seul état
récurrent. Par conséquent, p.s.,
e soit il existe T' < oo tel que X,, =0, Vn>1T ;

e soit X,, = 00, n — Q.

Preuve. 11 suffit de prouver que 0 est le seul état récurrent, le reste de ’énoncé étant une
conséquence du théoreme de classification des états (Théoreme ?77).
Soit x > 1. On veut prouver que z est un état transient. On distingue deux situations

possibles. D’apres le Lemme 77, il suffit de trouver y € N tel que G(z, y) > 0 et que

Gy, z) = 0.
Premiere situation : w(0) > 0. Alors G(z, 0) > P, {X; = 0} = u(0)* > 0, tandis que
G(0, x) = 0.

Seconde (et derniere) situation : u(0) = 0. Puisque p # 61, il existe k > 2 tel que
(k) > 0. Comme P, {X; >z} > pu(k)* > 0, il existe y > x tel que p(z, y) > 0, et a fortiori,
G(z, y) > 0. D’autre part, on a G(y, ) = 0 car u(0) = 0. O

Remarque 4.12. On a vu, en Section 7?7 du Chapitre 7?7, que la premiere situation décrite

dans la Proposition 7?7 est assurée p.s. si m := >, ku(k) < 1, tandis que la seconde
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situation se produit avec probabilité strictement positive si 1 < m < oo (au moins sous une
condition d’intégrabilité supplémentaire, qui est en fait superficielle) et que dans ce dernier

cas, X,, est exponentiellement grand en n."!

5. Mesures invariantes

Sauf mention du contraire, on note p pour une mesure générique sur F telle que p(z) < oo,
Vx € E, et on suppose qu’elle n’est pas identiquement nulle. On dit que g est une mesure
stationaire ou invariante pour la matrice de transition () (ou simplement, invariante,

lorsque qu’il n'y a pas de risque de confusion), si

ply) = w@)plx,y), VyeE.
zeE
Il convient souvent d’écrire sous la forme matricielle : ©€) = p. Si p est une mesure invariante,

on a puQ"™ = u pour tout n € N.

Interprétation. Supposons que p(E) < oo (ce qui est automatiquement le cas si E est un
espace fini). Sans perte de généralité, on peut supposer que p est une mesure de probabilité
(car sinon, on remplace p par ﬁ), et on écrit dans ce cas 7 a la place de u. Pour toute

application f: EF — R,

ELf(X0)] =D w@)d  f)ple, v) =) fW)) wl@)ple, y) =D fy)7(y),
zeFE yek yeE zeFE yek
ce qui implique que sous P, X; a la méme loi 7 que X,. Le méme argument montre, grace
a la relation 7Q™ = 7, que pour tout n € N, la loi de X, sous P, est 7.

On peut en dire plus. Soit Y : Q := EN — R, une application mesurable. On a

EA[Y 0 61] = Er[Ex, (V)] = > 7(2) Bo(Y) = Eo(Y).

zelR

Ceci montre que sous P, (X141, n € N) a la méme loi que (X,,, n € N). Plus généralement,
pour tout k € N, sous P, (Xiin, n € N) et (X,,, n € N) ont la méme loi. O

Exemple 5.1. Considérons une marche aléatoire sur Z?. Puisque p(z, y) dépend seulement

de y — z, on voit immédiatement que la mesure de comptage sur Z¢ est invariante. 0

7] est connu dans la littérature que la seconde situation se produit avec probabilité strictement positive
si 1 < m < oo. Voir les discussions en TD & la fin du semestre.
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Définition 5.2. Soit u # 0 une mesure sur E telle que p(x) < oo, Vo € E. On dit que u

est réversible pour la matrice de transition () si

w@) p(z, y) = w(y) ply, ©), Vo, y€E.

Proposition 5.3. Une mesure réversible est invariante.

Preuve. Si p est réversible, alors

> @) p(r, y) = uy)ply, ) = py),

zeE zeE

ce qui signifie que p est invariante. O

Remarque 5.4. Attention : Il existe des mesures invariantes qui ne sont pas réversibles.
Par exemple, considérons une marche aléatoire sur Z¢ : la mesure de comptage sur Z? est
invariante, mais elle est réversible si et seulement si p(z, y) = p(y, x), Vo, y € F (i.e., la loi

de saut est symétrique). 0

Exemples. (a) Jeu de pile ou face biaisé. Considérons une marche aléatoire sur Z de

matrice de transition
pi,i+1)=p, pli,i—1)=qg=1-p,
ou p €0, 1] est un parametre fixé. On vérifie aisément que la mesure
u@) =), i€l

est réversible, donc invariante. Remarquons que p est differente de la mesure de comptage

1

(qui est également invariante), sauf dans le cas non biaisé p = 3.

(b) Marche aléatoire simple sur le graphe. La mesure
p(zx) == #A,, rek,

est réversible. En effet, si {z, y} € A, alors

w(x) p(z, y) = #A,

2~ L= hw)p(. 2),

et pu(x) p(z, y) = 0= u(y)ply, x) if {z, y} ¢ A.
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(c) Urnes d’Ehrenfest. Dans cet exemple, £ := {0, 1, ---, r}, ou r est un entier fixé,

et
= osij=i4+1(eti<r—1)
p(i, j) = % sij=i—1(eti>1)

0 sinon.
En mots, il y a au total r boules dans deux urnes ; on tire par hasard une boule parmi les
r, et la remet dans l'autre urne.

Une mesure p est réversible si et seulement si

AT =1 141

11(2) r = p(i+1) r

pour 0 <7 < r —1. It est immédiat que
u(i) == C", 0<i<r,
convenient. O

Le théoreme suivant construit explicitement une mesure invariante.
Théoreme 5.5. Soit x € E un état récurrent. La formule
Tp—1
M(y) = Ew( Z 1{Xi:y})a Yy e Eu
i=0

donne une mesure invariante. De plus, u(y) > 0 si et seulement siy est dans la méme classe

de récurrence que x.

Remarque 5.6. Une partie de la conclusion du théoreme est que u(y) < oo, Vy € E. O

Preuve du Théoreme ??7. Remarquons tout d’abord que si y n’est pas dans la méme classe de
récurrence que x (ce qui est le cas si y est un état transient), alors E,[N(y)] = G(z, y) =0 ;
d’ou u(y) = 0.

Calculons maintenant p. Pour tout y € £, on a

wy) =E, < TZ 1{xi:y}>‘
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Ceci reste valable dans les cas y = = et y # x. Donc

M(y) = ZE <21{XZ 1=z, X; y}> (Fubini—Tonelli)

z€E

= Z Z Ez (1{Tw2i, Xi—liz}l{Xi:y}) (Fubini—Tonelli)
zeE i=1

= Z Z Ex (].{TI >4, Xiilzz})p(z, y), (propriété de Markov)
z€E i=1

I'application de la propriété de Markov étant justifiée par le fait que {1, > i} = {T, <

i — 1} € #,_1. Donc, de nouveau par le théoreme de Fubini,

= E (Zl{xz )2z 9) = 2 u(2)

2€E 2€E
Attention : nous n’avons pas encore prouvé, a ce stade, que p est une mesure invariante, car
nous devons vérifier que u(y) < oo, Yy € E. Néanmoins, en itérant I'argument précédent,
on voit que u@" = p, Yn € N. En particulier,
Z,u Q"(z, x) = p(x) =1, Vn € N.
2€E
[Par définition, p(z) = 1.]
Soit y # x un état dans la méme classe de récurrence que z. Il reste de démontrer que
0 < u(y) < oo.
Par définition des classes de récurrence, il existe n € N tel que [@Q"](y, ) > 0. De
Videntité >, p p(2) [Q"](z, x) = 1, on tire que u(y) < oo.
Puisque y est dans la méme classe de récurrence que z, il existe m € N tel que [Q"](z, y) >
0, ce qui implique que
=D u(x) Q"= y) = u@) [Q"](w, y) = [Q"](w, y) > 0.
2€E

La preuve du théoreme est complete. 0

Remarque 5.7. Lorsque qu’il y a plusieurs classes de récurrence R;, ¢ € I, on peut choisir,

pour chaque ¢ € I, un état x; € R;, et définir

Ty, —1
) =B (Y xe),  yEE.
k=0

Ainsi, on obtient des mesures invariantes mutuellement singuliéres, c¢’est-a-dire portées par

des ensembles disjoints. OJ
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Théoreme 5.8. Supposons que la chaine est irréductible et récurrente. Il y a unicité, a une

constante mulpliticative pres, pour la mesure invariante.

Preuve. Soit p une mesure invariante.
Montrons d’abord, avec un raisonnement par récurrence sur n, que pour tout n € N et

tous z, y € B, |
nA(Ty—1

u(y) > ( Z 1, y}> (5.1)

Siy =z, (?7) est trivialement vraie (on a méme une identité). Supposons donc que
y#x. Sin=0,(?7?) est triviale, car I'expression E,(---) a droite s’annule.

Supposons que 'inégalité est prouvée au rang n. On a

wly) = D p(z)p(z

zel
nA(Ty—1)

> I) Z Ex ( Z 1{X —z}) zZ, y) (hypothese de récurrence)
zeE

= p(z) Z Z E, (1{)(,-:2, ing_1}>p(z, Y) (Fubini-Tonelli)
zeE =0

= ,U(aj) Z Z Ex (1{Xi:z, i<Tp—1} 1{Xi+1=y}> (propriété de Markov)
zeE =0

= p(z) Z E, (1{i§Tz—1} 1{Xi+1:y}> . (Fubini-Tonelli)
i=0

[On a utilisé le fait que {i < T, — 1} € %#; au moment d’appliquer la propriété de Markov,

exactement comme dans la preuve du Théoreme ?7.] Par le théoreme de Fubini-Tonelli,

nA(Tz—1)

wly) > E:v( Z Lixi= y}>

(n+1)ATy
fv( Z Lix, y}>
(n+1)A(Tz—1)

= () Ez’( Z 1{X¢=y}>’ (y #2)

=0

Il
ﬁ

ce qui donne l'inégalité au rang n + 1.

2Notation: a A b := min{a, b}.
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En faisant n — oo dans (?7), on obtient, par convergence monotone,

Tp—1

ply) = p(z) Ex( Z 1{Xi=y}>-

Fixons x € E. La mesure v, définie par

Te—1

va(y) = Ex( Z 1{Xi=y}>> yeEL,
=0

est invariante (voir le Théoreme ?7), et on a u(y) > p(z)v.(y), Yy € E. Donc, pour tout
n €N,

plo) = p(z) [Q(z 2) = D @) va(2) [Q7](2, @) = u(x) valw) = p(x),
zeE zelE
ce qui signifie que l'identité u(z) = p(z) v,(z) est valable pour tout z tel que [Q"](z, x) > 0.
L’irréductibilité nous dit que pour tout z € F, il existe n € N tel que [Q"]|(z, ) > 0, ce qui
permet de déduire que p = cv,, ou ¢ := p(r) < co. Puisque ¢ # 0 (sinon p s’annulerait

identiquement), cela complete la preuve du théoreme. 0

Corollaire 5.9. Supposons que la chaine est irréductible et récurrente. Alors
e soit la chaine est récurrente positive : il existe une mesure de probabilité invariante
7w ; dans ce cas
E.(T,) = — < o0, Vo €

e soit la chaine est récurrente nulle : la masse totale de toute mesure invariante est
infinie ; dans ce cas,
E.(T,) = oo, Vo e E.

Lorsque E est un espace fini, seule la premiére situation se produit.

Preuve. Puisque la chaine est irréductible et récurrente, il résulte du Théoreme 77 que
toutes les mesures invariantes sont identiques a une constante multiplicative pres : soit elles
ont toutes une masse finie, dans lequel cas on peut faire une normalisation appropriée pour
obtenir une mesure de probabilité invariante (cas récurrent positif), soit toutes les mesures
invariantes ont une masse totale infinie (cas récurrent nul).

Soit x € E. Soit v, la mesure invariante introduite dans le Théoreme 7?7, i.e.,

Tp—1

Vw(y) = Em( Z 1{Xi:y}>7 ye E.
=0
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Par définition,

Tr—1 T:.—1 T.—1
va(B) = 3B (Y Tpmy) =B 30 D lpxey) = Eu( 30 1) = Eu(T2).
yek =0 =0 yek i=0

Dans le cas récurrent positif, soit 7 'unique probabilité invariante. Il existe alors une

constante ¢ > 0 telle que 7 = cv,. Comme 1 = 7(E) = cv,(F), on obtient ¢ = ﬁ, ce qui

donne (2) .
Ve(z)
mie) = Vi (E) a v, (E)’
qui vaut m. Bien sur, E.(T},) = v,(F) < oo dans ce cas.

Dans le cas récurrent nul, v, a une masse totale infinie, donc E,(T},) = v,(F) = co. O

Proposition 5.10. Supposons que la chaine est irréductible. S’il existe une probabilité

invariante, alors la chaine est récurrente (donc récurrente positive).

Preuve. Soit 7 la probabilité invariante. Soit y € E tel que 7(y) > 0. Pour tout x € E,

[e.e]

> QY y) = Gz, y) < Gy, ),

n=0
I'inégalité étant une conséquence de la Proposition ??. On multiplie par 7(x) dans les deux

cotés de I'inégalité, et somme sur x € E, pour voir que

o0

> (7Q") () < 7(E)Gly, y) = Gly, y)-

n=0

Comme 7 est invariante, on a 7Q" = mw, Vn € N, de sorte que

Ceci implique que G(y, y) = oo car m(y) > 0 par hypothese. Par conséquent, y est un état

récurrent. Puisque la chaine est irréductible (par hypothese), elle est récurrente. 0

Remarque 5.11. Supposons que la chaine est irréductible. La Proposition 7?7 nous dit
que l'existence d’une probabilité invariante (qui est nécessairement unique) équivaut a la
récurrence positive. L’existence d’'une mesure invariante de masse totale infinie ne permet
pas de conclure. Par exemple, on a vu, dans I'exemple du jeu de pile ou face biaisé, que la
chaine possede une mesure invariante (de masse totale infinie) définie par u(i) == (£)’, i € Z,

mais que la chaine est récurrente si et seulement si p = % 0]
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Exemple 5.12. (Jeu de pile ou face biaisé avec réflexion a l’origine). Fixons un

parametre 0 < p < 1, et considérons une chaine de Markov sur N, de matrice de transition

p(i, i+ 1) =p, p(i,i—1)=qg=1-—p, sii>1,
p(0, 1) = 1.

La chaine est évidemment irréductible car tous les états sont connectés avec l'origine. La

mesure définie par
ui) =Gy, ix1 ) =p,
q
est réversible, donc invariante.

Sip< %, 1 est une mesure finie, donc la chaine est récurrente positive d’apres la Propo-
sition 77.

Sip= %, 14 a une masse totale infinie. La chaine étant irréductible, si 'on peut prouver
qu’elle est récurrente, elle sera alors récurrente nulle. Montrons que 0 est un état récurrent,
c’est-a-dire Po{Ty < oo} = 1, ce qui revient a vérifier que P1{T < oo} = 1. La valeur de
P1{Ty < oo} ne change pas si 'on remplace le jeu de pile ou face biaisé avec réflexion a
'origine par le jeu de pile ou face biaisé sans réflexion a l'origine (la chaine sera alors sur
Z). Pour la chaine associée au jeu sans réflexion a l'origine, on a vu dans le Théoreme ?7
qu’elle est récurrente (car la loi des sauts est centrée). Donc P1{Ty < oo} = 1, et la chaine
est récurrente nulle.

Enfin, si p > %, de nouveau en considérant la chaine sans réflexion a 'origine (la chaine
est alors transiente d’apres le Théoreme ?7), on sait que Pi{7) < oo} < 1 : la chaine est

transiente. 0

6. Comportement asymptotique

Le but de cette section est d’étudier le comportement asymptotique de [Q"](z, y) lorsque
n — oo pour tout couple d’états x et y.

Si y est un état transient, on a G(z, y) < G(y, y) < 0o, et donc [Q"](x, y) — 0, n — oo.

Qu’est-ce qui se passe avec les états récurrents 7 On commence avec un résultat général.

Soit v une mesure de probabilité quelconque sur F.

Théoreme 6.1. Supposons que la chaine est irréductible et récurrente. Soit p une mesure

invariante. Soient f: E— R, et g: E — Ry telles que 0 < ngd,u < 00. Alors

Z?:o f(X) N fEfd:u
o 9(Xi) T [pgdp’

P,-p.s.
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Corollaire 6.2. Supposons que la chaine est irréductible et récurrente positive. Soit m

l'unique probabilité invariante. Soit f: E — R,. On a
1 n
— Zf(Xl) — / fdm, P,-p.s.
=0 E

Preuve. Le corollaire étant une conséquence immédiate du théoreme (en prenant g := 1),
seul le théoreme nécessite une preuve.

Soit # € E. On définit par récurrence une suite de temps d’arrét : T := 0 et'?
T™ = inf{i > TV . X, =z}, n=1,2, -

[Donc TG =T, P,-p.s.] Comme z est un état récurrent, la suite est bien définie P,-p.s.

Posons
T(n+1

Z f n € N.

i=T(n)
A Taide de la propriété de Markov forte et d’un raisonnement par récurrence, on voit que
&q, n € N est une suite de variables aléatoires i.i.d.
Soit v, la mesure définie dans le Théoreme 77 :

Te—1

y) = EI( Z 1{Xi:y}>7 yekFkE,
1=0

Puisque la chaine est irréductible et récurrente, on a pu = cv, (Théoreme ??), et ¢ = p(z)

(car v,(z) = 1 par définition). Donc

B X 0 ) = X S el = L

i=0 yeE yeE p()

En utilisant la loi des grands nombres forte, on obtient

— Z & — fE f ,u , P,-p.s.

Pour tout entier n € N; soit N, (x) := Z?:o 1¢x,—z}, qui représente le nombre de visites
a I'état = par la chaine avant l'instant n ; on a TWe(®) < p < TOR@)HD - Done

T(Nn(2)+1) _1

n N (z)
Zf(Xi) < Z f(X;) = Z &

=0

13D’apres 'Exemple 7?7 du Chapitre 22, (T, n > 0) est effectivement une suite croissante de temps
d’arrét.



82 Chapitre 3. Chaines de Markov

ce qui entraine que

. Z?: f(X3) f fdp
hin—i}ip W E(&) = i@) P,-p.s.
De méme, puisque
n T(Nn(2)) T(Nn (@) _1 Ny () —
> f(x Z fx) > Y X Z &,
i=0 1=0
on a aussi > X f 14
i JgJ QK
hggolfT (60) u(x) ’ Px‘p's'
D’ou .
lim Do J(Xi) fEfd/jJ’ P,-p.s.

o Na@) @)
L’identité reste valable avec g a la place de f, et I'on prend le rapport pour obtenir conver-
gence presque sure (sous PP,.) pour le rapport. Cette convergence p.s. reste également valable

sous P, par définition de IP,. O

Corollaire 6.3. Supposons que la chaine est irréductible et récurrente. Alors pour tout
yek,

e dans le cas récurrent positif,

1 n
- Z Lix,—yy — 7(y), P,-p.s.,
i=0

ou 7 est ['unique probabilité invariante ;

e dans le cas récurrent nul,
=
E Z 1{Xi:y} — 0, P,,—p.s.
i=0

Fixons z € E. Puisque %Z?:_()l 1ix,—y; < 1, le théoreme de convergence dominée nous
dit que pour une chaine irréductible et récurrente, %Z;:OI [Q](z, y) converge p.s., soit vers
7(y) (qui est strictement positif) dans le cas récurrent positif, soit vers 0 dans le cas récurrent
nul. Le corollaire donne également une explication au sens des expressions telles récurrence
positive ou récurrence nulle : la proportion asymptotique du temps passé a un état est

positive dans le premier cas, et est nulle dans le second cas.
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La convergence de la somme de Cesaro %Z?;Ol [Q")(z, y), n’implique cependant pas né-
cessairement la convergence de [Q"](x, y). En voici un exemple simple a deux états, avec
E :={1,2} et p(1,2) =p(2,1) =1 (donc p(1, 1) = p(2, 2) = 0). Il convient de formuler

sous la forme matricielle :
(01 s (10
=1 ) @=( 1)

La chaine est irréductible et récurrente, mais Q™ est la matrice identité si n est pair, et est
@ si n est impair : [Q"](x, y) ne converge pas.
Dans le Théoreme ?7? ci-dessous, on verra que ce phénomene “cyclique” est la seule possi-

bilité pour empécher [Q"|(x, y) de converger. On introduit d’abord la notion de périodicité.

Définition 6.4. Soit x € E un état récurrent. Considérons [’ensemble

Le plus grand commun diwviseur de I, noté par d,, est appelé la période de x.

Remarque 6.5. Il est clair que [, est stable par addition : si m, n € I, alors m+n € I,
(car [Q™1"](x, ) > [Q™](x, z) [Q™](x, ) > 0). Donc I, est un semi-groupe (I’associativité

étant évidente). Le sous-groupe engendré par I, est I, — I, = d, Z. 0

Proposition 6.6. Supposons que la chaine est irréductible et récurrente.
(i) Tous les états ont la méme période, appelée la période de la chaine et notée d.
(ii) Sid =1 (la chaine est alors dite apériodique), alors pour tous x, y € E, il existe

ng < oo tel que [Q"](x, y) >0, Yn > ny.

Preuve. (i) Soient x # y € E. Par I'irréductibilité, il existe des entiers m > 1 et £ > 1 tels
que [Q™](x, y) > 0 et [Q](y, x) > 0.

Sin € I, alors [Q™](y, y) > [Q")(v, z) [Q"](z, ) [Q™](z, y) > 0; donc {+n+m € I,.
Ceci implique que I, — I, C I, — I, de sorte que d, est un multiple de d,, (i.e., d, est diviseur
de d,). En interchangeant les roles de x et de y, on obtient d, = d,,.

(ii) Puisque la chaine est irréductible, il existe m tel que [Q™](x, y) > 0 ; donc tout ce
qui reste a traiter, c’est le cas x = y.

Montrons d’abord lexistence de i € N tel que [Q'](y, y) > 0 et que [Q“"](y, y) > 0.

Soient £ et {+k deux éléments de I,,. Si k =1, iln’y arien a prouver. Sinon (i.e., k > 2),

puisque d,, = 1, ce qui signifie que le plus grand commun diviseur de I, est 1, il existe ¢; € I,
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qui n’est pas un multiple de k. On écrit ¢, = mk +r, avec m € N et 0 <r < k. Comme I,
est stable par addition, on a (m +1)(¢{ + k) € I, (car { +k € I,) et (m+ 1)+ ¢y € I, (car

¢ e 1, et by € 1,). La différence de ces deux éléments de I, est
(m+1)l+E)])—[(m+1)l+b]=m+Dk—0=k—1r<k.

En itérant 'argument au plus k£ — 1 fois, on arrivera a trouver un couple d’entiers consécutifs
v et ¢+ 1, tous deux éléments de 1,,.

Si ¢ = 0, la conclusion cherchée est triviale, avec ng = 0. Si ¢ > 1, pour tout k €
{0,1,---,i—1},ona

[Q7*H](y, y) = [QHHVTERI (y y) > 0.

Ainsi, en prenant ng := %, on obtient [Q"](y, y) > 0, ¥Yn > ny. O

Théoreme 6.7. Supposons que la chaine est irréductible, récurrente positive, et apériodique.

Pour tout x € F,

D oIQ (@ ) =7y =0, oo,

yel

ou  est ['unique probabilité invariante.

Preuve. Définissons la matrice de transition ) sur E? par

p(xa y) = p(xb yl)p(x% y?)v X = (3317 x?) € E27 y = <y17 y?) € E27

Soit (X!, X2)nen, (Px)xep?) la chaine de Markov canonique de matrice de transition Q.

Observons que @ est irréductible : si x et y sont des états quelconques de E x E, il résulte
de la Proposition 7?7 qu’il existe des entiers n; et ny tels que [Q"](x1, y1) > 0, Vn > n; et
que [Q"](z2, y2) > 0, ¥n > ny ; donc pour tout n > max{ny, ny}, [Q (%, y) > 0.

Observons également que 7 ® 7 est invariante pour Q :

Y @em@E)pxy) = Y wle)w(zs)plen yi)p(ee, y)

x€E? xc E2
= Z m(x1) p(z1, Y1) Z m(z2) p(2, Y2)
r1€EE o€l

= 7w(y)m(y2) = (1 @7)(y).

La chaine étant irréductible et possédant une probabilité invariante, il résulte de la Propo-

sition 7?7 qu’elle est récurrente positive.
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La raison pour laquelle on a introduit la nouvelle chaine est que

[Q"](x, y) = 7(y) = Pros, (Xn = y) — Pras, (Xn = ¥) = Ergs, [Lixz=y) — Lixizy)-
Considérons le temps d’arrét
T:=inf{neN: X} = X}, inf @ := oo.

L’identité précédente nous dit que

Q"(x, y) = 7(y) = Ergs, [Lirsny (Lixz—y — Lixi—y)]

+ Z ZE@&Z [1{T:k,x,1:x,§:z}(1{X,%:y} — 1ixp=y)]- (6.1)
k=0 2€E

Pour k € {0, 1, --- , n} et z € E, on a, par la propriété de Markov,

ﬂ-®61[1{T:k,X1:X,§:z}] [Qnik}(% Y)

&=

Er@ém[1{T=k,xgzxg=z}1{Xﬁ=y}] -

= Ew@éz[1{T=k,X;=X,§=z}1{X}L=y}]7

ce qui signifie que la double somme a droite de (?7?) s’annule. Donc

Q" y) =7l = Y |Brss [Lrsn (1= — L=l

yer yer

< > Erws [Lrsny (Lixg=yy + Lixi=n)]

yeE

= 2F7T®5J<T > n),

qui tend vers 0 lorsque n — oo, car la nouvelle chaine est récurrente. 0

7. Martingales et chaines de Markov

On continue a travailler avec la chaine canonique. Pour toute fonction f: E — Ry, on

note

Qf)(x) = p(x, v)fly) = E[f(X1)], z€E.

yekr

Définition 7.1. Une fonction f : E — R, est harmonique (resp. surharmonique) si pour
tout x € F,

f(@) = [Qf(x)  (resp. f(x) = [Qf](x)).
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Plus généralement, si A C E est non vide, on dit que f est harmonique (resp. surharmo-

nique) sur A si, pour tout x € A,

f@) =1Qf](x)  (resp. f(z) = [Qf](x)).

Remarque 7.2. Plus généralement, on peut considérer les fonctions harmoniques ou surhar-

moniques de signe quelconque. 0

Proposition 7.3. Soit f : E — R,.

(i) Une condition nécessaire et suffisante pour que f soit harmonique (resp. surharmo-
nique) est : pour tout x € E, (f(X,), n > 0) est une martingale (resp. surmartingale) sous
P, par rapport a la filtration canonique (%,).

(ii) Soit A C E non vide, et soit

T4 :=inf{n e N: X,, ¢ A}, inf @ := oo.

Si f est harmonique (resp. surharmonique) sur A, alors pour tout x € A, (f(Xnarse)s n > 0)

est une martingale (resp. surmartingale) sous P,.

Preuve. On écrit la preuve seulement pour les fonctions harmoniques, la preuve pour les
fonctions surharmoniques étant tout a fait similaire.

(i) “=" Soit z € E. OnaE,[f(X1)] = f(x) < oo, et par récurrence en n, E,[f(X,)] < oo,
Vi € N. De plus, E,[f(Xni1) |- Z] = Xy F0) (Xa, 1) = F(Xo), done (F(X,), n > 0) est
une (%, )-martingale sous P,.

“<” Soit « € E. La propriété de martingale de (f(X,), n > 0) implique que f(z) =
E.[f(X1)] =2 ,cr f(y) p(z, y), i.e., f est harmonique.

(i) Soit z € A. On écrit

f(X(nJrl)/\‘rAc) - f(Xn-l—l) ]-{TAc>n} + f(XTAc) 1{TAc§n}7

et calcule espérance conditionnelle (sachant .%,) pour chacun des deux termes a droite.
Pour le premier terme : comme {74c > n} € F,, on a E,[f(Xni1) Lippesny | Fn] =
Liryesny E.[f(Xn41) | ] = Liryesny ZyeE fW)p(Xn, y), ce qui est Lirjesny f(Xn) car f est
harmonique sur A.
Pour le second terme : on a f(X;,.) Lir,e<nt = f(Xryenn) 1irae<n} qui est F,-mesurable ;
ainsi By [f(Xorye) Yirpe<ny | Tl = F(Xose) Lirpeny-
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Par conséquent,

ESE [f(X(n+1)/\TAc )

Fo) = Vpsesmy F(X0) + F(Xrie) Lirsecny = f(Xnrge)-

En particulier, on voit par récurrence que E,[f(Xuar,.)] = f(z) < oo. Conclusion :
(f(Xnarse), > 0) est une martingale. O

Théoréme 7.4. Soit A ; E non vide. Soit g : A° — R une fonction bornée. Posons
h(z) == Ex[g(XrAc) 1{TAc<00}]> r € k.

(i) La fonction h est harmonique sur A.
(ii) Supposons que P {1sc < 00} =1, Vo € A. Alors h est l'unique fonction bornée sur

E qui soit harmonique sur A et qui coincide avec g sur A°.
Preuve. (i) Soit x € A. Par définition, P,{74c = 1 + (14 00;)} = 1, et donc'*

g(XTAc) 1{TAC<OO} == [g(XTAC) 1{TAC<OO}] o 917 ]P)I_ps
Ainsi,
h(x) = EI{[Q(XTAC) 1{TAC<OO}] o 91}

= Ex{Exl [g(XTAC) 1{TAC<OO}]} (propriété de Markov)
= E,{h(X1)} (définition de h)

= > h(y)plx, ).

yeE
Ceci montre que h est harmonique sur A.

(ii) (Existence) On sait déja que h est harmonique sur A. Siz € A° alors 74 = 0 P,-p.s.,
donc h(z) = g(x). La bornitude de h provient de celle de g.

(Unicité) Soit I une autre fonction satisfaisant les conditions du théoréme. Pour z € A°,
on a h(z) = g(z) = h(z). Pour € A, comme Y, = E(XMTAC) est une martingale sous
P, (d’apres la Proposition ?7), qui est bornée, elle converge P,-p.s. et dans L', vers Y, :=
E(XTAC) = g(X,,.)."” Par conséquent,

M(z) = E,(Yp) = Ey(Yao) = E[g(Xo,. )],

ce qui, par définition, vaut h(x). O

“Plus généralement, si S et 7" sont des temps d’arrét, alors U := [T + (S 0 07)] Lircooy + 00 X 1ir—oc}
est un temps d’arrét, et Xy = Xg o 01 sur {U < oco}.
15Rappelons que par hypothese, 74 < 0o, P,-p.s.
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Exemple 7.5. (Probleme de Dirichlet discret). Soit A C Z? un sous-ensemble fini non

vide. La frontiere de A est définie par'

OA:={y e ZNA: |y —z| =1 pour un x € A}.

On écrit A := AU OJA.

Une fonction & définie A est dite harmonique sur A (au sens discret) si pour tout x € A,
h(z) est la moyenne des valeurs de h sur les (2d) sites voisins de x. Cette définition coincide
avec celle de la Définition 7?7 si 'on prend le noyau de transition de la marche aléatoire

simple sur Z%: p(z, x + ¢;) = p(x, v — ¢;) = Q—Id, pour i = 1, ---, d, ou ey, -+, eq sont les
vecteurs unité de Z¢.

D’apres le Théoréme ??, toute fonction positive'”g définie sur A peut étre étendue,
d’une facon unique, & une fonction positive sur A qui soit harmonique sur A : cette fonction

est donnée par
M) = Eug(Xr,)l, @ €A,

ol
Toa :=1nf{n e N: X, € 0A}.

En appliquant le Théoréme ??, on a, a priori, besoin de définir g sur Z?\ A et non
seulement sur JA ; cependant, les valeurs de g sur Z49\ A n’ont aucune influence sur les
valeurs de h sur A.

Application en physique : On met le voltage 1 a JA et le voltage 0 a un point o € A
fixé : quel est le voltage a un point x € A générique ?

Réponse : le voltage h(z) au point x € A est donné par
h(z) == Pu{794 < Tuo }-

Ceci correspond a la fonction harmonique sur A associée a g = 1 sur 0A. O

6Notation : “| - |” désigne la norme L' sur Z<.
7Comme A est un ensemble fini, la bornitude de ¢ est automatique.



Appendice A

Rappels de théorie de l'intégration

On rappelle quelques notions et résultats de base de la théorie de l'intégration. Les
notations étant celles usuelles de la théorie de la mesure, elles se different légerement des
notations probabilistes ; par exemple, l'espace mesurable générique est noté (E, &) ici,

plutot que (2, %) en théorie des probabilités.

1. Espaces mesurés

Soit £ un ensemble non vide. Une tribu (= o-algebre = o-algebre de Boole) A sur E
est une famille de parties de E telle que :

(i) B e o,

(i) Ae o = A°c o ;

(iii) A, € &, Vn > 1 = U, A, € .
On appelle (E, &) un espace mesurable. Les éléments de </ sont appelés parties mesu-

rables.

Définition 1.1. Soit € une famille de parties de E non vide. Il existe une plus petite tribu

sur E qui contienne €, notée o(€). On a alors

€)= [ <.

o tribu, €Co
On appelle o(€) la tribu engendrée par €.

Une mesure (positive) sur I'espace mesurable (E, &7) est une application u : &7 — [0, o0

telle que :
(i) w(@) =0;

89
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(ii) (o-additivité) pour toute suite (A4, ),>1 de parties mesurables deuz-ad-deux disjointes,

on a pu(Up>14,) = Zn21 1(An)-
On appelle (E, &7, 1) un espace mesuré.

Terminologie. On dit que p est une mesure finie si u(E) < oo (dans ce cas, ju(E) est appelée
la masse totale de p), et qu'elle est o-finie s’il existe une suite (A,,) de parties mesurables
telle que £ = U,>14,, et que u(A,) < oo, Vn. d

On verifie assez facilement que pour des suites de parties mesurables (A,, n > 1) et
(Bp,n>1) "

o (Ay) T = u(Unx1A4n) = limy oo p(Ay).

® (Bn) {4, Ing i(Bny) <00 = pu(Mp>1Bn) = limy, o0 p1(By).

Exemple 1.2. (Tribu borélienne réelle). Lorsque £ = R (plus généralement, lorsque E
est un espace topologique quelconque), on lui associe souvent la tribu borélienne #(E) qui
est celle engendrée par la classe des ouverts de F. Autrement dit, c’est la plus petite tribu
associée a E qui contienne tous les ouverts de E.

On vérifie assez facilement que Z(R) est également engendrée par les intervalles |a, b|
(avec a, b € R, et a < b), ou par les intervalles | — 0o, a[ (avec a € R), ou encore par les
intervalles | — oo, a| (avec a € Q), les intervalles ouverts pouvant étre remplacés par les
intervalles fermés.

On vérifie aisément que Z(R) @ Z(R) = B(R?).

A chaque fois que l'on parle de I'espace R, sauf mention du contraire, on lui associe la
tribu borélienne Z(R). O

Soient (E, ), (E, &), (Ey1, &) et (Es, &) des espaces mesurables.
Une application f : F — E est mesurable si

VBe &, fYB)ed.

Propriétés :

e La composition de deux applications mesurables est mesurable.

e Soit f: (E, o) — (E, & ). Pour que f soit mesurable, il suffit qu’il existe une sous-
classe € C & avec o(€) = &, telle que f~1(B) € o, VB € €.

Notations : (A,) 71 signifie que A, C A,i1, Vn ; de méme, (B,) | signifie que B, D B,i1, Vn.
Observons que la condition Ing p(By,) < oo est automatiquement satisfaite lorsque p est une mesure finie
(en particulier, lorsque p est une mesure de probabilité).
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e Soient gy : (K, &) — (El, éz) et go: (F, o) — (EQ, g’g) deux applications. L’appli-
cation g : (E, &) — (Ey X B, & ® (:532) définie par g(z) := (g1(x), g2(x)) est mesurable si

et seulement si g; et g, sont mesurables.”

Ces proporiétés élémentaires ont des conséquences intéressantes :

e Soit f : (E, &) — (R, Z(R)). Pour montrer la mesurabilité d’une application f, il
suffit que les ensembles f~1(]a, b[), ou méme f~'(] — oo, a[), soient mesurables.

e Si F et F sont des espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes, toute appli-
cation continue est mesurable.

eSif g: (E, o) — (R, Z(R)) sont des fonctions mesurables, alors les fonctions f + g,
fg, max{f, g}, min{f, g}, fT :=max{f, 0}, /~ = max{—f, 0} sont également mesurables.

e Si (f,) est une suite de fonctions mesurables de E dans R := R U {—o00, oo}, alors
SUP,,>1 fn, infy>1 fr, limsup,, . fn, liminf, . f,, sont également mesurables. [En partic-

ulier, si la suite (f,,) converge simplement, sa limite lim,, ., f, est mesurable.]?

Définition 1.3. Soit f: (E, ) — (E, g) une application mesurable, et soit p une mesure
sur (E, &). La mesure image de p par f, est la mesure sur (E’, @E) qui donne valeur
w(f~Y(B)) a tout B € &.

2. Intégration par rapport a une mesure

2.1. Intégration des fonctions positives

Soit (F, &, p) un espace mesuré.

Une fonction mesurable f : E — R est dite fonction étagée si elle s’écrit
fl@)=> ails(z), z€E,
i=1

oin>1, a; <ay<--- < ay, et pour tout i, A; := f'{w}) € &.

2Pour la mesure produit éNal ® é~a2, voir les rappels en Section ?7.

3Rappelons que si (a,) est une suite d’éléments de R, on définit limsup,, .. @, := lim, o | (supy>,, ax)
et liminf,,_, o apn = limy, oo T (infi>p ag), les limites existant dans R. [Autrement dit, limsup,, .., an et
liminf, .~ a, représentent, respectivement, la plus grande et la plus petite valeur d’adhérence de la suite

(an)l
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Définition 2.1. Soit f une fonction étagée a valeurs dans Ry. L’intégrale de f par rapport

a p est définie par
[an= [ ran=3"aina) € b, <)
E i=1

avec la convention 0 X 0o := 0 si a; = 0 et p(A;) = oo.
Cas particulier : si f:=1,4 avec A € &, alors [ 14dp = p(A).

Propriété 2.2. Soient f et g des fonctions étagées positives.
i) [(af +bg)du=a [ fdu+b [gdu, Ya, b>0.
(i) f<g = [fdu< [gdpu.

Définition 2.3. Soit f : E — [0, co| une fonction mesurable. On pose

/fdu = sup { /gd,u g < f, gétagée positive}.

Si f est une fonction étagée positive, cette définition de [ fdu comncide avec celle de la
Définition 7?7 (par 'assertion (ii) de la Propiété 77).

On notera indifféremment [ fdy, [ f(z)p(dz) ou [ f(z)du(x).

Attention : désormais, “fonction mesurable positive” signifie fonction mesurable a valeurs
dans [0, oo] (tandis que fonction étagée positive signifie, par définition, fonction étagée a

valeurs dans R).

Propriété 2.4. Soient f et g des fonctions mesurables positives. Si f < g, alors [ fdu <
J9du.

Théoréme 2.5. (Théoréme de convergence monotone de Beppo Levi) Soient (f,)

une suite de fonctions mesurables positives, et soit f :=lim,, .o T f.. Alors

[ ran=tim 1 [ .dn
n—oo
Preuve. Comme f,, < f, Vn, on a [ fdu > lim, e T [ fndp. Pour I'inégalité dans lautre
sens, soit g < f une fonction étagée positive : g :=> " a;14,. Soit 0 < a < 1, et soit
B, i={z € E: ag(s) < fule)}.

Il est clair que (B,,) est une suite croissante de parties mesurables, et U,>1 B, = E (car,
si z est tel que g(z) > 0, alors f(z) > 0, et comme a < 1 tandis que f,(z) T f(z), on a
ag(z) < fn(z) pour tout n suffisamment grand ; si g(z) =0, on a ag(z) < f,.(z), ¥n).
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Pour tout n, on a aglp, < f,, et donc

/fndu > /ag 1p, du = aZai,u(Ai N B,).
i=1
On fait maintenant n — co. A droite, comme B,, T avec U2 B, = E, on a u(A; N B,) 1
w(A;), Vi, et done Y0 aip(A; N By) T30 aup(4;) = [ gdu. Par conséquent, lim,, o 1
[ fadp>a [gdpu.
Comme a peut étre aussi proche de 1 que possible, on obtient lim,, o T [ f, dp > [ gdu.
La fonction g < f étant étagée positive quelconque, on a donc lim,, oo T [ frdp > [ fdp.O

Théoréme 2.6. Si f,,, n > 1, sont des fonctions mesurables positives, on a [ > o fndp =

ZnZl f Jndp.

Preuve. It suffit d’appliquer le théoréeme de Beppo Levi a la suite (3., f;, n > 1). 0

Théoréme 2.7. Soit f une fonction mesurable positive. Il existe une suite croissante (f,)
de fonctions étagées positives telle que f, 1 f. [En conséquence, [ f,du?t [ fdu, ce qui est

en accord avec la Définition ?77.]

Preuve. Pour tout n > 1, on définit la fonction étagée f,, := min{ LQ;nf | ,n}. Alors f, 1 f. O

Terminologie. On dit qu'une propriété est vraie u-presque partout, ou p-p.p., voire
simplement p.p. s’il n’y a pas d’ambiguité, si elle est valable sauf sur un semble de mesure

nulle. Par exemple, pour un couple de fonctions mesurables f et g, f = g u-p.p. signifie

u({z € B: f(x) # g@)}) = 0.

Propriété 2.8. Soit f une fonction mesurable positive.
i) [fdu<oo = f<oop.p.
(i) [fdu=0 < f=0pp.

Preuve. Montrons d’abord inégalité de Markov : p({z € E : f(z) > a}) < 2 [ fdp,
Va > 0.

Soit A:={x € E: f(x) >a}. Ona f >aly. Donc [ fdu> [alsdu=ap(A).

[Méme si 'inégalité est toujours valable, elle n’est intéressante que si [ fdu < 0o.]

(i) Soit A, := {x € E: f(x) > n}. Alors (A4,) est une suite décroissante de parties
mesurables, et N,>14, = {z € E: f(z) = co}. Comme [ fdu < oo, on a, d’apres (i),
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1(Ay) < oo. Donc p({z € E : f(x) = co}) = lim, 00 4 p(A4,). Or, d’apres 'inégalité de
Markov, u(A,) <1 [ fdp—0; dou p({z € E: f(z) =oo}) = 0.

[On peut également prouver cette propriété en utilisant un argument par ’absurde.]

(ii) “«<=” Trivial par définition.

“=7” Soit B, = {z € E : f(z) > +}. Alors d’apres (i), w(B,) < nf fdp =0 ;
donc p(B,) = 0, Vn. Or, (B,) étant une suite croissante d’ensembles mesurables, on a
w(Up>1B,) = lim 1 u(B,) = 0. 1l suffit alors de remarquer que U,> B, = {z € E: f(z) >
0}. 0

Théoréeme 2.9. (Lemme de Fatou). Soit (f,) une suite de fonctions mesurables positives.
Alors

/(lim inf f,,) dp < lim inf/fn dp.
n—oo n—oo

Preuve. [L’intégrale [(liminf, . f,)du est bien définie, car liminf,_,, f, est une fonction
mesurable, et évidemment positive. |
Soit ¢, := inf,,>, fn. Par définition, liminf, . f, = lim, -« T g», et donc par le

théoreme de convergence monotone,
/(liminf fo)dp = lim 71 /gn dp.
n—oo n—oo

Or, pour tout m > n, on a g, < fn, et donc [ g,dp < [ fn dp, avec m > n quelconque ;
d’ott [ g dp < infpysy [ fmdp. On fait n — oo dans les deux cotés. A gauche, on a vu que
cela vaut [(iminf, o f,,) dp. A droite, cela vaut lim inf, . [ fadp. O

2.2. Fonctions intégrables

Soit (F, &, p) un espace mesuré.

Définition 2.10. Soit f : E — [—o00, 0| une fonction mesurable. On dit que f est
intégrable par rapport a p (ou : p-intégrable) si

Dans ce cas, on pose
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On voit que f est intégrable si et seulement si [ f*du < co et [ f~du < oo. Dans le
cas ou f est positive, la définition de [ fdu coincide avec celle précédente.
On note Z1(E, o, j1) I'espace des fonctions u-intégrables, voire ! s’il n’y a pas de

risque d’ambiguité.

Propriété 2.11. Soient f, g € LYE, o, u).
G) | ful < f1f]dp.
(ii) [(af +bg)dp=a [ fdu+b [gdu, Va, b e R.
(i) f<g = [fdu< [gdu
(iv) h fonction mesurable telle que f = h p.p. = he LYE, o, p) et [hdp= [ fdu.

Théoréme 2.12. Soit : (E, o) — (F, ) une application mesurable, et soit v la mesure

image de p par ®. Alors pour toute fonction mesurable f : F — [—o00, o0],

[rowyau= [ ran

st au moins l'une des deux intégrales est bien définie.

Preuve. Si f = 1p avec B € £, I'identité est trivial, car

/ fdv = v(B) = u(@ 1 (4)) = / (150 ®)dp.

E

Par linéarité de l'intégrale, I'identité reste valable pour toute fonction étagée f, et donc
encore valable si f est une fonction mesurable positive (il suffit d’utiliser le fait que f est
la limite croissante d’une suite de fonctions étagées positives et appliquer le théoreme de
convergence monotone). Enfin, si f est de signe quelconque, on peut considérer séparément
ftet f. O

Théoréeme 2.13. (Continuité de ’intégrale par rapport a la mesure). Soit [ €
LYWE, o, p). Pour tout ¢ > 0, il existe & > 0 tel que pour tout A € @ avec u(A) < 6, on

a [, |fldp <e.

Preuve. Montrons d’abord qu'il existe B € &7 avec u(B) < oo, tel que |f| 15 est bornée, et
que [p. [fldu <e.

Soient B, := {+ < [f] < n}, n > 1. Comme |f|1g, T |f|1{f<c} (quand n — o0), il
résulte du théoréme de convergence monotone que lim, . 1 [ 5, [fldp = | (1f]<o0} |fldu =

J|fldp < oo (la derniére égalité étant due au fait que |f| < oo, p.p.). Donc [p. |f|du — 0,
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alors que pour chaque n, u(B,) < u({|f| = }) < n [|f|dp < oo, et | f| 15, est bornée (par
On a donc trouvé B € &7 avec u(B) < oo, tel que |f|1p est bornée (disons par C'), et

que [, |fldp <e. Donc si u(A) < é:= &, on aura

ot
/Ifldu:/ |f|du+/ fldu<CuA) + [ 1fldu<2e,
A ANB ANBe¢ Be

ce qu’il fallait démontrer. O

Théoréme 2.14. (Théoréme de convergence dominée de Lebesgue). Soit (f,) une
suite de fonctions dans LY(E, o, ). On suppose :

(1) Il existe une fonction mesurable [ telle que f, = f, u-p.p. ;

(2) Il existe g intégrable telle que pour tout n, |f,| < g, p-p-p.
Alors f € L1, et lim, o0 [ |fn — fldp = 0. En particulier,

lim [ f,du= /fd,u.
n—roo

Preuve. On suppose d’abord que les hypotheses suivantes plus fortes sont satisfaites :

(1) fu(z) = f(x), Vo € E.

(2') 11 existe une fonction mesurable g : E — R, telle que [gdu < oo, et que | f,(z)] <
g(x),Vn,Vz € E.

La propriété f € LY (E, o, p) est alors claire puisque |f] < g et [ gdu < co. Ensuite,
puisque |f, — f| < 2g et |f, — f| — 0, on peut appliquer le lemme de Fatou a la suite de

fonctions positives (2g — |f. — f|), pour voir que
liminf/(2g —fu = fDdp > /liminf (29— [fu— f)du = 2/gdﬂ~
n—o00 n—oo

Par linéarité de I'intégrale et le fait que [ gdu < oo, on obtient limsup,_,.. [ |f,—f|du <O0.
Donc [ |f, — f|dp — 0.

Dans le cas général ot 'on suppose seulement (1) et (2), on pose

A={zx e E: folr) = f(x)}n{z € E: g(x)<oo}ﬂﬂ{xEE: |fu(2)] < g(x)} € .

n>1

Par hypothese, u(A°) = 0.
Soient f, := fu1laet f:= f14. On peut alors 'argument ci-dessus a (ﬁ) et f, pour voir
que [ |fu — fldp — 0. Or, fu = fo p.p., et f = fpp., donc [|fn — fldu= [|fn — fldp.O
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3. Espaces produit et théoreme de Fubini

Soient (E, &) et (F, $) deux espaces mesurables. On peut alors munir le produit

cartésien £ x F' de la tribu produit
I QB :=c(AxB: Ac o, BeRB).

Les ensembles de la forme A x B (avec A € o et B € AB) sont appelés pavés (ou : pavés
mesurables), qui sont donc mesurables par rapport a la tribu produit.

Si C'C E x F, on pose, pour x € F,
et pour y € F,
CV:={reE: (z,y) €C}.

Si f est une application définie sur E x F, on note pour z € E, f.(y) := f(z, y), et pour
yer, fix) = flz, y)

Théoréeme 3.1. (i) Soit C € o @ AB. Alors pour tout x € E, on a C,, € B, et pour tout
yeF, onaCVe.d.

(ii) Soit f : Ex F — G une application mesurable pour la tribu produit of @ . Alors
pour tout v € E, f, est B-mesurable, et pour tout y € F, fY est of -mesurable.

Preuve. (i) Fixons = € E, et posons
¢ ={CedHB: C, € B}

Il est clair que € contient tous les pavés car si C = A x B avec A € o/ et B € 4, alors C,
est B ou @ selon que z € Aoux ¢ A.

Par ailleurs, on vérifie facilement par définition que % est une tribu (car contenant
E x F, stable par passage au complémentaire, et stable par réunion dénombrable). Donc
C =9 R AB.

(ii) Pour toute partie mesurable D de G,

fAD)={yeF: flz,y)eDy={yeF: (z,y) € f{(D)}= (D).

ce qui est un élément de & d’apres (i). O
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Remarque 3.2. Il ne faut pas confondre le Théoréme ?7 avec le fait élémentaire que (fi, f2)
est mesurable si et seulement si f; et fy sont mesurables. D’autre part, la “réciproque” du

Théoréeme 7?7 est fausse. O

Théoréme 3.3. Soient i et v des mesures o-finies. Alors il existe une unique mesure m
sur (E x F, o ® B) telle que*

m(A x B) = u(A)v(B), VAe o/, VB € A.

Preuve. (Unicité) Supposons que m et m sont deux mesures sur .7 ® 4 vérifiant la propriété
énoncée du théoreme.

Comme p et v sont o-finies, il existe des suites croissantes (A4,) C o7 et (B,) C 4, telles
que u(Ay) +v(B,) < 00, Vn, et que E = Uy>1 A, F = U,>1B,.

Posons C,, := A,, X B,,. Alors (C,,) est croissante, et U,>1C,, = E X F.

e m et m coincident sur la classe des pavés, qui est stable par intersections finies et
engendre la tribu produit &/ ® £ ;

o m(C,) = p(A,) v(B,) =m(C,) < oo, Vn.
Par classe monotone, les deux mesures m et m sont identiques.

(Existence) On pose, pour tout C' € &7 ® A,

m(C) :/EV(Cz)M(dﬂ?)- (3.1)

Remarquons que v(C,) est bien définie pour tout x € E d’apres le théoreme précédent. Pour
que la formule (?7) ait un sens, il faut encore vérifier que la application = — v(C,) est
mesurable.

Supposons d’abord v finie. Posons
G ={CedA: x— v(C,) est &/-mesurable }.

Alors,
e ¢ contient tous les pavés, car si C = A x B € & @ A, alors v(C,) = 14(x) v(B) qui

est o/-mesurable en x ;
e ¢ est une classe monotone : si C' C C” sont mesurables, on a v((C'\C),) = v(C.) —

v(C,) (car v est finie !) et si (C,) est une suite croissante, v((U,Ch,)z) = lim, 00 ¥((Ch)2)-

La classe des pavés est stable par intersections finies. Par classe monotone, ¥ = &/ ® 4,

ce qui donne la mesurabilité recherchée pour I'application z — v(C,).

4Convention usuelle : 0 x 0o := 0.
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Dans le cas général ou v n’est pas nécessairement finie mais seulement o-finie, on choisit
une suite croissante (B,,) d’éléments de Z telle que F' = U,>1B,, et que v(B,) < oo, ¥n. En
considérant la mesure finie v, (B) := v(B N B,), B € A, on voit que = +— v,(C,) est /-
mesurable pour tout C' € &7 ® Z. 1l suffit alors de remarquer que v(C,) = lim, o T 1,(C,).
D’otu la mesurabilité recherchée pour I'application x — v(C,) dans le cas général.

Montrons ensuite que m est une mesure sur (E X F, &7 @ B) : on am(Z) =0, et si (Cy,)
est une suite de parties disjointes de &7 ® £, les (C},), sont aussi disjoints pour tout x € F,

et donc

m(Ue) = [ () utan) = [ o( @) nta) = [ 320((€) utao)

D’apres le Théoreme 77, on peut inverser somme et intégrale, pour voir que tout cela vaut
=3 [ A(Cn ) = i)
n>1 n>1

ce qui prouve la og-additivité de m : m est bien une mesure. De plus, par définition, on a

clairement m(A x B) = u(A) v(B) pour tous les pavés. O

Notation et remarque. La mesure m sera notée m = y ® v, que l'on appellera mesure
produit, est une mesure o-finie sur l'espace produit (£ x F, & ® ). La preuve du théoréme
montre que pour tout C' € &7 @ XB,”

(4 ® v)(C) = [E v(Cy) plde) = /F u(C) (dy).

On a déja prouvé la premiere identité. Pour la seconde, on définit m par
P(C) = / W(C(dy), VO € @B,
F

Exactement comme pour m, on voit que m est une mesure sur (£ X F, o ® A), et qui

attribue aux pavés les mémes valeurs que m. Par classe monotone, m = m. [l

Théoréme 3.4. (Théoréme de Fubini—Tonelli) Supposons que p et v sont o-finies. Soit
f: ExF — |0, o] une fonction mesurable.

(i) Les fonctions x — [, f(z, y)v(dy) et y — [, f(x, y) p(dz) sont respectivement o -
mesurable et JB-mesurable.

(ii) On a

g Y //f” (dy) J(da) = //fl’y (d2))v(dy).

SFaisant partie de I’énoncé de la remarque : x — v(C;) et y — p(CY) sont mesurables.
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Prewve. (i) Si f = 1¢ avec C' € &/ ® A, on a déja vu que la fonction z — [, f(z, y) v(dy) =
v(C,) est o/-mesurable, et de méme y — [, f(z, y) p(dz) = p(CY) est ZB-mesurable. Par
linéarité, on déduit que le résultat de (i) est vrai pour toute fonction étagée (positive). Enfin,
si f est quelconque (mais positive), on peut écrire f = lim, oo T fn, OU (f,) est une suite

croissante de fonctions étagées positives, et on utilise le fait qu’alors,
[ rawyviay = 1 [ fule ) viay)
F n—oo F

et de méme pour [, f(z, y) p(dz).
(ii) Pour f =1¢, avec C € & ® A, le résultat de (ii) annoncé est

(1@ v)(C) = / V() ul(da) = /F u(C) w(dy),

ce qui a déja été prouvé précédemment. On en déduit, par linéarité, le résultat voulu quand
f est étagée (positive), puis par limite croissante pour f quelconque (mais positive) : on

remarque, par exemple, si f =1lim,, .o T fn, avec f,, >0, Vn, on a

/E</Ff(a:, y) V(dy)>ﬂ(dx) = lim 1 ; </an(x, y)u(dy))lu(dg;)’

par une double application du théoreme de convergence monotone. 0

Théoréme 3.5. (Théoréme de Fubini—Lebesgue) Supposons que p et v sont o-finies.
Soit fe LYNEXF, o @B, uxv). Alors

(i) p(dz)-p.p. la fonction y — f(x, y) est dans L(F, B, v), et v(dy)-p.p. la fonction
x— f(x,y) est dans LYE, o, ).

(ii) Les fonctions x — [, f(x, y)v(dy) et y — [, f(z, y) p(dx), bien définies sauf sur
un ensemble mesurable de mesure nulle, sont respectivement dans LY (E, o, u) et dans
ZLWF, B, v).

(iii) On a

[ gawen = [ ([ s pvtan)uan = [ ([ 16 )

Preuve. (i) [On reconnait que les fonctions y — f(x, y) et x — f(z, y) ont été précedemment
notées par f, et par fY, respectivement. |

En appliquant le théoréme de Fubini-Tonelli a |f], on a
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qui est finie par hypothese. Donc p(dx)-p.p., [, |f(z, y)|v(dy) < oo, et la fonction y
f(z, y), dont on sait déja la mesurabilité grace au Théoreme ?7, est dans £ (F, 4, v).

(i) En écrivant f = fT — f~ et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on voit que

- / F(@, ) vldy) = / I (@, y) v(dy) - /F 1 (@, y) v(dy)

est o/-mesurable.® De plus,

/E]/Ff(x, y) I/(dy)‘ﬂ(dx) S/E(/Flf(x, y)|y(dy)>u(dx)7

qui, par le théoréme de Fubini-Tonelli, n’est autre que [, . |f|d(x ® v), qui est donc finie
par hypothese.
(iii) On applique le théoréme de Fubini-Tonelli & f et & f~ :

rrawey) = [ ([ £ vian)uao).

ExF
frawer) = [ ([ 1@ ydy)ao),
ExF ENJF
11 suffit de faire la différence des deux identités. O

Remarque 3.6. Faisons attentions aux hypotheses de base dans cette section : on suppose

que p et v sont o-finies. Sans cette hypothese, les résultats ne sont, en général, plus valables.
O

Remarque 3.7. Plus généralement, on peut considérer F; X --- x FE, (pour un entier n > 2

quelconque), et prouver les deux versions du théoreme de Fubini sur cet espace produit. O

6Strictement parlant, il faut donner une valeur, arbitraire (par exemple, 0), a 'intégrale [ f(z, y) v(dy)
pour les z tels que [ |f(z, y)|v(dy) = oo, qui forment un ensemble de v-mesure nulle.
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Appendice B

Rappels de théorie des probabilités

Dans tout le chapitre, les variables aléatoires sont définies sur l’espace de probabilité
(Q, #,P).

1. Espérance mathématique
Si X est une variable aléatoire a valeurs dans [0, oo}, on note
mm:/xmmmmmﬂm
Q

qui est Iespérance mathématique (ou : espérance) de X. Si X est une variable aléatoire

réelle telle que E(|X|) < oo, on définit son espérance mathématique
Euy:/xwmmweR
Q

On étend cette définition au cas on X := (X, -+, X;) est une variable aléatoire a valeurs
dans R? en prenant E(X) := (E(X)), ---, E(Xy)), pourvu que chacune des espérances
E(X;) soit bien définie.

Théoréme 1.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E, &). Alors Px, la loi de

X, est l'unique mesure sur (E, &) telle que
BIF(0)) = [ f(a) Pada),
E

pour toute fonction mesurable’ f: E — R,.

La preuve montre que I'on peut remplacer f: E — Ry par f: E — [0, oo].

103
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Preuve. L’'unicité est triviale en prenant f := 1g pour B € &.

Pour prouver l'identité, on constate qu’elle est valable pour les fonctions f qui sont des
fonctions indicatrices (c¢’est la partie unicité), et donc pour les fonctions étagées, et enfin pour
les fonctions mesurables positives par convergence monotone (en utilisant le fait que toute
fonction mesurable positive est la limite croissante simple d'une suite de fonctions étagées

positives). O

Remarque 1.2. Le théoreme reste évidemment valable si f est de signe quelconque, a
condition que E[| f(X)|] < oo, ou, d’une facon équivalente, [, |f|dPx < co. Cas particulier :

X est une variable aléatoire réelle, si E(X) est bien définie,” alors

E(X) = /Q X (W) P(dw) = /R x Py (dz).

Cette derniere écriture nous permet de dire que, lorsque X est une variable aléatoire réelle
pour laquelle E(X) est bien définie, E(X) est une moyenne des valeurs de X, pondérée par
la loi Px. ]

Remarque 1.3. Le théoreme est souvent utilisé pour calculer la loi de X. Si l'on arrive a
écrire

E[f(X)] = /E fdv,

pour une certaine mesure de probabilité v sur E et pour toute fonction f “suffisamment

générale” (par exemple, continue & support compact), alors v n’est autre que Py. O

2. Tribu engendrée par une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans un espace mesurable (E, &). La tribu
engendrée par X, notée o(X), est définie comme la plus petite tribu sur Q qui rende X

mesurable :

o(X):={A:=XB), Be&}.

Plus généralement, si (X;, ¢ € I) est une famille quelconque de variables aléatoires, X; a

valeurs dans (FE;, &;), alors

o(Xy,i€l)=0(X; (B): Bi€ &, i€cl).

2(est-a-dire, si X est positive, ou si E(|X|) < oo.



§3 Vecteurs aléatoires gaussiens 105

Proposition 2.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E, &). Soit Y une variable
aléatoire réelle. AlorsY est o(X)-mesurable si et seulement si Y = f(X) pour une fonction

mesurable f: E — R.

Preuve. “<” Evident.

“=" Supposons que Y est o(X)-mesurable. Si Y =14 avec A € %, alors A € o(X), et
donc par définition, il existe B € & tel que A = X"!(B). DoncY =14 = 1x-1(5 = 15(X):
la proposition est valable avec f := 1p.

Si Y est une fonction étagée Y = >  «a;14, qui est o(X)-mesurable, alors A; =
Y~ '({a;}) € o(X), et donc par le paragraphe précédent, Y = f(X) avec f une fonction
étagée sur E, mesurable.

Si Y est o(X)-mesurable et positive, on sait que Y est la limite simple d’une suite
croissante (Y;,) de fonctions o(X)-mesurables étagées positives. Soit Y, = f.(X), avec
fn fonction mesurable sur E. Alors Y = f(X), o’ f(z) := 1a(x)lim, . fu(x), avec
A:={x € E: f,(x) converge dans R}. La fonction f est mesurable sur F.

Enfin, si Y est o(X)-mesurable de signe quelconque, il suffit de considérer Yt et Y~

séparément. 0

3. Vecteurs aléatoires gaussiens

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R?. On dit que X est un vecteur gaussien si
toute combinaison linéaire de ses composantes est gaussienne.”

Supposons que X est un vecteur aléatoire & valeurs dans R :

e sa fonction caractéristique vaut exp[t' E(X) — 2 ¢/ Kx t], Vt € R%, ot Kx est la matrice
de covariances de X ;°

e X admet une densité si et seulement si K x est inversible ; dans ce cas, la densité vaut

esoit U = (Xy, -+, Xpn, Y1, -+, Yo, Z1, -+, Z;) un vecteur gaussien. Alors les variables
aléatoires X = (X, -+, X)) et Y := (Y3, -+, Y,) sont indépendantes si et seulement si
Cov(X;, Y;) =0,V1<i<m,V1l<j<n.

3La valeur de f sur A° n’a aucune importance, car c’est la composition foX qui nous intéresse, et aucune
valeur de A€ ne peut étre atteinte par X, vu que Y,, = f,,(X) converge simplement.

4Les constantes sont considérées comme des gaussiennes, au sens dégénéré.

5Notation : ¢’ désigne le transposé de t.
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Conséquence importante : Si (X7, -+, X,,) est un vecteur aléatoire gaussien a valeurs
dans R", et si sa matrice de covariances est diagonale, alors Xy, ---, X,, sont des variables
aléatoires réelles indépendantes. En effet, la derniere propriété implique d’abord que X, est
indépendante de (X7, -+, X,,_1), puis que X,,_; est indépendante de (X7, ---, X,,_2), etc,

ce qui permet de conclure.

4. Lemme de Borel-Cantelli

Soit (A,),>1 une suite d’éléments de .#. On note

limsup 4, = ﬂ U Ap € F,
n—oo n>1k>n
ligr_ticngn = UﬂAkeﬁ.

n>1k>n

Il est clair que liminf, . A, C limsup,_,. A,, et que (limsup,,_,., A,)¢ = liminf, , AS.

On a également

]-lim SUP, oo An T lim sup 1An7
n—00

]-lim infp,—oo An  — lim inf 1An .
n—00

Enfin, on a l'interprétation suivante :

limsup A, = {les événements A, sont réalisés infiniment souvent}
n—oo
n
liminf A, = {les événements A, sont toujours réalisés a partir d’un certain rang}.
n—oo

Théoréme 4.1. (Lemme de Borel-Cantelli) Soit (A,,),>1 une suite d’événements.

(i) Si ), P(A,) < oo, alors P(limsup,_,., A,) =0, c’est-a-dire ), 14, < 00, p.s.

(ii) Si )Y, P(A,) = oo, et si A, sont indépendants, alors P(limsup,, . A,) =1, c’est-a-
dire Y 14, = 00, P.s.

Preuve. (i) Par Fubini-Tonelli, E(}" 14,) = >, P(A,) < oo, et donc ) 14, < 00, p.s.
(ii) Pour j < n, on a

n n

p( ﬂ ag) = TTeeag) = T - Peag).

k=j k=j
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La divergence de la série ) P(A,) implique que [],_;[1 —P(A)] = 0, n — oo, et donc

]P’( N A;) —0, Vi
k=j
Par conséquent,
IP( Un Ag) —0,
j=1k=j

ce qui équivaut a P(limsup,,_,., A,) = 1. O

Remarque 4.2. Dans 'assertion (ii) du lemme de Borel-Cantelli, la condition ) P(A,) =
oo seule n'implique pas ) 14, = oo p.s. [Un contre-exemple simple : A, := A, n > 1, ou
A € F est tel que 0 < P(A) < 1.] Il nous faut une condition supplémentaire. On a prouvé
que lindépendance de A,, n > 1, suffit. Cependant, la preuve présentée ci-dessus pourrait
donner la fausse impression qu’il nous faut une relation globale entre les événements A,,. En
réalité, il suffit que les couples A; et A;, pour ¢ # j, ne soient pas trop “positivement corrélés”
(notre contre-exemple est un ca extréme de corrélation positive). Par exemple, on démontre
assez facilement que si P(A; N A;) < P(A;)P(A;), Vi # j, alors la condition ), P(A,) = oo
21 la;

implique que 5

S Ay 1 p.s. ; en particulier, > 14, = 00 p.s. 0

5. Convergence de variables variables

Soient X, X, Xo, --- des variables aléatoires a valeurs dans R

o X,, & X ps., s'll existe A € &7 avec P(A) =1 tel que X, (w) = X (w), Vw € A ;
e X,, = X dans L? (pour 1 < p < o0), si X,, € LP, Vn, et E[|X,, — X|?| — 0.

e X, — X en probabilité si lim, .., P(|X,, — X| >¢) =0, Ve > 0.

Théoréme 5.1. (i) Si X,, — X p.s. ou dans L?, alors X,, — X en probabilité.
(i) Si X,, = X en probabilité, il existe une sous-suite X,, — X p.s.
(iii) X, — X en probabilité si et seulement si de toute sous-suite (X,,), on peut en

extraire une sous-sous-suite Xp, — X p.s.

Conséquences importantes. Le théoreme précédent permet souvent d’alléger les condi-
tions dans des résultats connus :

Lemme de Fatou (version convergence en probabilité) : si X,, — X en probabilité et si
X, > 0 p.s., alors E(X) < liminf, ., E(X,).
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Théoreme de convergence dominée (version convergence en probabilité) : si X,, — X en
probabilité et si |X,| <Y, Vn, et E(]Y]) < oo, alors X,, — X dans L' et E(X,,) — E(X).O

Exercice 5.2. (i) Soit (a,) une suite de nombre réels, et soit a € R un réel. Montrer que
a, — a (quand n — 00) si et seulement si de toute sous-suite (ay, ), on peut en extraire une
sous-sous-suite ay, — a, { — oo.

(ii) Camille dit : en appliquant le résultat de (i) a la suite a, := P(|X,, — X| > ¢) (pour
e > 0 fixé), on voit que X,, — X en probabilité si et seulement si de toute sous-suite (X, ),
on peut en extraire une sous-sous-suite Xn,% — X en probabilités. Qu’en pensez-vous ?

(iii) Dominique dit : en appliquant le résultat de (i) a la suite a,, := X, (w) (pour w € Q
fixé), on voit que X,, — X p.s. si et seulement si de toute sous-suite (X, ), on peut en

extraire une sous-sous-suite Xn,% — X p.s. Qu’en pensez-vous 7 0

Théoréme 5.3. (Loi forte des grands nombres) Soit (X,,),>1 une suite de variables

aléatoires réelles i.1.d.,° telle que E(]X1|) < oo, alors

1 n
=) X; -+ E(X), ps
n

=1
6. Convergence en loi

Soient X, X, Xy, ---, des variables aléatoires & valeurs dans R%. On dit que (X,,)
converge en loi vers X si E[f(X,)] — E[f(X)] pour toute fonction f : RY — R continue
bornée. [On peut vérifier que ceci équivaut également a E[f(X,)] — E[f(X)] pour toute
fonction f continue & support compact.|

Il y a un abus de langage a dire que la suite de variables aléatoires (X,,) converge en
loi vers X, car la variable aléatoire limite X n’est pas définie de maniere unique : seule
sa loi I'est. La convergence en loi est, en réalité, une notion de convergence pour suites de
mesures, et non pas pour suites de variables aléatoires.” Ainsi, les variables aléatoires ne
sont, a priori, pas nécessairement définies sur un meéme espace de probabilité. On supposera
cependant, sauf mention du contraire, que toutes les variables aléatoires sont définies sur un

méme espace de probabilité générique, noté (2, #, P).

Propriété 6.1. Soient X, X, Xy, --- des variables aléatoires a valeurs dans R%. Soit
a € R%.

6(C’est-a-dire, indépendantes et identiquement distribuées.
"C’est pour cette raison que ’on dit de temps en temps que X,, converge en loi vers Py.
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e X, — X en probabilité = X, — X en loi.
e X, —aenloi & X, — a en probabilité.

Théoréme 6.2. (Théoréme de portmanteau) Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) X,, = X en loi ;

(ii) limsup, .. P(X, € F) <P(X € F), VF C R? fermé ;

(iii) liminf, .. P(X, € G) > P(X € G), VG C R? ouvert ;

(iv) lim, 5o P(X,, € A) =P(X € A), VA € B(RY) tel que P(X € A) = 0.

P
P

[{)]

Preuve. [Le théoreme de portmanteau (avec un “p” en minuscule) ne fait pas nécessairement
partie du programme de la théorie élémentaire des probabilités, mais le résultat est bien utile,
et la preuve peu technique.]

“(i) = (iii)” Pour tout k > 1, soit fx(z) := [kdist(z, G°) A1, z € RY. On voit que
fx € Cy(RY) (f, est méme lipschitzienne, & valeurs dans [0, 1]), et que fi 1 1. Donc

liminf P(X,, € G) > supliminf E[f,(X,)] = sup E[fx(X)],
n—oo k>1 N0 k>1

qui n’est autre que P(X € G) (par convergence monotone).

“(ii) <> (iii)” Trivial.

“(il)+(iii) = (iv)” Pour VA € Z(R?), on a®

limsupP(X, € A) < limsupP(X, € A) <P(X € A),

n—oo n—oo
liminf P(X, € A) > liminfP(X, € A) > P(X ¢ A).
n—oo n—oo

Si (0A) =0, on a alors P(X € A) =P(X € A) =P(X € A). D’ou (iv).
“(iv) = (i)” Soit f une fonction continue et bornée sur R%. On veut montrer que

E[f(Xn)] = E[f(X)].
Quitte & décomposer f = fT — f~, on peut supposer que f > 0. Soit K := ||f|le < 0.

Par le théoreme de Fubini—Tonelli,

K

E[f(X)] = E(/OK Lpe sy dt) = /0 P(X € Ay)dt,

ot Ay :={x € R?: f(x) > t}. De méme, pour tout n, E[f(X,)] = fOK P(X, € A;)dt.

— o
8Notations : A est I'adhérence de A, et A la partie intérieure de A.
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Observons que dA; C By := {x € R?: f(x) = t} (il est possible d’avoir une inclusion
stricte !), et que I’ensemble

{t: P(X € B,) >0}

est au plus infini dénombrable’, et donc de mesure de Lebesgue nulle. Par conséquent,

d’apres (iv), on a P(X,, € A;) — P(X € A;), pour presque tout ¢. Par convergence dominée,
K K
/ P(X, € A;)dt — / P(X € A,)dt, n — 0o,
0 0
c’est-a~dire, E[f(X,)] — E[f(X)], n — oc. O

Théoreme 6.3. Soient X, X1, Xo, -+, des variables aléatoires réelles. Alors X,, — X en

loi si et seulement si Fx,(x) = Fx(z), Vz € R tel que Fx soit continue au point x."

Prewve. “=" Tl suffit d’appliquer le théoréme de portmanteau au borélien A :=] — oo, 7]
pour lequel P(X € A) = 0 si (et seulement si) Fx est continue au point .
“<” L’ensemble des points x auxquels Fx n’est pas continue est dénombrable (car F
est monotone). Soient a < b des réels.
Il existe (ax) | a tel que Vk, Fx soit continue au point a. Par hypothese, Fx, (ay) —
Fx(ay), VEk. Donc
limsup F, (a) < limsup Fx, (ax) = Fx(ay),

n—oo n—o0

et il suffit de faire £k — oo et utiliser la continuité a droite de la fonction de répartition pour
voir que
limsup Fx, (a) < Fx(a).

n—o0
De méme, en considérant une suite strictement croissante de points (by) 11 b auxquels Fy
est continue, on a liminf,, ., Fx, (b—) > liminf, ., Fx, (bx) = Fx(bx), Vb, et donc

lim inf FXn (b—) Z FX (b—)

n—o0

Il en découle que la condition (iii) du théoreme de portmanteau est satisfaite pour G :=
Ja, b[ C R un intervalle ouvert. Il suffit ensuite d’écrire un ouvert G C R quelconque comme
réunion dénombrable disjointe d’intervalles ouverts pour voir que la condition (iii) est satis-

faite pour tout ouvert G C R. Par conséquent, X,, — X en loi. O

9En effet, pour tout k, il existe au plus k valeurs distinctes de t telles que P(X € B;) > %
0Notation : Pour toute variable aléatoire réelle X, on note sa fonction de répartition Fx (z) := P(X < z),
z € R.
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Théoréme 6.4. (Slutsky). Soient {X,},>1 et {Y,}n>1 des suites de variables aléatoires
réelles. Si X,, — X en loi, et s1 Y, — a € R en loi, alors

(i) X, +Y, = X +a enloi;

(i) X,Y, = aX en loi;

(iii) )f,n iy, 20y — = en loi, sia #0.

Preuve. On vérifie seulement (i), la preuve de (ii) et (iii) étant tout a fait dans le méme
esprit.

Soient x € R et » > 0. On a, pour tout 0 < e < r,

P(X,+Y,€B(x,r) > P(X,€B(x—a,r—ce), Y, € Bla,c))
> P(X,e€Bx—a,r—¢))—PY, ¢ Bla, €)).

Comme P(Y,, ¢ B(a, €)) — 0, n — oo, on a, par le théoréme de portmanteau,

liminf P(X,, + Y, € B(z,r)) > liminfP(X,, € B(r—a,r—¢))—0
n—0o0 n—oo

> P(X € Blx—a,r—¢))

= P(X+ae Bz, r—¢)).

1) = B(x —a, r), ceci

On prend ¢ = % Comme k — B(x —a, r — %) T, et UpB(x —a, r— ¢

donne
liminf P(X,, + Y, € B(z, r)) > P(X +a € B(z, r)).

n—00
La condition (iii) du théoreme de portmanteau est donc satisfaite pour p,, := Px, 1v,, ft :=
Px .4, et G C R un intervalle ouvert. Il suffit ensuite d’écrire un ouvert G C R quelconque
comme réunion dénombrable disjointe d’intervalles ouverts pour voir que la condition (iii)

est satisfaite pour tout ouvert G C R. Par conséquent, X, +Y,, — X + a en loi. 0

Théoréme 6.5. Soient X, X1, Xo, ---, des variables aléatoires & valeurs dans RY. Alors
X, — X en loi si et seulement si Oy, (t) — ®x(t), Vt € R, on & désigne fonction car-

actéristique.

Remarque 6.6. En général, si ®x, converge simplement, il est possible que la fonction
limite (notée ®) ne soit pas une fonction caractéristique associée a une loi de probabilité sur
R?. On n’a, dans ce cas, pas de convergence en loi.'!

Il est donc important de savoir si la fonction limite ® est une fonction caractéristique.

Un résultat célebre (théoreme de Lévy), et admis ici, tout comme le Théoreme 77, de la

1T,e méme phénomene peut se produire également avec la fonction de répartition ou la fonction de densité.
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théorie des probabilités dit que si la fonction limite ® est continue au point 0, alors elle est
nécessairement une fonction caractéristique. Par conséquent, X,, converge en loi.

De méme, si (X,,) est une suite de variables a densité aléatoires & valeurs R? telle que la
suite des densités fx, converge presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue sur
R?), il n’y a aucune raison pour que f(z) := lim, s fx,(z) (x € RY) soit une densité de
loi de probabilité. Si, de plus, pour tout n, fx, () < g(z) presque partout et [, g(z)dz <

00,'? alors il résulte du théoréme de convergence dominée que f est une densité de loi de

probabilité, et (X,,) converge en loi. O
Exemple 6.7. Soient Y, Y, Ya, - - - des variables aléatoires a valeurs dans R?. Alors Y,, — Y
en loi si et seulement si Y, -t — Y -t en loi, ¥t € R%, ot “” est le produit scalaire de R

En effet, si Y,, = Y en loi, et si f est une fonction continue et bornée sur R, alors pour
tout ¢t € R? la fonction g : R? — R définie par g(x) := f(z - t) est continue et bornée sur
R%, et donc E[g(Y,)] — E[g(Y)], c’est-a-dire, E[f(Y, - t)] — E[f(Y -t)]. Donc Y, -t =Y -t
en loi.

Inversement, si Y, -t — Y -t en loi, V¢t € R? alors par le Théoréme ?? (en étudiant
la fonction caractéristique de Y, -t au point 1 € R), E(e!?) — E(e'¥?), c’est-a-dire,
Oy, (t) — Py (t). Donc, de nouveau d’apres le Théoreme 77, Y, — Y en loi.

Avec le méme argument, on peut étendre le théoreme de Slutsky en dimension quel-

conque. '’ 0

Théoréme 6.8. (Théoréme central limite) Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
réelles i.i.d. admettant un moment d’ordre 2, telle que 0 := Var(X;) €0, oo[. Alors

n

> (X —E(X;)) > (0, 0%),  enloi,

=1

1
ni/2
ou A (0, 02) désigne la loi gaussienne centrée de variance .

Preuve. Quitte a remplacer X,, par X,, — E(X,,), on peut supposer que E(X;) = 0. Posons

_ Z?:l Xi

nl/2

alors
Y/

La fonction caractéristique de Z,, est

D5,(1) = [Bx, ()"

12Notation : f]Rd g(x) da désigne 'intégrale au sens de Lebesgue.
B3Pour le produit, il y a plusieurs versions : X,, — X en loi dans R? et Y;, = a € Ren loi ; ou X,, = X
en loi dans R et Y;, — a € R? en loi.
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Or, X; admettant un moment d’ordre 2, on sait, par convergence dominée, que ®y, est de
classe C? :

o2t?

1
Py, (t) =1+ itE(X;) — 5#1@(}(?) +o(t?) =1- N +o(t?), t—0.

Pour ¢ € R fixé, on a donc $x, () =1 — s o(%), n — oco. Par conséquent, pour tout

2n
t e R,
o*t?
@Zn(t)%exp(—7>, n — 0o,

qui est la fonction caractéristique de .47(0, 02). D’apres le Théoreme ??, Z,, converge en loi
vers A (0, 0?). O

Théoréme 6.9. (Théoréme central limite vectoriel) Soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. ¢ valeurs dans RY. On suppose que toute composante de X, admet un moment

d’ordre 2. Alors, quand n — 00,
R .
~7 > (X, —E(X;) = A0, Kx,), en loi,
j=1
ou Kx, est la matrice de covariances de X;.

Preuve. C’est la méme preuve que dans le cas réel. On peut encore supposer que E(X;) = 0.

Ensuite, pour tout ¢t € R,
1 t n
Blew (it 5z %) | = [ex )]
=1

Or, puisque les composantes de X; admettent un moment d’ordre 2, on a ®x, € C? et

¢ 1, 1
(I)Xl(m):]_—%t KX1t+O(E)7 n — oo,

ce qui implique que
& 1,
E[exp(zt-mZXj)}%exp(—gt KXlt), n — 00.
j=1

On obtient alors la convergence en loi grace au Théoreme 77. U
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