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Présentation

Les principaux sujets auxquels je me suis intéressée peuvent être classés en quatre thèmes :

- lois de l’arc-sinus généralisé et mouvements browniens perturbés ;

- fonctionnelles exponentielles de processus de Lévy ;

- support d’une diffusion réfléchie de type Ventcell ;

- problèmes de retournement du temps liés aux diffusions de Nelson.

Dans les quelques pages qui suivent, je vais essayer de décrire les objets sur lesquels j’ai
travaillé avec mes collaborateurs, les méthodes utilisées pour les étudier, et l’intérêt qu’ils
peuvent présenter dans la littérature. Nous renvoyons aux articles concernés pour plus de
détails.
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Algèbre IV, 2001.
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Notations

Ga : variable gamma de paramètre a > 0, i.e. P[Ga ∈ dz] =
e−z za−1

Γ(a)
1(z>0) dz.

Ga,b : variable béta de paramètres a > 0 et b > 0, i.e. P[Ga,b ∈ dz] =
za−1 (1− z)b−1

B(a, b)
1(0<z<1) dz.

X
loi
= Y signifie que les variables aléatoires X et Y ont même loi.

∀x ∈ R, x+ = sup(0, x) et x− = sup(0,−x).

C2
M([0, T ],Rn) : ensemble des fonctions de classe C2 par morceaux de [0, T ] dans Rn.

C0(A,B) : ensemble des fonctions continues définies sur A ⊂ Rp, à valeurs dans B ⊂ Rn.

CK(A,B) : ensemble des fonctions de C0(A,B) à support compact.

C∞K (A,B) : ensemble des fonctions indéfiniment dérivables de CK(A,B).

C∞0 (R) : ensemble des fonctions réelles définies sur R, indéfiniment dérivables, tendant vers 0
à l’infini.

||x.||T = sup
0≤s≤T

||xs||, si (xs; 0 ≤ s ≤ T ) est une fonction continue de [0, T ] dans Rn.

Brefs rappels

- L’algèbre des lois béta-gamma.

∀ a > 0, ∀ b > 0, (Ga +Gb ,
Ga

Ga +Gb

)
loi
= (Ga+b , Ga,b),

où, dans les deux membres, les variables aléatoires considérées sont indépendantes.
Pour d’autres propriétés de l’algèbre des lois béta-gamma, voir [D98] (cf. référence p. 30).

- Les carrés de Bessel, voir [RY99], Chapitre XI (cf. référence p. 17).
Soient B un mouvement brownien standard, δ ≥ 0, x ≥ 0. On appelle carré de Bessel de
dimension δ issu de x l’unique solution forte de l’équation :

Rt = x+ 2

∫ t

0

√
Rs dBs + δ t.

Lorsque δ = n est un entier naturel non nul, le carré de Bessel peut être vu comme le carré
de la norme d’un mouvement brownien dans Rn.
Lorsque δ < 0, le carré de Bessel de dimension δ peut être défini de la même façon jusqu’à
ce qu’il atteigne 0.
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1 Mouvements browniens perturbés

Cette partie regroupe les travaux [N], [P], [2], [5], [8], [10], [11], [14].

1.1 Les lois de l’arc sinus pour le µ-processus et le rôle clé joué
par la propriété de scaling

Soit (Bs; s ≥ 0) un mouvement brownien standard. Notons :

A+
t =

∫ t

0

1(Bs≥0) ds et A−t =

∫ t

0

1(Bs≤0) ds,

les temps passés au-dessus et en dessous de 0 par le processus (Bs; s ≥ 0) jusqu’en l’instant t.
Paul Lévy a montré [L39] que, pour tout t > 0, la variable aléatoire 1

t
A+
t suit la loi de l’arc

sinus :

(1)
1

t
A+
t

loi
= G 1

2
, 1
2

i.e. P[
1

t
A+
t ∈ dx] =

dx

π
√
x(1− x)

, 0 < x < 1,

et que, si (p(s))0≤s≤1 désigne le pont brownien standard,

(2) la variable

∫ 1

0

1(p(s)≥0) ds est uniformément distribuée sur [0, 1].

Pour démontrer sa première loi de l’arc sinus, P. Lévy a prouvé que, si (τs)s≥0 désigne l’inverse
continu à droite de (Lt)t≥0 le temps local en 0 du mouvement brownien B, alors :

(3) ∀ t > 0,
1

t
A+
t

loi
=
A+
τs

τs
=

A+
τs

A+
τs + A−τs

.

La loi de l’arc sinus en découle, puisque les processus (A+
τs)s≥0 et (A−τs)s≥0 sont deux subor-

dinateurs stables d’indice 1
2

indépendants.
Par la suite, Barlow-Pitman-Yor [BPY89] ont renforcé le résultat de Lévy en démontrant :

(4) ∀ t > 0, ∀ s > 0,
1

(Lt)2
(A+

t , A
−
t )

loi
=

1

s2
(A+

τs , A
−
τs).

Ce qui peut même être renforcé en montrant (voir Pitman-Yor [PY92]) :

(5) ∀ t > 0, ∀ s > 0,
1

t
(V1(t), ..., Vn(t), ...)

loi
=

1

τs
(V1(τs), ..., Vn(τs), ...),

où V1(t) ≥ V2(t) ≥ ... ≥ Vn(t) ≥ ... est la suite décroissante des longueurs des excursions du
mouvement brownien sur l’intervalle de temps [0, t].
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Nous avons étendu certains de ces résultats au cas où le mouvement brownien B est remplacé
par le µ-processus Xµ défini comme la différence d’un mouvement brownien réfléchi et d’un
multiple de son temps local en 0, c’est-à-dire que Xµ

t ≡ |Bt| − µLt, où µ est une constante
strictement positive. On voit aisément, grâce au lemme de réflexion de Skhorokhod, que le
µ-processus satisfait à l’équation Xµ

t = B̂t + β inf
s≤t

Xµ
s , où β = 1− 1

µ
, et où B̂ = |B| − L est

un mouvement brownien (cf. [5], section 1.1). C’est pourquoi on l’appelle aussi mouvement
brownien β-perturbé. Il se comporte comme le mouvement brownien standard sauf quand
il atteint son minimum, et, hormis le cas µ = 1, il n’est pas markovien. Notons au passage
qu’il hérite de la propriété de scaling du mouvement brownien.
Désignons par Aµ,±t =

∫ t
0

1(±Xµ
s ≥0) ds les temps passés au-dessus et en dessous de 0 par

le µ-processus. Les variables Aµ,±τ1 apparaissent déjà dans [LGY90], où elles jouent un rôle
important dans l’expression des limites en loi du nombre de tours effectués par le mouvement
brownien autour de courbes de l’espace partant à l’infini. Le µ-processus intervient aussi dans
des théorèmes limites pour des marches aléatoires auto-évitantes (cf. les travaux de B. Tóth,
[T94], [T95] et [T96], et ceux de B. Davis, en particulier [Da97]). Pour d’autres exemples
où les variables Aµ,±1 apparaissent naturellement comme limites (en loi) de fonctionnelles
browniennes, voir l’introduction de [2]. Il semblait alors logique d’étudier ce mouvement
brownien perturbé Xµ.

Si on note Lµt son temps local en 0, nous avons obtenu les extensions suivantes :

Proposition 1. ([T], partie I, et [N], Théorème 1)

(6) ∀ t > 0,
1

(Lµt )2
(Aµ,+t , Aµ,−t )

loi
= (

1

8G 1
2

,
1

8G 1
2µ

),

ce qui entrâıne en particulier, compte tenu des relations de l’algèbre béta-gamma (cf. rap-
pels) :

(7)

∫ 1

0

1(|Bs|−µLs≥0) ds
loi
= G 1

2µ
, 1
2
.

et

Proposition 2. ([T], partie I, et [N], Théorème 2)

(8) conditionnellement à |B1| − µL1 = 0,

∫ 1

0

1(|Bs|−µLs≥0) ds
loi
= G 1

2
+ 1

2µ
,1.
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Compte tenu de l’identité en loi de Paul Lévy (|Bt|, Lt; t ≥ 0)
loi
= (St − Bt, St; t ≥ 0), où

St ≡ sup
0≤s≤t

Bs, les lois de l’arc sinus généralisé (7) et (8) s’écrivent encore :

(9)

∫ 1

0

1(Bs≥(1−µ)Ss) ds
loi
= G 1

2
, 1
2µ
,

c’est-à-dire que le temps passé jusqu’à l’instant 1 par un mouvement brownien au-dessus
d’un multiple de son supremum suit une loi béta,
et

(10) conditionnellement à B1 = (1− µ)S1,

∫ 1

0

1(Bs≥(1−µ)Ss) ds
loi
= G1, 1

2
+ 1

2µ
.

Dans le cas µ = 1, on retrouve bien les lois de l’arc sinus (1) et (2) de P. Lévy. La méthode
que nous avons utilisée en première approche pour parvenir aux résultats ci-dessus, est une
variante de la formule de Feynman-Kac, employée conjointement avec des résultats de la
théorie des excursions (cf. [N], et [T], partie I). Elle permet de calculer des expressions

du type E
[
exp−

∫ T
0
f(|Bs|, Ls) ds

]
où f est une fonction borélienne, et où T est un temps

exponentiel de paramètre θ, indépendant du mouvement brownien B. On choisit une fonction
f particulière, et on inverse la transformée de Laplace en θ. Cette méthode nous a permis
d’obtenir d’autres lois béta faisant intervenir le dernier zéro avant l’instant 1 du mouvement
brownien, le µ-processus du pont brownien, le méandre brownien ou encore le processus de
Bessel de dimension 3 ([T], première partie, corollaire 2 et théorème 2). Par exemple :

Proposition 3. ([T], première partie, théorème 2)
Soient (Rs)s≥0 un processus de Bessel de dimension 3, Jt ≡ inf

s≥t
Rs son infimum futur, et µ

une constante strictement positive. Alors :

(11)

∫ 1

0

1(Rs+(µ−1)Js≥µR1)ds
loi
= U2µG 1

2
+ 1

2µ
, 1
2
,

où U est une variable uniformément distribuée sur [0, 1] et indépendante de G 1
2

+ 1
2µ
, 1
2
.

Par la suite, plusieurs théorèmes de type Ray-Knight (cf. [2] et [Y92], chapitres 8 et 9)
décrivant les processus des temps locaux du µ-processus en différents temps aléatoires T
nous ont permis de mieux comprendre ces diverses identités en loi (l’un de ces résultats avait
été obtenu auparavant par J. F. Le Gall [LG86], mais nous présentons dans [2] une méthode
complètement différente reposant sur la filtration des excursions) :

- T = τµ,at , l’inverse du temps local en 0 de Xµ = |B| − µL lorsque celui-ci est construit à
partir d’un mouvement brownien B issu de a ≥ 0 (τµ,0 ≡ τµ) ;

- T = T µa , le premier temps d’atteinte de a ∈ R∗ par Xµ (si a > 0, T µa = τµ,a0 , et si a < 0,
T µa = τ−a/µ).

7



Citons en particulier :

Proposition 4. ([2], Théorème 3.2, et [Y92], Théorème 9.1)
Désignons par (τµs )s≥0 l’inverse continu à droite du temps local en 0 du µ-processus, noté Lµ.
Soient {L+

t ≡ (Lµ,x
τµt

;x ≥ 0); t ≥ 0} et {L−t ≡ (Lµ,−x
τµt

;x ≥ 0); t ≥ 0}, les processus des temps

locaux du µ-processus considéré jusqu’en τµt . Ces deux processus, continus comme fonctions
de t, prennent leurs valeurs dans l’espace CK(R+,R+). Alors :
i) les processus (L+

t ; t ≥ 0) et (L−t ; t ≥ 0) sont indépendants ;
ii) pour tout t > 0, la variable L+

t est distribuée comme un carré de Bessel de dimension 0
issu de t ;
iii) pour tout t > 0, la variable L−t est distribuée comme un carré de Bessel de dimension
2− 2

µ
issu de t, et absorbé quand il touche 0.

En conséquence, nous avons obtenu le résultat suivant, qui conjointement avec (6), est une
extension du résultat de Barlow-Pitman-Yor (4) :

Proposition 5. ([2], Proposition 3.1)
i) Les processus (Aµ,+

τµs
)s≥0 et (Aµ,−

τµs
)s≥0 sont indépendants.

ii) Pour tout s > 0 :

(12)
1

s2
Aµ,+
τµs

loi
=

1

8G 1
2

et
1

s2
Aµ,−
τµs

loi
=

1

8G 1
2µ

.

De là, on peut adapter la méthode de D. Williams ([W69]) pour le cas µ = 1, pour obtenir
une preuve simple de la loi de l’arc sinus pour le µ-processus, preuve mettant en évidence le
rôle clé joué par la propriété de scaling ([2], sections 2 et 3).

Par ailleurs, dans [2] (section 5), nous montrons que cette méthode permet d’obtenir une
preuve élégante d’un résultat analogue sur les mouvements browniens (et de Bessel) de Walsh
à n branches ([BPY89]). Dans le cas particulier n = 2, les ”skew Bessel processes” font

apparâıtre les variables A+
1 = p

1
α Tα

p
1
α Tα+(1−p)

1
α T ′α

, où Tα et T ′α sont deux variables stables d’indice

α indépendantes. L’intérêt de ces variables, initialement introduites par J. W. Lamperti,
réside entre autres dans le fait que S. Watanabe a montré que ce sont les seules limites en loi
possibles, lorsque t tend vers l’infini, du temps passé positif normalisé, 1

t

∫ t
0

1(Xs>0)ds, lorsque
X est une diffusion généralisée ([Wa95]).

Il nous a alors paru logique d’étudier des processus liés au µ-processus ([2], section 4). En
particulier, nous avons comparé les lois de (Xµ

s ; 0 ≤ s ≤ 1) conditionné par Xµ
1 = 0 à celles

de ( 1√
τµ1
Xµ
sτµ1

; 0 ≤ s ≤ 1) et de (πµ(s) ≡ 1√
gµ1
Xµ
sgµ1

; 0 ≤ s ≤ 1), où gµ1 = sup{s < 1;Xµ
s = 0}.

De même, nous avons introduit le µ-processus du pont, i.e. (qµ(s) = |p(s)| − µλs; 0 ≤ s ≤ 1),
où p désigne un pont brownien standard et λ son temps local en 0. La plupart des résultats
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connus pour le mouvement brownien ([BLGY87], [PY98]) s’étendent au cas du µ-processus.
Par exemple, nous avons obtenu l’extension suivante d’un résultat de Pitman-Yor [PY98] :

Proposition 6. ([2], Théorème 4.3)
Soient µ > 0 et ν > 0 tels que 1

ν
= 1+ 1

µ
. Considérons le ν-processus du pont brownien, c’est-

à-dire le processus (qν(s) ≡ |p(s)| − ν λs; 0 ≤ s ≤ 1), où p désigne le pont brownien standard
et λ son temps local en 0. Considérons par ailleurs le µ-pont (pµ(s); 0 ≤ s ≤ 1), i.e. le
µ-processus (Xµ

s ; 0 ≤ s ≤ 1) conditionné par Xµ
1 = 0. Alors, les processus des temps locaux

(Lx1(qν);x ∈ R) et (Lx1(pµ);x ∈ R) ont même loi. En d’autres termes, pour toute fonc-

tion borélienne bornée f : R → R+, les variables
∫ 1

0
f(|Bs| − ν Ls) ds sachant B1 = 0, et∫ 1

0
f(|Bs| − µLs) ds sachant |B1| − µL1 = 0 ont même loi.

Par contre, les résultats faisant intervenir le dernier zéro gµ1 ne sont pas aussi simples que
dans le cas µ = 1 du mouvement brownien. En particulier, gµ1 et πµ ne sont pas indépendants
lorsque µ 6= 1. Par contre, ils le sont, conditionnellement au minimum de πµ (cf. [2], Propo-
sition 4.8).

1.2 D’autres lois de l’arc sinus généralisé réalisées par le mouve-
ment brownien doublement perturbé ([5])

Les lois de l’arc sinus généralisé (9) et (10) ne nous permettent pas de réaliser toutes les varia-
bles béta possibles, de paramètres a > 0 et b > 0. Afin d’obtenir de nouvelles généralisations,
nous avons étudié, pour α < 1 et β < 1, le processus Y α,β solution de l’équation :

(13) Yt = Bt + αSYt − β IYt , t ≥ 0,

où SYt = sup
s≤t

Ys et IYt = sup
s≤t

(−Ys), B désignant toujours un mouvement brownien standard.

Le cas α = 0 correspond au mouvement brownien perturbé étudié jusqu’ici. Cette équation
a d’abord été introduite par J. F. Le Gall [LG86]. Tout processus vérifiant l’équation (13) se
comporte comme un mouvement brownien, sauf quand il atteint un nouvel extremum. C’est
pourquoi, quand α 6= 0 et β 6= 0, on l’appelle mouvement brownien doublement perturbé, ou
encore mouvement brownien perturbé en ses extrema. Dans [5], nous étudions le processus
Y α,β, ou plus précisément, avec des notations évidentes, le triplet (Y α,β, Sα,β, Iα,β) qui, lui,
est markovien, contrairement au processus Y α,β. Nous montrons que pour α ≥ 1 ou β ≥ 1,
l’équation (13) n’a pas de solution, et que, grâce à un théorème de point fixe, elle admet
une unique solution (adaptée à la filtration du mouvement brownien B) sous la condition
|αβ| < (1− α)(1− β). Par la suite, L. Chaumont et R. Doney [CD99], B. Davis [Da96], et
M. Perman et W. Werner [PW97], ont montré que cette condition n’est pas nécessaire. Nous
développons la méthode décrite dans [2] pour le µ-processus : ces nouvelles lois de l’arc sinus
généralisé sont elles aussi une conséquence de théorèmes de type Ray-Knight ([5], section 3),
et de la propriété de scaling de Y α,β héritée du mouvement brownien B.
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Les identités en loi (9) et (10) se généralisent de la façon suivante :

Proposition 7. ([5], Théorème 4.1)
Soit Y α,β l’unique solution de l’équation (13). Alors :

(14)

∫ 1

0

1(Y α,βs ≥0) ds
loi
= G 1−β

2
, 1−α

2
.

et

(15) conditionnellement à Y α,β
1 = 0,

∫ 1

0

1(Y α,βs ≥0) ds
loi
= G 2−β

2
, 2−α

2
.

Et nous avons donc bien réalisé toutes les variables béta en termes de temps passés au-dessus
de 0 par des mouvements browniens perturbés en leurs extrema.

Cette étude approfondie du mouvement brownien perturbé en ses extrema Y α,β permet d’ob-
tenir d’autres extensions. En particulier, en utilisant des notations évidentes, nous montrons
que le couple 1

LT (Y )
(SYT , I

Y
T ) a même loi pour divers temps aléatoires T , et qu’il en est de

même pour le triplet 1
T

(A+
T , A

−
T , L

2
T (Y )) en d’autres temps aléatoires T ([5], Proposition 3.7

et Théorème 4.1). Cette dernière identité repose, entre autre, sur une relation d’absolue
continuité entre le pont et le pseudo-pont de Y α,β. À noter que le travail fait dans [14] per-
met d’expliciter la loi du triplet (Y α,β

T , Sα,βT , Iα,βT ) à temps exponentiel indépendant, donnant
ainsi des résultats plus exploitables que dans [5].

Enfin, nous avons étendu la notion de mouvement brownien perturbé en ses extrema de la
façon suivante :

(16) Y α,β
t = Bt + α(Sα,βt )− β(Iα,βt ),

où cette fois, α et β sont des fonctions de classe C1 telles que α(0) = β(0) = 0. Comme dans
le cas du mouvement brownien doublement perturbé, on peut construire une unique solution
forte de l’équation (16) sous la condition :

(17) sup
x∈R

α′(x) < 1, sup
x∈R

β′(x) < 1, et

sup
x∈R
|α′(x)|

1− sup
x∈R

α′(x)
.

sup
x∈R
|β′(x)|

1− sup
x∈R

β′(x)
< 1.

On obtient de la même façon des théorèmes de Ray-Knight concernant les processus des
temps locaux de Y α,β pris en l’inverse de son temps local en 0 ou en ses premiers temps
d’atteinte ([D2], Propositions 2.2 et 2.3). Ils font apparâıtre des carrés de Bessel de dimension
variable, processus qui ont été étudiés par Ph. Carmona dans sa thèse ([Car94], chapitre V
et compléments).
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1.3 Vers une meilleure compréhension de la seconde loi de l’arc
sinus généralisé (8) à l’aide du mouvement brownien réfléchi
perturbé ([10], [11], [14])

Jusque là, nous nous sommes attachés essentiellement à mieux comprendre l’extension (7)
de la loi de l’arc sinus, laissant un peu de côté la seconde extension (8). Cette dernière a en
fait été obtenue initialement ([T], partie I) sous la forme suivante :

(18)

∫ g

0

1(|Bs|≤µLs) ds
loi
= G 1

2
, 1
2

+ 1
2µ
,

où g ≡ sup{s ≤ 1;Bs = 0} désigne le dernier zéro avant l’instant 1 du mouvement brow-
nien B. L’identité en loi (8) découle des relations de l’algèbre béta-gamma et du fait que

(p(s) ≡ 1√
g
Bgs; 0 ≤ s ≤ 1) est un pont brownien indépendant de g

loi
= G 1

2
, 1
2
. Dans [10] (section

2), nous montrons que (18) est équivalente à :

(19) ∀u ≥ 0, |Bαµ,−u
|+ 1

2
Lµ
αµ,−u
≡ Xµ

αµ,−u
− inf

v≤u
Xµ

αµ,−v
+

1

2
Lµ
αµ,−u

loi
= R(δµ)

u ,

oùR(δµ) désigne un processus de Bessel de dimension δµ ≡ 1+ 1
µ
, et où αµ,±u ≡ inf{s;Aµ,±s > u}

est l’inverse continu à droite du temps passé au-dessus ou en dessous de 0 par le µ-processus.
La méthode mise en œuvre ici est la suivante. Une fois de plus, grâce à la propriété de scaling
du mouvement brownien, et à la représentation du pont brownien (p(s); 0 ≤ s ≤ 1) à l’aide
d’un mouvement brownien standard considéré jusqu’à l’instant g, on obtient :

Proposition 8. ([11], Proposition 1 et Corollaire 2)
Soit (Bs; s ≥ 0) un mouvement brownien réel, et (At)t≥0 une fonctionnelle croissante adaptée
à la filtration de B de la forme At(ω) = Ft(B(ω)), où (Ft)t≥0 est un processus défini sur
C0(R+,R) vérifiant : ∀w,∀ c > 0,∀ t ≥ 0, Fct(w) = c Ft(

1√
c
wc), où wc(s) = w(cs).

Notons αt ≡ inf{s;As > t}, l’inverse de A. Alors, si T̂ désigne une variable stable unilatérale
de paramètre 1

2
, indépendante de B :

(20) Ag
loi
=

1

α1 +B2
α1
T̂
.

Il s’ensuit que, si A(p) ≡ F1(p), et si T est un temps exponentiel de paramètre 1
2

indépendant
de B, et N une variable gaussienne centrée réduite indépendante du pont brownien p, on a :

(21) P[|N |
√
A(p) ≥ x] = P[T Ag ≥ x2] = E[exp(−x

2

2
α1 − x|Bα1|)].

La connaissance du membre de droite de (21) permet d’obtenir alors les distributions d’un
grand nombre de fonctionnelles du pont brownien (cf. [11], section 3), voire même, en
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étendant le résultat précédent, de ponts de Bessel de dimensions strictement inférieures à 2
([11], section 4). Dans le cas particulier du temps passé au-dessous de 0 par le µ-processus,
l’identité (20) s’écrit (cf. [10] section 2, ou [11] exemple 3) :∫ g

0

1(|Bs|≤µLs) ds = Aµ,−g
loi
= (1 + (|Bαµ,−1

|+ 1

2
Lµ
αµ,−1

)2 T̂ )−1.

Pour montrer l’identité en loi (19), il reste alors à prouver que (|Bαµ,−1
|+ 1

2
Lµ
αµ,−1

)2 loi
= 2G 1

2
+ 1

2µ
,

ce que nous montrons d’abord directement en explicitant les moments des deux membres
([10], section 3). Nous introduisons donc les processus (Zs ≡ |Bαµ,−s

| + 1
2
Lµ
αµ,−s

; s ≥ 0) et

(ρs ≡ −Xµ

αµ,−s
; s ≥ 0). Ce dernier est solution de l’équation suivante pour δ = δµ (cf. [T],

partie I-5) :

(22) ∀ t ≥ 0, ρt = βt + (2− δ)Sρt +
1

2
lt(ρ),

où (βt)t≥0 est un mouvement brownien standard, Sρt désigne le maximum de ρ sur l’inter-
valle de temps [0, t] et lt(ρ) son temps local en 0 à l’instant t. Alors le processus Z s’écrit :
Zu = Sρu − ρu + Lρu, où l’on a posé Lρu ≡ 1

2
lu(ρ).

L’équation (22) a d’abord été introduite par J.F. Le Gall et M. Yor, [LGY90], à propos de
problèmes d’enroulements du mouvement brownien. Tout processus solution, dit mouvement
brownien réfléchi perturbé, se comporte comme un mouvement brownien réfléchi, sauf quand
il atteint un nouveau maximum. Dans [CD99], L. Chaumont et R. Doney montrent que, pour
tout δ > 1 (donc tout µ > 0), cette équation (22) admet une unique solution (adaptée au
mouvement brownien β), et ils étudient ses liens avec l’équation (13) du mouvement brownien
doublement perturbé. Notons que dans le cas µ = 1, la solution ρ de (22) n’est autre qu’un
mouvement brownien réfléchi. Notre étude nous a amené à montrer le résultat plus général
suivant :

Proposition 9. ([10], Théorème 3)

(23) pour tout u > 0 fixé, (Sρu, Zu)
loi
= (

1

2

∫ u

0

ds

Rs

, Ru),

où (Rs; s ≥ 0) désigne un processus de Bessel de dimension 1 + 1
µ

.

La preuve repose sur le résultat qui suit appliqué aux processus Xt = Zt et X ′t = Rt, avec
Vt = Sρt et V ′t = 1

2

∫ t
0
ds
Rs

:

Proposition 10. ([P], Théorème 1.2)
Considérons un Ft-mouvement brownien γt, et une Ft-sous-martingale Xt = γt + Vt, où
(Vt)t≥0 est un processus continu croissant tendant vers l’infini. Notons Ta = inf{s;Vs > a}
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la famille des temps d’atteinte de V . De même, soit X ′t = γ′t+V ′t une autre sous-martingale,
vérifiant les mêmes hypothèses.
On a alors l’équivalence entre les propriétés i) et ii) suivantes :

i) ∀ t > 0, (Xt, Vt)
loi
= (X ′t, V

′
t ) ;

ii) ∀ a > 0, (XTa , Ta)
loi
= (X ′T ′a , T

′
a).

L’étude du triplet ξu ≡ (Sρu, ρu, L
ρ
u) et non plus du couple (Sρu, Zu) s’imposait alors. Notons

que ξu
loi
=
√
u ξ1, et que dès lors, une étude à temps exponentiel indépendant suffit. Dans [14]

(sections 3 et 4), nous montrons comment la loi de ξt est reliée aux processus de Bessel de
diverses dimensions. Dans le cas µ = 1 du mouvement brownien réfléchi, on a le résultat
suivant :

Proposition 11. ([RY99], chapitre XII, exercice 4.24, page 510)
Soient ρ un mouvement brownien réfléchi, gt ≡ sup{s ≤ t; ρs = 0}, St ≡ sup

s≤t
ρs = mt ∨Mt,

où mt ≡ sup
s≤gt

ρs et Mt ≡ sup
gt≤s≤t

ρs. Soit enfin T , un temps exponentiel de paramètre 1
2
,

indépendant de ρ. Alors :
i) (mT , LT ) et (MT , ρT ) sont indépendants ;
ii) P[mT ≤ u, LT ∈ dl] = exp(−l cothu) 1(u>0,l>0) dl ;
iii) P[MT ∈ dy, ρT ∈ dx] = shx

(shy)2
1(0<x≤y) dx dy.

Voir aussi [13], section 3, où nous discutons en détail les lois des couples (mT , LT ) et (MT , ρT ).

Dans [14], nous étudions le quadruplet (S
(δ)
T ,m

(δ)
T , L

(δ)
T , ρ

(δ)
T ), avec des notations évidentes,

lorsque ρ(δ) est l’unique solution de l’équation (22) (δ > 1). L’étude faite dans [2] sur le
dernier zéro gµ du µ-processus pouvait laisser penser que les résultats pour δ 6= 2 (i.e. µ 6= 1)
seraient assez compliqués. Cependant, nous obtenons quelques expressions assez simples. En
particulier :

Proposition 12. ([14], Théorème 5.4 et Proposition 5.11)

Soit T un temps exponentiel de paramètre 1
2
. La loi du triplet (S

(δ)
T , L

(δ)
T , ρ

(δ)
T ) peut être décrite

de la façon suivante :

(24) (
1

chS
(δ)
T

,
sh ρ

(δ)
T

shS
(δ)
T

)
loi
= (U

1
δ−1 , V ),

où U et V désignent deux variables indépendantes uniformément distribuées sur [0, 1].
Pour toute fonction mesurable positive f :

(25) E[f(
1

2
L

(δ)
T cothS

(δ)
T ) 1

(S
(δ)
T =M

(δ)
T )

/S
(δ)
T , ρ

(δ)
T ] =

th ρ
(δ)
T

thS
(δ)
T

E [f(Gδ−1)]
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et

(26) E[f(
1

2
L

(δ)
T cothS

(δ)
T ) 1

(M
(δ)
T <S

(δ)
T )

/S
(δ)
T , ρ

(δ)
T ] =

(
1− th ρ

(δ)
T

thS
(δ)
T

)
E [f(Gδ)].

Par injectivité de la transformée de Laplace et grâce à la propriété de scaling, nous obtenons
alors plusieurs résultats à temps fixe. Les densités obtenues font intervenir des fonctions du
type fonction Théta. En fait, nous obtenons la loi du quadruplet (S

(δ)
T ,m

(δ)
T , L

(δ)
T , ρ

(δ)
T ) ([14],

Proposition 5.12). La méthode utilisée ici repose sur la construction de processus de Markov
définis à partir du µ-processus et dont on peut expliciter le noyau de Lévy grâce à l’étude
approfondie de ce même µ-processus faite auparavant (Lemmes 5.13 et 5.14).

1.4 Valeurs principales pour le µ-processus ([8])

Considérons une fonction mesurable φ : R+ → R telle que :

(27)

∫ 1

0

|φ(a)− φ(0)|
a

da+

∫ +∞

1

|φ(a)|
a

da < +∞.

La valeur principale de Cauchy de φ est définie par :

v.p.

∫ +∞

0

φ(a)

a
da =

∫ 1

0

φ(a)− φ(0)

a
da+

∫ +∞

1

φ(a)

a
da ≡ lim

ε→0

(∫ +∞

ε

φ(a)

a
da+ φ(0) ln ε

)
.

La condition (27) est vérifiée pour toute application φ höldérienne à support compact. C’est
le cas lorsque (φ(a) = Lat ; a ≥ 0) est la famille des temps locaux de certains processus
stochastiques. Dans le cas du mouvement brownien standard, cette version est höldérienne
d’ordre β pour tout β ∈]0, 1

2
[ (théorème de Trotter). On peut donc définir en particulier

C±t = lim
ε→0
{
∫ ∞
ε

l±at
a
da+ l0t ln ε}

Ct = C+
t − C−t = lim

ε→0
{
∫ ∞
ε

lat − l−at
a

da} = v.p.

∫ ∞
−∞

lat
a
da

i.e. Ct = lim
ε→0

∫ t

0

ds

Bs

1(|Bs|≥ε) = v.p.

∫ t

0

ds

Bs

.

Ces processus interviennent dans certains théorèmes limites pour des fonctionnelles additives
du mouvement brownien (voir [Ya86]). La propriété de scaling du mouvement brownien leur
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confère des propriétés intéressantes en certains temps comme τt, l’inverse continu à droite
du temps local en 0 du mouvement brownien, ou Tθ, un temps exponentiel indépendant de
paramètre θ. Ainsi, dans [BY87], Ph. Biane et M. Yor ont obtenu, par application de la
théorie des excursions du mouvement brownien, la loi conjointe de (Cτt , τt) à l’aide de la
transformée de Fourier-Laplace :

∀ξ ∈ R,∀µ ∈ R+, E[ exp(iξCτt −
µ2

2
τt) ] = exp(−π t ξ coth(

πξ

µ
)).

En particulier, ( 1
π
Cτt)t≥0 est un processus de Cauchy standard. Ils ont aussi obtenu les lois

conjointes des valeurs principales à temps exponentiel indépendant, ainsi que pour d’autres
processus liés au mouvement brownien, comme le pont, l’excursion brownienne normalisée, le
méandre, ... P.J. Fitzsimmons et R.K. Getoor ont étendu le résultat aux cas des processus de
Lévy symétriques ([FG92]), et J. Bertoin ([B90]) aux processus de Bessel de petite dimension
(voir aussi [B95]). Pour le pseudo-pont brownien, voir [HSY98].
Compte tenu de l’existence de théorèmes de Ray-Knight pour le processus (Lµ,aT ; a ∈ R) des
temps locaux du µ-processus Xµ = |B| − µL aux instants T = τt et T = τµt , il était logique
de s’intéresser aux valeurs principales du mouvement brownien perturbé. Grâce à des calculs
classiques sur les carrés de Bessel, nous avons explicité les transformées de Laplace :

E
[
exp

(
−λ

2

2
v.p.

∫ T

0

1(Xµ
s >0)

1

Xµ
s
ds− ν2

2
v.p.

∫ T

0

1(Xµ
s <0)

1

(−Xµ
s )
ds− β LµT −

θ2

2
T

)]
,

dans les deux cas T = τµt et T = τt ([8], Propositions 1 et 3). Les expressions obtenues
font intervenir des fonctions de Whittaker et sont bien sûr identiques au cas brownien en ce
qui concerne le côté positif. Par contre, du côté négatif, aucun résultat simple n’apparâıt.

En particulier ([8], Corollaire 1.2), le processus
(
v.p.

∫ τµt
0

1(Xµ
s <0)

1
(−Xµ

s )
ds; t ≥ 0

)
n’est un

processus de Lévy que dans le cas µ = 1.
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[L39] P. Lévy. Sur certains processus stochastiques homogènes. Compositio Mathematica,
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2 Fonctionnelles exponentielles de processus de Lévy

Cette partie concerne les travaux [1], [6], [7], [9], [12] et [13].

Considérons un processus de Lévy bidimensionnel (ξs, ηs; s ≥ 0) issu de (0, 0), et la fonction-
nelle exponentielle At(ξ, η) ≡

∫ t
0
eξs−dηs qui lui est associée. Dans le cas où le processus η

est égal au temps, on note simplement At(ξ) ≡
∫ t

0
eξs−ds. Depuis le début des années 1990

surtout, la variable At(ξ, η), et, quand elle existe, la variable A∞(ξ, η), s’avèrent jouer un
rôle important dans divers domaines scientifiques. La littérature est extrêmement abondante
sur le sujet, et nous ne saurions ici être exhaustif.

2.1 Les fonctionnelles exponentielles sont partout : en voici quelques
exemples

Voici quelques exemples auxquels nous nous sommes intéressés et qui prouvent, si besoin,
l’importance des variables At(ξ, η) et At(ξ). Pour d’autres références, on peut se reporter
à [12].

a. Théorie du risque et loi du prix d’une rente perpétuelle

Dans [D90], D. Dufresne établit la loi d’une “perpétuité”, c’est-à-dire de la valeur actuelle
Z d’une rente perpétuelle à paiement continu lorsque le taux de capitalisation est représenté
par un mouvement brownien géométrique, i.e. lorsque Z s’écrit

∫ +∞
0

exp(−(σBs + νs))ds,
(ν > 0). Il montre que Z est l’inverse d’une loi gamma, à une constante multiplicative près.
M. Yor ([Y92]) a par la suite donné une démonstration élégante de ce résultat, s’appuyant
sur la relation de Lamperti qui existe entre le mouvement brownien géométrique et les carrés
de Bessel (voir 2.2.a).
Plus généralement, dans [Pa93], J. Paulsen introduit un modèle économique où le risque
pour une compagnie d’assurance (c’est-à-dire la valeur future d’une série de risques pris
individuellement) est donné par : Xt = eξt(x + At(−ξ, η)), où x représente l’avoir initial,
eξt le taux de capitalisation et η le processus des bénéfices, les processus ξ et η n’étant plus
nécessairement continus comme chez D. Dufresne. La variable At(−ξ, η) désigne alors la
valeur actuelle des bénéfices futurs sur [0, t], et A∞(−ξ, η), lorsqu’elle existe, est encore la
valeur actuelle d’une rente perpétuelle. Cette dernière variable intervient par ailleurs dans le
problème de la ruine d’un portefeuille d’assurance ([GP97], [12], section 3.2). Dans [NPa96],
T. Nilsen et J. Paulsen s’intéressent au cas où η est un processus de Poisson composé. Dans [1]
et [12], nous montrons comment ces divers résultats peuvent être unifiés à l’aide du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé (cf. 2.2.a).

b. Calcul d’options

À la suite des travaux de D. Dufresne portant sur les perpétuités (cf. ci-dessus), mais
aussi de questions de H. Geman et S. Jacka, M. Yor ([Y92]) s’est intéressé au calcul des
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options asiatiques. En mathématiques financières, dans un environnement de type Black-
Scholes, le processus des prix st est modélisé par un mouvement brownien géométrique eξt ,
où (ξt) est un mouvement brownien avec drift, et il s’agit alors d’expliciter les moments de

e−µT ( 1
T

∫ T
0
st dt− C)+, ou, ce qui revient au même compte tenu de la propriété de scaling

du mouvement brownien, les moments de (A
(ν)
T −K)+, en notant A

(ν)
T ≡ AT (ξ) dans le cas

particulier ξs = 2(Bs + νs). Le travail se fait à temps exponentiel indépendant. Nous ren-
voyons aussi à [BS94] et [GY93] pour plus de détails. Pour certains modèles financiers, le cas
continu du mouvement brownien géométrique ne suffit plus, et il est fréquent de le remplacer
par l’exponentielle d’un processus de Lévy. Dans [1], nous étudions le cas où ξt = αt+ ε PNt ;
α est le drift, (PNt ; t ≥ 0) est un processus de Poisson composé de paramètre β > 0 et de
probabilité de saut λ(dx) = γe−γx1(x>0)dx, ε = 1 ou ε = −1.

Plus récemment, nous nous sommes intéressés dans [13] à deux types d’options exotiques,
dépendant de la trajectoire, et faisant intervenir une barrière.
L’une

(A) φa,lt (K) = E[1(Lt<l) (exp(aSt)−K)+]

pénalise trop de temps passé par le processus des prix (st = exp(Bt)) dans un voisinage
de 1 (plus généralement, le mouvement brownien B peut être remplacé par un mouvement
brownien avec drift).
L’autre

(B) ψmt (K) = E

[(∫ t

0

1(exp(Bs)≥1)ds−K
)+

1(St<m)

]
= E

[
(A+

t −K)+1(St<m)

]
(0 ≤ K < t)

pénalise les grandes valeurs de st.
Ces études sont par ailleurs intéressantes d’un point de vue brownien, puisque nous avons dû
par exemple considérer les lois de (St, Bt, Lt), de (A+

t , St), voire de (Bt, Lt, L
x
t ), St désignant

toujours le maximum de B, A+
t le temps qu’il passe au-dessus de 0, Lt et Lxt son temps local

respectivement en 0 et en x. Nous donnons dans [13] plusieurs formules explicites, à temps
exponentiel indépendant ou à temps fixe.

c. Diffusion en milieu aléatoire

Considérons une diffusion réelleX qui, conditionnellement au potentiel (Vx = Wx + cx;x ∈ R),

a pour générateur infinitésimal
1

2
eVx

d

dx

[
e−Vx

d

dx

]
, c’est-à-dire que conditionnellement à V ,

X est la diffusion de fonction d’échelle sV (x) =
∫ x
−∞ exp(Vu)du (c > 0) et de mesure de

vitesse mV (dy) = 2 exp(−Vy)dy. Dans le cas où (Wx;x ≥ 0) et (W−x;x ≥ 0) sont deux mou-
vements browniens indépendants, il s’agit du modèle introduit par Brox ([B86]) de la version
continue de la marche aléatoire de Sinäı. Dans [KT91], K. Kawazu et H. Tanaka s’intéressent
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au maximum de la diffusion dans ce cas de l’environnement brownien. On a alors :

P[max
t≥0

Xt > x] = E

[∫ 0

−∞ exp(Vu)du∫ x
−∞ exp(Vu)du

]
= E

[
A

(−2c)
∞

A
(−2c)
∞ + Â

(2c)
x/4

]
,

où les deux variables considérées dans le membre de droite sont indépendantes. Dans [HSY99],
Y. Hu, Z. Shi et M. Yor complètent les travaux de K. Kawazu et H. Tanaka en utilisant une
nouvelle approche faisant intervenir les processus de Bessel et de Jacobi pour l’étude des
potentiels aléatoires.
Le cas général d’un potentiel de Lévy est étudié dans [6], et dans [Car97], Ph. Carmona
détermine alors le comportement de Xt

t
.

D’un point de vue physique, la fonctionnelle exponentielle τ(a, b) =
∫ b
a
dx exp(−β

∫ x
a
F (y)dy)

joue un rôle fondamental dans l’étude des diverses grandeurs qui permettent d’étudier la
diffusion d’une particule sur un milieu désordonné en présence d’une force aléatoire gelée F
(voir les travaux de A. Comtet et C. Monthus, [M95] et [CM98] où, par exemple, l’énergie

libre lnA
(−µ)
L est étudiée).

d. Équations affines et variables auto-décomposables

Le couple (A,B) de variables aléatoires étant donné, peut-on trouver des variables Y telles

que Y
loi
= AY + B, où, dans le membre de droite, Y est indépendante de (A,B) ? H. Kes-

ten ([K73]) et W. Vervaat ([V79]) par exemple se sont tout particulièrement intéressés à
ce problème des équations affines. L’existence de solutions est reliée à la convergence des
équations aux différences Yn = AnYn−1 + Bn qui apparaissent dans de nombreux domaines.
Parmi les sujets déjà abordés précédemment, citons en physique la marche aléatoire en milieu
désordonné ([M95]), et en économie pour modéliser le cours de certains produits financiers
([D90], [Pa93]). Mais on retrouve également ces équations en biologie ou en sociologie. Dans
toutes les applications, Yn représente un stock de certains objets au temps n, Bn la quantité
qu’on ajoute (ou retranche si Bn < 0) au temps n, et An indique la façon dont le stock Yn−1

évolue entre les instants n−1 et n. Les exponentielles de processus de Lévy fournissent alors
des exemples de solutions d’équations affines. La variable A∞(ξ) est en effet solution avec
A = eξT et B = AT (ξ), lorsque T est un temps d’arrêt pour le processus de Lévy ξ.

Inversement, on dit qu’une variable aléatoire positive X est auto-décomposable si :

∀c > 0, ∃Xc, X
loi
= Xc + e−cX,

où, dans le membre de droite, les variables X et Xc sont indépendantes. Une telle variable
X est indéfiniment divisible.

Si ξ est un processus de Lévy sans sauts négatifs, la variable A∞(ξ) est auto-décomposable :

∀a < 0, A∞(ξ)
loi
= ATa(ξ) + ea Ã∞,

où Ta désigne le premier temps d’atteinte de a par ξ.
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Z. Jurek et W. Vervaat ([JV83]) ont montré que toute variable auto-décomposable X se
représente sous la forme A∞(ξ, η) avec ξs = −s et η un subordinateur : η s’appelle le
“background driving Lévy process” associé à X.

Le cas du processus de Poisson avec drift ξt = aNt − ct fournit des exemples intéressants de
solutions d’équations affines (voir 2.1.f et 2.2.a).

e. Asymptotiques de certains processus semi-stables

Proposition 13. ([6], Proposition 4.2)
Si ξ est un processus de Lévy α-stable, alors :

1

t1/α
ln(At(ξ))

d
t→+∞−→ sup

s≤1
ξs.

Ce type de résultat est de même nature que celui qui intervient dans la preuve du théorème
de Spitzer sur le nombre de tours du mouvement brownien plan.

f. Le processus de Poisson

Outre le cas du mouvement brownien avec drift, l’autre cas simple, mais néanmoins intéressant,
de processus de Lévy, est celui où ξt = −ct+aNt, (Nt)t≥0 étant un processus de Poisson. Dans
[6], nous étudions en détail la fonctionnelle exponentielle A∞(ξ) qui lui est associée : résultats
asymptotiques pour les variables At(ξ) (Proposition 6.1), équations affines (Proposition 6.3)
et calculs de moments (Proposition 6.4) pour les variables A∞(ξ), lorsqu’elles existent. Dans
le cas sans drift (c = 0), nous nous intéressons aux fonctionnelles A∞(h) =

∫∞
0
h(Ns)ds, pour

une large classe de fonctions h : transformée de Laplace, densité, moments de type ”options
asiatiques” (Proposition 6.5). Le cas exponentiel A∞ =

∫∞
0
qNsds, qui correspond à la fonc-

tion h(x) = qx, 0 < q < 1, apparâıt dans de nombreux papiers. Dans [BBY03], J. Bertoin,
Ph. Biane et M. Yor en prouvent entre autres le caractère auto-décomposable (voir aussi
[BY02a], où la variable A∞ fournit un exemple explicite montrant que la loi log-normale
n’est pas déterminée par ses moments, ou encore la discussion et les références dans [BY03]).
La loi de A∞ apparâıt comme une mesure invariante liée à l’étude de la congestion de réseaux
de communication (TCP) (voir [DGR02] et [GRZ03]). Elle intervient dans l’étude du temps
minimal passé pour récupérer des objets disposés uniformément sur un cercle ([LZ03]), et
joue aussi un rôle dans une modélisation probabiliste de duplication de l’ADN ([La03]).
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2.2 Méthodes mises en œuvre et autres exemples d’application

Les méthodes principalement développées dans ces différents papiers sont les suivantes.

a. La transformation de Lamperti

La notion de processus de Markov semi-stable a été introduite par J. W. Lamperti en 1972
([La72]). Un processus de Markov (X(t); t ≥ 0) à valeurs dans R+ est dit semi-stable si, en
désignant par Px sa loi lorsqu’il est issu de x, on a :

∀c > 0,∀x > 0, (
1

c
X(ct), t ≥ 0;Pcx)

loi
= (X(t), t ≥ 0;Px).

J.W. Lamperti a mis en évidence le lien entre les processus de Markov semi-stables et les
processus de Lévy en utilisant un changement de temps. Plus précisément, à tout processus
de Lévy réel ξ, on peut associer un unique processus de Markov semi-stable à valeurs dans
R+ tel que :

(28) ∀t ≥ 0, exp(ξt) = XAt(ξ), et T0(X) = A∞(ξ) où T0(X) ≡ inf{u;Xu = 0 ou Xu− = 0}.

Réciproquement, à tout processus de Markov semi-stable à valeurs dans R+, on peut associer
un processus de Lévy réel ξ tel que l’équation (28) soit vérifiée, ce qui peut encore s’écrire :

(29) ∀u < T0(X), Xu = exp(ξCu) où Cu = inf{s;As(ξ) > u} =

∫ u

0

ds

Xs

.

Les générateurs infinitésimaux de ξ et X sont liés par la relation :

LXf(x) =
1

x
Lξ(f ◦ exp)(lnx) et Lξf(z) = ez LX(f ◦ ln)(ez).

Par exemple, lorsque ξt = 2(Bt − νt) est un mouvement brownien avec drift (ν > 0), on
reconnâıt pour LX le générateur infinitésimal du carré de processus de Bessel de dimension
2(1− ν). Dans ce cas, la transformation de Lamperti s’écrit :

∀t ≥ 0, exp[2(Bt − νt)] = R(2(1−ν))(

∫ t

0

exp[2(Bs − νs)]ds),

où R(α) est un carré de Bessel de dimension α issu de 1. Ce qui entrâıne :

A∞(ξ)
loi
= T0(R(2(1−ν)))

loi
=

1

2Gν

,

par le théorème de Getoor (cf. [Y92]).
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Un autre exemple est celui des martingales d’Azéma-Émery :

Proposition 14. ([6], Lemme 6.9 et section 2, exemple C)
Soit Y la martingale d’Azéma-Émery de paramètre β > −1, c’est-à-dire la solution de
l’équation de structure

d[Y, Y ]t = dt+ β Yt− dYt.

Posons ξt = 2(ln(1 + β)Nt − βt), où N désigne un processus de Poisson de paramètre 1.
Alors :

T0(Y )
loi
= β2A∞(ξ),

où T0(Y ) désigne le temps d’atteinte de 0 par Y .

Pour une extension de la relation de Lamperti à des processus X non nécessairement positifs,
voir les travaux de L. Gallardo et M. Yor ([GaY03]) sur les processus de Dunkl.

b. Transformation d’Esscher-Girsanov, calcul à temps exponentiel indépendant
et entrelacements de semi-groupes

Proposition 15. ([1], Propositions 2.1 et 2.2)
a. Soit ξ un processus de Lévy réel issu de 0 de filtration naturelle (Gt) et d’exposant de Lévy
ψ. Soit X le processus de Markov semi-stable associé à ξ par la transformation de Lamperti.
Soit m un réel tel que ψ(m) soit fini. Considérons la transformation de Girsanov suivante,
dite transformation d’Esscher-Girsanov :

P(m)
a = exp(m(ξt − a)− tψ(m)).Pa sur Gt.

Sous P(m)
a , le processus ξ est un processus de Lévy dont l’exposé de Lévy est donné par

ψ(m)(λ) = ψ(m+λ)−ψ(m). Le processus de Markov semi-stable X(m) qui lui est associé est
en fait le processus X considéré sous la nouvelle probabilité :

P (m)
x = (

Xu

x
)m exp(−ψ(m)Cu).Px sur Fu = GCu .

b. Soient λ > 0 et m tels que λ = ψ(m). Si Tλ désigne un temps exponentiel de paramètre λ
indépendant, on a alors :

∀u ≥ 0, P0[ATλ(ξ) > u ] = E
(m)
1 [

1

Xm
u

].

La connaissance du semi-groupe de X(m) permet d’obtenir la loi de ATλ(ξ), et même du
couple (exp ξTλ , ATλ(ξ)).
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Proposition 16. ([1], Proposition 2.2)
Considérons, quand elle existe, la famille de variables aléatoires (Hp) définie par :

P [Hp > t] = E1[X−pt ].

Bien entendu, (H
(m)
p ) désigne la famille associée au transformé de Girsanov X(m).

Soit λ > 0 tel qu’il existe m vérifiant ψ(m) = λ.

Alors H
(m)
m existe et on a :

ATλ(ξ)
loi
= H(m)

m .

Un moyen simple pour déterminer les familles (Hp), et par voie de conséquence la loi deATλ(ξ)
est d’utiliser la notion d’entrelacement entre deux processus de Markov. Cette notion, im-
portante en théorie des opérateurs, est beaucoup moins familière en théorie des probabilités.
Elle apparâıt déjà néanmoins chez E. B. Dynkin ([Dy65]) et chez Pitman-Rogers ([PR81]), et
a par la suite été utilisée dans [MY00] et [MY01], où H. Matsumoto et M. Yor présentent des
exemples de semi-groupes de processus liés au mouvement brownien géométrique e2(Bs+νs) et
à la fonctionnelle exponentielle A

(ν)
t , entrelacés à l’aide de noyaux dans lesquels interviennent

des lois gaussiennes inverses généralisées. Pour d’autres exemples, on peut aussi citer les tra-
vaux de Ph. Biane ([Bi95]) et de J. Dubédat ([Du03]), ou encore ceux de L. Gallardo et
M. Yor ([GaY03]) sur les martingales de Dunkl.

Définition. On dit que deux semi-groupes (Pt)t≥0 et (Qt)t≥0 sont entrelacés par le noyau
markovien Λ si : ∀ t ≥ 0, PtΛ = ΛQt.

Dans les exemples que nous avons étudiés, Λ est un noyau multiplicatif associé à une varia-
ble aléatoire positive G, c’est-à-dire : ∀ f ∈ C∞0 (R), Λf(x) = E[f(Gx)]. Les variables G
considérées sont essentiellement des variables gamma, béta ou leurs inverses, voire des quo-
tients de variables gamma indépendantes, et la relation d’entrelacement peut être vue comme
une extension, au niveau des semi-groupes, des identités bien connues entre variables béta
et gamma (voir les rappels).

Proposition 17. ([1], Proposition 3.1)
Soient deux processus de Markov semi-stables X et Y de semi-groupes respectifs (Pt)t≥0 et
(Qt)t≥0 entrelacés à l’aide du noyau de multiplication par G.
Considérons, quand elles existent, les familles de variables aléatoires (Hp) et (Kp) définies
par : P [Hp > t] = E1[X−pt ] et P [Kp > t] = E1[Y −pt ].
Soit p tel que E[G−p] soit finie. Si Hp ou Kp existe, alors Hp et Kp existent et par exemple :

(30) si G = Ga : ∀p < a, Hp
loi
= Ga−pKp ; si G = Ga,b : ∀p < a, Hp

loi
= Ga−p,bKp.
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La connaissance pour deux processus de Markov semi-stables de leur famille associée (Hp)
permet d’expliciter la loi de ATλ(ξ).
Notre étude du mouvement brownien perturbé a fait apparâıtre divers processus de Markov
semi-stables comme (X(α)(t) ≡ |Bτµt

|; t ≥ 0), dit processus de Watanabe généralisé (α = 1
µ
),

et (X(1,β)(t) ≡ t+ sup
s≤τtβ

(|Bs| − 1
β
ls); t ≥ 0). Ils sont étudiés ainsi que les processus auxquels

ils sont liés par entrelacement dans [1] et [9]. C’est ainsi qu’apparâıt la classe des processus
de Lévy de la forme ξt = at+ εPNt (où PN est un processus de Poisson composé, voir 2.1.b).
La notion d’entrelacement nous a permis de mettre en évidence des liens entre différents
processus de Markov, qui, a priori, ne semblaient pas être reliés les uns aux autres. Ces pro-
cessus de Markov et les processus de Lévy associés peuvent être des exemples pour modéliser
les processus de prix en mathématiques financières.

c. La méthode des moments

Proposition 18. ([6], Propositions 3.1 et 3.3)
Soit ξ un processus de Lévy et soit φ la fonction définie par : E[exp(λξt)] = exp(−tφ(λ)).
i) Si λ ≥ 1 et φ(λ) > 0, alors :

E[A∞(ξ)λ ] =
λ

φ(λ)
E[A∞(ξ)λ−1 ].

ii) Si ξ est l’opposé d’un subordinateur sans drift (φ est l’exposant de Laplace de −ξ), la loi
de A∞(ξ) est caractérisée par ses moments, et :

∀n ∈ IN, E[A∞(ξ)n ] =
n!

n∏
j=1

φ(j)
.

Par cette méthode (ii), on peut déterminer la mesure de dislocation du processus de fragmen-
tation d’indice α = −1

2
qui consiste à regarder les longueurs des morceaux d’une excursion

brownienne normalisée au-dessus du temps t (cf. [Be02]).
Dans [BY01], J. Bertoin et M. Yor utilisent le résultat (ii) pour obtenir diverses décompositions
de la variable exponentielle en produits de variables indépendantes de la forme RA∞(ξ), et
ils relient R au processus de Markov semi-stable associé au subordinateur ξ.
J. Bertoin et M.E. Caballero montrent dans [BC02] que, si X est le processus de Markov
semi-stable associé à un subordinateur d’espérance finie, Px[X1 ∈ .] converge, quand x tend
vers 0, vers une loi d’entrée P0+[X1 ∈ .], et ils utilisent le résultat (ii) pour caractériser les
moments E0+[X−k1 ] et relier la loi limite à celle de A∞(ξ). Le cas général est traité dans
[BY02b] où des résultats analogues à (ii) sont démontrés pour caractériser la loi de 1

A∞(ξ)

par ses moments sous certaines conditions.
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Signalons aussi un article récent de T. Szabados et B. Székely ([Sz03]) qui présente une
formule analogue pour les moments d’une fonctionnelle exponentielle discrète (i.e. associée
à une marche aléatoire) permettant de retrouver les résultats de D. Dufresne et M. Yor sur

les options asiatiques A
(−ν)
∞ .

En ce qui concerne le temps fini, nous donnons dans [7] une majoration des moments entiers
de At(ξ) en fonction de l’exposant de Lévy de ξ :

Proposition 19. ([7], Proposition 1)
Soit ξ un processus de Lévy. On suppose que son exposant de Lévy ψ satisfait à la condition :

λ 7→ ψ(λ)
λ

est une fonction finie, positive croissante sur R+.

Alors :

∀n ∈ IN, E[At(ξ)
n] ≤

(
exp(tψ(n)/n)− 1

ψ(n)/n

)n
.

Dans le cas particulier où ξ est le mouvement brownien avec drift, cela nous permet de
démontrer une conjecture de V. de la Peña et N. Eisenbaum ([EP92]).

d. Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck de paramètre λ est un processus de Markov, unique
solution de l’équation différentielle stochastique

dUs = dBs + λUs ds,

où (Bs)s≥0 est un mouvement brownien standard.

Un calcul classique donne : Ut = exp(λt)(x+
∫ t

0
exp(−λs)dBs).

Cette définition s’étend de la façon suivante.

Proposition 20. ([6], Lemme 2.3, Corollaire 5.2)
Soit (ξ, η) un processus de Lévy bidimensionnel issu de (0, 0).

i) On appelle processus d’Ornstein-Uhlenbeck généralisé associé à (ξ, η) le processus

Xx
t (ξ, η) = eξt(x+ At(−ξ, η)), t ≥ 0, x ∈ R.

C’est un processus de Markov homogène.

ii) Lorsque ηs = s, son générateur satisfait :

LUf(x) = f ′(x) + Lξ(f ◦ exp)(lnx).

iii) Lorsque ξ et η sont indépendants, on a :

∀t > 0, Xx
t (ξ, η)

loi
= xeξt + At(ξ, η).
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Si de plus, ξt tend vers −∞ p.s. et si A∞(ξ, η) existe et est presque sûrement finie, alors la loi
de A∞(ξ, η) est l’unique mesure de probabilité invariante du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
généralisé associé à (ξ, η).

En conséquence, si LU est le générateur infinitésimal du processus d’Ornstein-Uhlenbeck
généralisé associé à (ξ, η), et si λ(dx) est une mesure de probabilité vérifiant :

∀f ∈ C2
b ,

∫
LUf(x)λ(dx) = 0,

alors λ(dx) est la loi de A∞(ξ, η).

Les lois des fonctionnelles exponentielles A∞(ξ) ou A∞(ξ, η) s’obtiennent alors aisément. En
particulier, on retrouve les résultats que Nilsen-Paulsen ([NPa96]) avaient obtenus par la
méthode de Feynman-Kac (le processus d’Ornstein-Uhlenbek généralisé correspond exacte-
ment au risque étudié par Nilsen-Paulsen), ainsi que ceux pour les processus de Lévy de
la forme ξt = at + ε PNt (voir 2.1.b et 2.2.b) étudiés dans [1]. Cette méthode permet aussi
de trouver la loi de A∞(ξ, η) lorsque ξ et η sont des mouvements browniens dépendants
avec drift, et c’est encore de cette manière que nous avons identifié le processus de Lévy
associé à la valeur absolue d’un processus de Cauchy ([12], Proposition 2.3). Cette technique
se généralise ([DGY01]) au cas multi-dimensionnel de la loi de

(∫∞
0
eaiBs−bis ds

)
1≤i≤n, mais,

pour n 6= 1, on ne sait pas résoudre les équations obtenues. Quelques résultats bidimension-
nels apparaissent cependant dans [12] (section 4 : a1 = a2 = 2, b1 = ν, b2 = ν+α) et surtout
dans [Y92] (a1 = −a2 = 2, b1 = b2 = 1

2
).

Pour finir, citons encore deux exemples où le caractère markovien du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck généralisé joue un rôle fondamental : dans [DGY01], pour retrouver le prix des

options asiatiques à temps exponentiel indépendant E[(A
(ν)
T −K)+], et dans [ADY97] pour

démontrer et généraliser une identité en loi due à Ph. Bougerol ([Bo83])

∀t ≥ 0, sh(Bt)
loi
= W

A
(0)
t
,

où, dans le membre de droite, W est un mouvement brownien indépendant de celui qui
apparâıt dans la fonctionnelle exponentielle A

(0)
t .
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exponential functionals of Lévy processes. Potential Anal., 17, p. 389–400, 2002.

[BY03] J. Bertoin et M. Yor. Exponential functionals of Lévy processes. En préparation,
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3 Théorème du support pour des diffusions réfléchies

de type Ventcell

Cette partie concerne l’article [3].

Soit D un ouvert régulier de Rp+1. Considérons alors des champs de vecteurs de classe C∞
bornés à dérivées bornées, β, σi, ν et νj, définis sur Rp+1, à valeurs dans Rp+1. Posons :

A =
1

2

∑
i≥1

σ2
i + β et L =

1

2

∑
j≥1

µ2
i + ν,

les carrés étant pris au sens de l’action des champs de vecteurs.

Considérons le système suivant, où ◦ désigne l’intégrale au sens de Stratonovitch :

(31)



dxt = 1D(xt) β(xt) dt+ 1D(xt)
∑
i

σi(xt) ◦ dwit

+1∂D(xt) ν(xt) dat + 1∂D(xt)
∑
j

µj(xt) ◦ dM j
t

∀ t,
∫ t

0

1∂D(xs) das = at

∀ t,
∫ t

0

1∂D(xs) ds = 0

x = x0

On dit que le système (31) admet une solution sur [0, T ] s’il existe un système de processus
stochastiques (x, a, w,M) définis sur un espace probabilisé (Ω, (Ft)t≥0, (Px)x∈D̄) tel que :

1) le processus (xt)0≤t≤T est (Ft)-adapté, continu, à valeurs dans D̄ ;

2) le processus (at)0≤t≤T est (Ft)-adapté, continu, croissant, nul en 0 ;

3) les processus (wt)0≤t≤T et (Mt)0≤t≤T sont des (Ft)-martingales continues telles que pour
tout t ∈ [0, T ] :
∀ i, ∀ j, < wi, wj >t = δij t, < M i,M j >t = δij at, < wi,M j >t = 0 ;

4) le système (31) est vérifié sur [0, T ].

Sous certaines hypothèses techniques (la frontière de D est uniformément non caractéristique
et le champ ν est transversal à ∂D), le système (31) admet une solution unique en loi, appelée
une (A,L)-diffusion (cf. [Ca97], [Ca91], et [3] pages 197 et suivantes). Le processus (at) est
alors le temps local de (xt) au bord de D.

Considérons maintenant l’équation déterministe associée au système (31) pour une fonction
H = (h, γ) appartenant à C2

M([0, T ],Rd+m), c’est-à-dire de classe C2 par morceaux de [0, T ]
dans Rd+m.
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(32)



xH,xt = x+

∫ t

0

(β(xH,xs ) +
∑
i

σi(x
H,x
s ) ḣis) 1D(xH,xs ) ds

+

∫ t

0

(ν(xH,xs ) +
∑
j

µj(x
H,x
s ) γ̇js) 1∂D(xH,xs ) daH,xs

∀ t ∈ [0, T ],

∫ t

0

1∂D(xH,xs ) daH,xs = aH,xt

∀t ∈ [0, T ],

∫ t

0

1∂D(xH,xs ) ds = 0,

où ḣ et γ̇ désignent les dérivées de h et de γ.

Le résultat principal démontré dans [3] est le suivant :

Proposition 21.
Si Px désigne la loi du couple issu de x, (xt, at)0≤t≤T , sur C0([0, T ]; D̄×R+) muni de la norme
uniforme sur [0, T ], on a :

suppPx = {(xH,xt , aH,xt )0≤t≤T ;H ∈ C2
M([0, T ],Rd+m)}.

Ce résultat donne en particulier une interprétation simple des termes martingales au bord
M j qui apparaissent comme des termes de réflexion aléatoires “indépendants” en un certain
sens des termes wi. Comme toujours dans les problèmes de support, la démonstration se fait
par double inclusion. La difficulté ici, tient bien sûr à l’apparition des termes martingales au
bord. La démonstration de Doss et Priouret [DP82] pour le cas de diffusions réfléchies sans
termes martingales au bord, utilise un principe de contraction dû à Anderson et Orey [AO76]
qui donne les processus (xt) et (at) comme images, par des applications lipschitziennes, d’un
processus de diffusion ordinaire. La présence, dans notre cas, de termes martingales sur le
bord, rend inapplicable ce procédé. La méthode consiste donc à étudier le problème directe-
ment, comme dans le cas non réfléchi de Stroock et Varadhan [SV72], mais cette fois, avec
deux échelles de temps, les contrôles des termes gérés par le temps local étant bien sûr les
plus délicats.

L’article est découpé en trois parties. Dans la première, comme souvent pour les diffu-
sions réfléchies, on étudie d’abord le cas dit “d’un demi-espace sans terme de dérive”, où
D = R+ × Rp est un demi-espace, et où le système (31) est de la forme :

(33)


dzt = dBt + dat

dyt = X0(xt) dt+X1(xt) ◦ dwt + V0(yt) dat + V1(yt) ◦ dw∗at
xt = (zt, yt), zt ≥ 0, yt ∈ Rp,

où B, w et w∗ sont des mouvements browniens indépendants.
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On construit d’abord (z., a.) comme solution d’une équation de réflexion indépendante des
mouvements browniens w et w∗ qui interviennent dans l’équation régissant (yt). La première
coordonnée (zt) est alors un mouvement brownien réfléchi et on peut conditionner par rapport
à la tribu engendrée par B afin de construire y.. Pour montrer la première inclusion, on met
en évidence une suite de fonctions (Hk)k≥1 de C2

M([0, T ],Rn) telle que :

∀ ε > 0, lim
k→+∞

Px[ ||x− xHk,x||T + ||a− aHk,x||T > ε ] = 0.

On choisit l’approximation dyadique classique pour approcher les mouvements browniens w
et B ainsi que l’approximation du temps local qui lui est associée. Mais il en faut une autre
pour approcher la partie martingale au bord w∗a. Des techniques d’intégration par parties
essentiellement, permettent de contrôler les différents termes : accroissement du temps local
d’un mouvement brownien et de son approximation, intégrales de Stieltjes par rapport au
temps local et à son approximation.
Puis on étudie le cas d’un demi-espace avec terme de dérive sur la première coordonnée (zt).
On démontre alors au passage dans ce cas, l’existence et l’unicité d’une solution sur [0, T ]
au système déterministe (32) au moyen d’un argument de point fixe ([3], §I.2.A).

La deuxième partie traite de l’autre inclusion, mais toujours dans le cas du demi-espace,
pour lequel on montre que :

∀H ∈ C2
M([0, T ],Rn), ∀ ε > 0, Px[ ||x− xH,x||T + ||a− aH,x||T < ε ] > 0.

Là encore les majorations sont obtenues à partir d’intégrations par parties, et font apparâıtre
de “nouveaux” termes “croisés”.

La troisième partie traite du cas général. La difficulté pour construire la (A,L)-diffusion vient
du fait que l’on ne peut construire de solutions fortes, comme dans le cas du demi-espace. On
construit alors des solutions locales grâce à des difféomorphismes et à une famille de cartes
locales qui nous ramènent au cas du demi-espace avec terme de dérive. Il faut ensuite procéder
à des recollements en loi, ce qui est possible car le phénomène d’oscillation ne se produit
pas (seul un nombre presque sûrement fini de cartes locales est visité durant l’intervalle de
temps [0, T ]). La solution déterministe du problème (32) se construit de façon analogue. La
suite est assez technique. On utilise les résultats obtenus dans le cas d’un demi-espace avec
dérive dans chaque carte locale pour obtenir le résultat général.
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4 Retournement du temps et diffusions de Nelson

Cette partie concerne les travaux [4] et [D1].

Les problèmes auxquels nous nous intéressons sont les suivants. Soient A le générateur d’une
diffusion dans Rd, β un champ de vecteurs défini sur Rd, et (νt)t∈[0,1] un flot faiblement
continu de probabilités définies sur Rd, qui satisfont à l’équation de Fokker-Planck (faible) :

∂

∂t
νt = (A+ β∇)∗νt,

c’est-à-dire que pour toute fonction f ∈ C∞0 ([0, T ]× Rd),

∀0 ≤ u ≤ t ≤ T,

∫
f(t, x) νt(dx)−

∫
f(u, x) νu(dx) =

∫ t

u

∫ (
∂

∂s
+ A+ β∇

)
f(s, x) ds dνs(x).

Existe-t-il une diffusion de générateur (A + β∇) et de marginales (νt)t∈[0,1] ? Si elle existe,
quelles sont ses propriétés et comment peut-on décrire le processus retourné ?
Le problème vient à l’origine de la mécanique stochastique de Nelson ([Ne67], [Ne88]).
Considérons en effet l’équation de Schrödinger classique dans Rd :

i
∂ψ

∂t
= −1

2
4ψ + V ψ,

où4 désigne le Laplacien dans Rd et V est une ”bonne” fonction. Alors, dès que la condition
initiale satisfait

∫
|ψ(0, x)|2 dx = 1, les fonctions ρ(t, x) ≡ |ψ(t, x)|2 constituent un flot de

densités de probabilités sur Rd. De plus, si l’on décompose ψ = exp(R + iS) suivant son
amplitude et sa phase, et si l’on pose β ≡ ∇S +∇R et β̂ ≡ ∇S −∇R, alors ρ satisfait aux
équations faibles de Fokker-Planck (c’est-à-dire au sens des distributions) :

∂ρ

∂t
= (

1

2
4+ β∇)∗ρ =

1

2
4ρ−∇(βρ)

−∂ρ
∂t

= (
1

2
4− β̂∇)∗ρ =

1

2
4ρ+∇(β̂ρ).

Le problème de la mécanique stochastique de Nelson est alors de montrer qu’il existe au moins
une mesure de probabilité Q sur Co([0, 1],Rd) telle que, en désignant par R l’opérateur de
retournement du temps :

- Q est la loi d’une diffusion de générateur 1
2
4+β∇ admettant pour marginales (ρ(t, .)dx; 0 ≤ t ≤ 1) ;

- la loi Q ≡ Q ◦R du processus retourné est encore une diffusion de générateur 1
2
4− β̂∇ et

de marginales (ρ(1− t, .)dx; 0 ≤ t ≤ 1).

E. Carlen a tout d’abord étudié ce problème en utilisant une approche semi-groupe ([C84]),
des conditions de régularité sur ρ, ainsi que
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- la condition d’énergie finie :
∫ 1

0

∫
|β(s, x)|2 ρ(s, x) dxds < +∞ ;

- et la condition duale :
∫ 1

0

∫
|β̂(s, x)|2 ρ(1− s, x) dxds < +∞.

Ensuite, reconnaissant des conditions entropiques dans les deux conditions d’énergie finie
qui précèdent, H. Föllmer ([F86]) introduit une mesure de probabilité Q sur Co([0, 1],Rd),

d’entropie finie par rapport à la mesure de Wiener P : H(Q|P) = EQ
[

ln
dQ
dP

]
< +∞. Sans

autre hypothèse que celle d’énergie finie (c’est-à-dire en particulier sans hypothèse sur la
régularité des drifts), il montre que la loi du processus canonique des coordonnées (xt)0≤t≤1

sous Q est absolument continue, et que sa densité par rapport à P, notée ρt(x), satisfait à
l’équation dite de dualité. En outre, il décrit les drifts “en avant” (forward) et “en arrière”
(backward) comme dérivées du processus des coordonnées.

Citons plusieurs auteurs qui ont étudié des problèmes analogues : M. Fukushima et M. Takeda
([FT84]), R. Carmona ([C85]), P. A. Meyer et W. A. Zheng ([MZh85]), J. Picard ([Pi85]),
W. A. Zheng ([Zh85]), É. Pardoux et R. J. Williams ([PW94]), sans oublier M. Thieullen
et J. C. Zambrini ([TZ97]) qui s’intéressent aux équations de Schrödinger via l’approche des
processus réversibles due à B. Jamison.

Un certain nombre de nos travaux ([T], [4], [D1]) ont pour but d’étendre les résultats de
E. Carlen et de H. Föllmer dans différents cas. À chaque fois, on adapte la méthode de
H. Föllmer. Il faut d’abord étudier attentivement le processus retourné. Plusieurs auteurs
se sont penchés sur ce type de problème, comme par exemple de savoir si le retourné d’une
diffusion est encore une diffusion ([A82], [Pa85], [HP86], [MNS89]), ou si le retourné d’une
semi-martingale est encore une semi-martingale ([W82], [JP88]), ou encore ce qui se passe
pour le retourné d’une diffusion réfléchie ([Ca88]). Mais pour notre étude, nous avons besoin
d’expliciter tous les processus qui interviennent dans l’équation satisfaite par le processus
retourné, ce qui nécessite un important travail supplémentaire dans le cas d’une diffusion
réfléchie par exemple. Ensuite, on cherche à obtenir une formule d’intégration par parties
pour en déduire l’existence d’une densité régulière et l’équation de dualité à laquelle elle
satisfait. Enfin, on récupère les drifts comme dérivées forward et backward du processus des
coordonnées.

Tout d’abord, dans [T], nous étudions le cas où P est la loi d’une diffusion réelle de générateur
1
2
a(x)4 + b(t, x)∇, où b et a sont des fonctions de classe C∞b , le coefficient de diffusion a

pouvant être dégénéré (dans [T], le drift noté habituellement β est curieusement noté −β).
Dans [D1], on étudie le cas de la diffusion dans Rd en diminuant autant que faire se peut
les conditions de régularité des coefficients. Plus précisément, on se donne σ et b respecti-
vement une matrice d ×m et un champ de vecteurs d-dimensionnel définis sur [0, 1] × Rd,
uniformément lipschitziens, et à croissance au plus linéaire, c’est-à-dire tels qu’il existe une
constante K > 0 vérifiant :

sup
t∈[0,1]

(|σ(t, x)− σ(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)|) ≤ K |x− y|,
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et
sup
t∈[0,1]

(|σ(t, x)|+ |b(t, x)|) ≤ K (1 + |x|).

Soit P la loi de la diffusion de générateur At = 1
2

∑
i,j

aij(t, x)∂2
ij +

∑
i

bi(t, x)∂i, où, bien sûr,

a = σσ∗. On munit Ω ≡ C([0, 1],Rd) de la probabilité P. On suppose que la loi µt(dx) du
processus des coordonnées (xs; 0 ≤ s ≤ 1) sous P vérifie :

∀ t > 0, µt(dx) = pt(x) dx, avec div(a(t, x) pt(x)) ∈ L1
loc(dt× dx),

où div(a(t, x) pt(x)) désigne le champ de vecteur

(∑
j

∂j(aij p)

)
1≤i≤d

.

Proposition 22. ([HP86], Théorème 2.1, ou [MNS89], Théorème 2.3)
Sous ces hypothèses, P ≡ P ◦ R est sur Ω ≡ C([0, 1[,Rd), la loi d’une diffusion de générateur

At ≡
1

2

∑
i,j

aij(t, x) ∂2
ij +

∑
i

bi(t, x) ∂i,

où a(t, x) = a(1− t, x) et b(t, x) = −b(1− t, x) + div(a(1−t,x) p1−t(x))
p1−t(x)

1(p1−t(x)6=0).

Afin de pouvoir appliquer la théorie de la transformation de Girsanov, il nous faut supposer
de plus que P est une solution extrémale au problème de martingale associé à At. Soit alors
une mesure de probabilité Q d’entropie finie par rapport à P : H(Q|P) = EQ[ln dQ

dP ] < +∞.
Comme l’entropie est invariante par toute transformation mesurable, en particulier par re-

tournement du temps, on a aussi : H(Q|P) = EQ[ln dQ
dP ] < +∞.

Grâce à la théorie de la transformation de Girsanov, il existe des processus adaptés (βs)0≤s≤1

et (βs)0≤s≤1 tels que xt−x0−
∫ t

0
[b(s, xs)+a(s, xs)βs] ds et xt−x0−

∫ t
0
[b(s, xs)+ a(s, xs)βs] ds

soient des martingales locales respectivement sous Q et sous Q.
Par ailleurs, ces drifts sont d’énergie finie :
EQ[
∫ 1

0
|βs|2 ds] < +∞ et EQ[

∫ 1

0
|βs|2 ds] = EQ[

∫ 1

0
|β1−s ◦R|2 ds] < +∞.

La loi de xt sous Q notée νt = Q◦x−1
t est alors absolument continue par rapport à la mesure

de Lebesgue, c’est-à-dire que pour tout t ∈]0, 1], νt(dx) = ρt(x) dx = γt(x) pt(x) dx. Afin
d’obtenir une formule d’intégration par parties, il nous faut faire l’hypothèse supplémentaire
suivante : (t, xt) ∈ L1

loc(dt×dQ). Voir [D1] pour des conditions suffisantes pour réaliser cette
condition.
Nous avons obtenu la formule d’intégration par parties suivante :

Proposition 23. ([D1], Proposition 3.1)
Sous les hypothèses précédentes, on a, pour presque tout t ∈]0, 1], et pour toutes fonctions f
et φ de C∞(Rd) :

EQ[t∇φ(xt) a(t, xt)∇f(xt)] = −EQ[f(xt)
t∇φ(xt) {

div(ap)

p
(t, xt) + a(t, xt)(βt + β1−t ◦R)}].
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On en déduit, en appliquant cette formule à une fonction φ bien choisie :

Proposition 24. ([D1], Corollaire 3.3)
Sous les hypothèses précédentes, on a, que, pour presque tout t ∈]0, 1]

a(t, .)∇ρt = ρt a(t, .){∇pt
pt

+ EQ[β1−t ◦R + βt / xt = .]}

appartient à l’espace D′(Rd), et a(., .)∇ρ. ∈ L1
loc(]0, 1[×Rd, dt⊗ dx).

On peut aller plus loin suivant les cas (caractère markovien de Q, existence d’un inverse
pour a, ...). Moyennant quelques hypothèses supplémentaires d’intégrabilité des coefficients,
on retrouve aussi les drifts (les drifts a(t, xt) βt et a(1− t, xt)β1−t ◦R qui sont les véritables
drifts ici, et non βt et βt) comme dérivées forward et backward du processus des coordonnées.

Parallèlement, dans [4], on étudie cette fois le cas où Ω est l’ensemble Co([0, 1],R+) de
processus canonique (zs)0≤s≤1, et où P est la loi d’un mouvement brownien réfléchi de densité
p(s, z) par rapport à la mesure de Lebesgue (cas déjà ébauché dans [T]). La méthode pour
étudier le processus retourné et mettre en évidence les “martingales de base” sous P et sous
P notées respectivement Mt et M t, s’appuie sur celle décrite par É. Pardoux dans [Pa85]
et [HP86]. Bien sûr, l’apparition d’un temps local complique grandement les choses.

Proposition 25. ([4], Lemme 2.1 et Propositions 2.3 et 2.5)
Soit Q une mesure de probabilité absolument continue par rapport à P, d’entropie relative
finie : H(Q|P) < +∞. Notons (βs)0≤s≤1 et (βs)0≤s≤1 les drifts forward et backward, c’est-à-

dire les processus prévisibles tels que Mt−
∫ t

0
βsds et M t−

∫ t
0
βsds soient des Gt-mouvements

browniens, respectivement sous Q et sous Q, Mt et M t désignant les Gt-mouvements brow-
niens ”de base”, respectivement sous P et sous P.
Alors, pour toute fonction f ∈ C∞K (R+,R∗+) et tout t ∈]0, 1], on a :

(34) EQ[f ′(zt)] = −EQ[f(zt)

(
βt + β1−t ◦R +

∂
∂z
p(t, zt)

p(t, zt)

)
].

On en déduit que, pour presque tout t ∈]0, 1], la loi de zt sous Q admet une densité par
rapport à P notée ρt, et que celle-ci vérifie l’équation de dualité :

(35)
ρ′t(z)

ρt(z)

p.p.
= EQ[β1−t ◦R + βt / zt = z]

Les drifts β et β peuvent encore être obtenus par dérivées forward et backward du processus
canonique, mais là encore, l’apparition du temps local oblige à des contrôles très précis :
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Proposition 26. ([4], Proposition 2.15)

lim
h↘0

EQ[1(zt>0)
zt+h − zt

h
/ σ(zs; 0 ≤ s ≤ t)]

p.s.
= 1(zt>0) βt.

lim
h↘0

EQ[1(zt>0)
zt − zt−h

h
/ σ(zs; t ≤ s ≤ 1)]

p.s.
= −1(zt>0)

(
β1−toR +

∂
∂z
p(1− t, zt)
p(1− t, zt)

)
.

Puis, toujours dans [4], on traite le cas d’une diffusion réfléchie dans un demi-espace, de
sorte que sa première composante soit un mouvement brownien réfléchi. Moyennant quelques
hypothèses techniques sur les coefficients de la diffusion et sa densité par rapport à la me-
sure de Lebesgue, on obtient là encore l’équation du processus retourné puis une formule
d’intégration par parties ([4], Proposition 3.2).
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de Probabilités XX, Lecture Notes in Math., vol. 1204, p. 48–55, Springer, Berlin, 1985.
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5 Travaux en cours et perspectives de recherche

Nous présentons à présent quelques thèmes que j’aimerais développer par la suite.

- Dans [12], nous avons étudié le processus Xt = |Ct|, norme d’un processus de Cauchy réel.
C’est un processus de Markov semi-stable, et nous avons identifié, à l’aide de deux mouve-
ments browniens indépendants, le processus de Lévy qui lui est associé par la transformation
de Lamperti ([12], Proposition 2.3). Nous avons commencé à étudier le cas des normes de
processus de Cauchy dans Rn, processus qui peuvent se représenter par subordination :

(Xt; t ≥ 0)
d
= (Rτt ; t ≥ 0), où R désigne un processus de Bessel (la norme d’un mouvement

brownien dans Rn) et τt l’inverse du temps local en 0 d’un mouvement brownien indépendant
(cf. [BY87] dans le cas n = 1). Le cas de la dimension 3 semble accessible, son exposant de
Lévy se calculant aisément. De même, nous avons commencé à regarder ce qui se passe pour
la valeur absolue d’un processus α-stable symétrique. Tous ces processus sont intéressants
par exemple en mathématiques financières, pour modéliser des processus de prix.

- Depuis peu, nous nous intéressons, avec Ph. Carmona au problème suivant. Étant données
deux constantes positives a et c, on considère la diffusionX, solution de l’équation différentielle
stochastique :

dXt = dBt − cXt 1(|Xt|≥a)dt,

où, bien sûr, B désigne un mouvement brownien standard. Nous étudions le comportement,
lorsque t tend vers l’infini, de E[exp(−At)], où At ≡

∫ t
0

1(|Xs|≥a)ds est le temps passé par la
diffusion X en dehors de l’intervalle [−a, a]. Plus précisément, nous cherchons à répondre à
la question : E[exp(−At)] décrôıt-elle comme e−t quand t tend vers l’infini ? Notre intérêt
pour ce problème provient d’une question posée par Florent Malrieu lors d’un exposé sur les
milieux granulaires.

- Depuis l’écriture de [D1], nous nous sommes attaqués au problème de l’existence d’une
mesure de probabilité Q résolvant le problème de la mécanique de Nelson. L’opérateur
Ãt = At + atβt.∇ est vu comme une perturbation de At = 1

2

∑
i,j

aij(t, x) ∂2
ij +

∑
i

bi(t, x) ∂i,

et la mesure de probabilité Q associée à Ãt est construite à partir de P, celle associée à At.
La rédaction de ce travail reste pour l’instant inachevée.

- En 1968, J. P. Imhof (Some invariant laws related to the arcsine law. Ann. of Math. Stat.,
vol. 39, n◦ 1, p. 258–260) identifie la loi de

∫ σ
0

1(Bs>0)ds, où σ = sup{s ≤ 1;Ss −Bs = 0},
comme étant celle d’une variable béta de paramètres 1

2
et 1, et, plus généralement, il propose

d’étudier la loi de
∫ σc

0
1

(B
(c)
s >0)

ds, où B
(c)
t ≡ Bt + ct est le mouvement brownien avec drift

constant c, et σc l’unique instant où B(c) atteint son maximum sur [0, 1]. Dans [D3], nous
expliquons les liens très étroits entre notre étude du µ-processus ([2], [T], [N]) et le problème
posé par J. P. Imhof, et nous obtenons quelques résultats intéressants, sans complètement
résoudre malheureusement la question. Il y a bien longtemps que j’aimerais reprendre ce
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travail à la lumière de travaux plus récents, mais, faute de temps, cela n’a pas encore été
fait.

- Enfin, dans la première partie de ma thèse, j’ai obtenu les extensions de la loi de l’arc-
sinus (9), (10) et (11). Si une partie du travail qui a suivi a consisté à expliquer les deux
premières identités en loi, je n’ai jamais travaillé sur (11) qui concerne le processus de Bessel
de dimension 3. Cela pourrait être intéressant de développer me semble-t-il.
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