Sorbonne Université 3MA260 2023-2024

FEUILLE 3 - COMPLEMENTS

Exercice 1.— Pour (u,),eny € RY, on définit

lim sup u,, := Nhrf sup {u, |n > N} € R=RU{—o00, +o0}
—400

n—-+oo

liminfu, := lim inf {u, |n>N}cR
n—-+oo N—+o00

1. Montrer que ces objets sont bien définis, et qu’on a la relation

limsup —u,, = — liminf u,
n—-+o0o n—>+00

2. Montrer que liminfu, < limsupu,, avec égalité si et seulement si (u,) converge dans R. Le cas

n—r+o0 n—+00
échéant, déterminer la limite de (uy,).

3. On suppose limsupu,, € R. Montrer que limsupu,, est la plus grande valeur d’adhérence de (u,).

n—-+o0o n—-+o0o
Que dire lorsque lim sup u,, = +00 ? Et lorsque limsupu,, = —o0?
n—-+o0o n—-+o0o

4. On suppose lim inf u,, € R. Montrer que liminf u,, est la plus petite valeur d’adhérence de (u,).

n—-+o00 n—-+o0o
Que dire lorsque lim inf u,, = 400 ? Et lorsque liminf u,, = —oco0?
n—-+o00 n—-+o0o

Exercice 2.— Montrer le théoreme du point fixe suivant :

Théoréme : Soient (X, d) compact et T': X — X une application contractante, c¢’est-a-dire :
Ve #y e X d(T'(x), T(y)) <d(z,y)

Montrer que T" admet un unique point fixe.

Exercice 3.— Soit f :]0; +00[—]0; +oc[ une fonction C! et k € ]0; 1] tels que
Vo € R, x| f'(x)| < kf(z)

Montrer que f admet un unique point fixe. Indication : on pourra considérer la distance 0(x,y) =
|In(x) — In(y)| définie sur RY et montrer que (R, d) est un espace complet.

Exercice 4.— Soit k£ > 0. Montrer que I'ensemble {f : [0; 1] — R | f est k-lipschitzienne et croissante}
muni de la distance d,, est un espace compact. Que dire de 'espace des applications k-lipschitzienne
(toujours pour la distance do,) ?

Montrer que 'application définie pour z € [0; 1] par

ﬁsin <g sin (g sin <gx) >>

(ou sin apparait n fois dans le terme du produit) est k-lipschitzienne pour k assez grand.




