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Chapitre 1

Variance, entropie, influences

Soient Xi,..., X, des variables aléatoires indépendantes définies sur un espace mesurable
(Q, F,P), a valeurs dans un espace mesurable X, et soit Z = f(Xy,...,X,,) avec f : X" - R
une fonction mesurable. Si ’on s’intéresse a la fagon dont Z se concentre autour de son espérance
EZ, une premiere quantité que 'on peut étudier est la variance. Si la fonction f correspond a
une somme, alors le probleme est simplement celui des variances individuelles des variables :

Var(Z) = ZVar(Xi) .
i=1

Mais que peut-on dire de la variance d’une fonction éventuellement bien plus complexe que la
somme ? Notons que ’on peut toujours décomposer Z — EZ comme une somme d’incréments
de martingale pour la filtration de Doob et utiliser 'orthogonalité de ces incréments. Plus
précisément, notons E; = E[- | X1,...,Xi] et Eg = E. Alors

n
7 -EZ= ZEZ-Z —E, 1 Z,
=1

et

n
Var(Z) = Z E [(ElZ — Ei_1Z)2] + 22 E [(E]Z - Ej_lZ)(EiZ — EZ‘_1Z)] .
i=1 i<y
En remarquant que pour j > i, E;[E;Z —E;_1Z] = 0, on voit que les covariances sont nulles et
I’on obtient

n
Var(Z) =Y E[(EZ - E;12)’] .
i=1
Jusqu’ici, on n’a pas utilisé I’hypotheése d’indépendance sur les Xy, ..., X,. Celle-ci intervient
maintenant pour pouvoir écrire

E, 1 Z=EEWZ,
ot E() = E[- ‘ X(i)] avec X = (X1,..., X1, Xi41,. .., X,). Cest 'observation-clé dans la
preuve du résultat principal de ce chapitre, I'inégalité d’Efron—Stein.
1. L’inégalité d’Efron—Stein

Proposition 1.1 (Inégalité d’Efron—Stein). Soient X1, ..., X,, des variables indépendantes d
valeurs dans un espace mesurable X, et soit Z = f(X1,...,X,) une fonction mesurable. Alors

Var(Z) < Zn: E [(z - E(i>Z)2] .
i=1
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Preuve de la Proposition 1.1. Par le théoreme de Fubini, si P; est la loi de X;, on a
ElE(Z)Z = Ez |:/ f(Xl, e 7Xi—17 i, Xi_J,_l, e ,Xn)dPZ(xl)
X

= / - f(Xl, Ce 7Xi—1, Ly Lit1y--- ,.’L‘n)dR(.’IJ@) Ce dPn(ltn)
X’ﬂ*l
=E;, 17.

Ainsi, en utilisant 'inégalité de Jensen conditionnellement & X7, ..., X;,

(BiZ — Ei_12)? = <EZ-[Z — E(")ZD2 <E; [(Z _ E(i)Z)Q} ,
Var(Z) =S E[(EiZ - E12)"] < Zn: E [E [(Z - E(i>Z)2H -3 E [(Z - E@Z) 2} .

Remarque 1.1. La borne v = > | E [(Z — E(")Z)ﬂ de I'inégalité d’Efron-Stein peut se

ré-écrire de plusieurs facons. Rappelons que si X est une variable aléatoire réelle et Y une copie

indépendante de X, on peut écrire Var(X) = $E[(X — Y)?]. Si X/ est une copie indépendante

de X;, alors, conditionnellement & X la variable
Zz/ = f(Xla cee ,Xi,l,Xi,,XH,l, cee ,X’n)

est une copie indépendante de Z, et 'on a
o) ) 7\ | - Lg /"2 (i) /2
Var®(7) = E <Z—E Z) = SEO [(2-2)?] =EO (2 - Z))3] .

Ainsi
n n
1

v=5> B[(Z-2)’) =) E[Z-Z)].

i=1 i=1
De plus, en utilisant que pour toute variable aléatoire réelle X, Var(X) = inf,eg E[(X — a)?],

on a

Var®)(2) = igt BV [(Z - Z)?] ,

ott I'infimum est pris sur les fonctions mesurables de X de carré intégrable. Ainsi
n
=Y E|infEYD [(Z - 2,)%]| .
0= B [E" (7 - 7]
1=

Exemple 1.2 (Bins and balls). Soit Xi,..., X, des variables i.i.d. & valeurs dans N*, de
loi (pj)j>1. Pour r > 1, on note K, , le nombre d’entiers représentés exactement r fois dans
I’échantillon (Xi,...,X,), soit

Kn,r - Z ]1{2?:1 1Xi=j=7“} .

Jj=1
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On définit aussi Ky, = > <>y Kn,s le nombre d’entiers représentés au moins r fois, et K, = K
le nombre d’entiers distincts présents dans I’échantillon. On a

n
EK,, = Z <T>p§(1 —pjn—r,
j=1
et

EK, =) (1-(1-p)").

Jjz1

Que peut-on dire de la variance de ces variables 7 Soit K,(f) le nombre de symboles distincts dans

’échantillon lorsque 1’on omet la i®™¢ variable. Alors
K0 — {Kn —1 si X; n’est présent qu’une seule fois,
=

K, sinon.
Ainsi 'inégalité d’Efron—Stein donne
Var(K,) <EK, ;.

De fagon plus générale, on a

Var(K,,,) < rEK,,.
De plus, Var(K,,,) < rEK,, + (r + 1) EK,, ,11.

Définition 1.1 (Fonction a différences bornées). On dit que f : X" — R est a différences

bornées s'il existe des constantes c1, ..., ¢, > 0 telles que pour tout i € [1,n], on a
/
sup | f(z1, .. @n) — f@1, . @1, @ @it - 1) S
561»---7907162’(
xzleX

L’inégalité d’Efron—Stein donne la borne suivante sur la variance des fonctions a différences
bornées.

Proposition 1.2 (Variance des fonctions a différences bornées). Si f : X™ — R est a
différences bornées avec constantes ci,...,cn, > 0 et si Z = f(Xq,...,X,) avec X1,..., X,
indépendantes, alors

1~ 5
Var(Z) < 4202-.

Preuve de la Proposition 1.2. On définit
1,
Zi:§(Zi +Z7),
avec

Z,;: inf f(Xlu"'7Xi—17x’iaX’i+].a"'7X’n) et Z:r: sup f(Xl,...7Xi_1,l‘i,Xi+1,...,Xn)‘
reX T €X

Alors | Z — Z;| correspond & la distance entre Z et le milieu de Dintervalle [Z;, Z;"]. Comme cette

intervalle est de longueur inférieure a ¢; par hypothese, on a |Z — Z;| < ¢;/2. Ainsi, par I'inégalité

d’Efron—Stein, on a
n

Var(Z) < zn: E[(Z-2)Y < % >
i=1 =1



Dans le reste de ce chapitre, on s’intéresse au cas (simple mais déja treés riche) ou X' = {0, 1}
et ot X = (X1,...,X,) ~ B(p)®™ avec B(p) = pd1 + (1 — p)dy (notons que quand p = 1/2, la loi
de X est uniforme sur {0,1}"). Dans ce cas, I'inégalité d’Efron—Stein correspond exactement &
une inégalité de Poincaré. L’énergie d’une fonction f : {0,1}" — R est définie par

e =3 m| (00 - 1)
=1

ol )~(z = (X1,..., Xi—1, X}, Xit1,...,X,) est le vecteur obtenu en rejouant la i*me coordonnée
de X indépendamment des autres. L’inégalité d’Efron—Stein donne
(1.1) Var(f) < £(f)

avec égalité pour f(z) = i, x;. On dit que la mesure produit B(p)®" vérifie une inégalité de
Poincaré, avec constante de Poincaré égale a 1, i.e.

sup Var(f)
ronsr ()

f non-constante

=1.

Nous allons voir que ’on peut aussi montrer que
Var(f)

> i1 (ElA])?

ou Aj =E;f —E;_1f, et ot ¢(p) est une constante qui ne dépend que de p. Des que

(1.2) Var(f)log ( ) < cpE(f),

n n
Var(f) = Y E[(Bif ~E;1f)’] > Y BIE;f ~ B f[?,
j=1 j=1
I'inégalité (1.2) constitue une significative amélioration par rapport a (1.1). Avant d’établir (1.2),
montrons que la mesure B(p)®" vérifie aussi une inégalité de Sobolev logarithmique.

2. Inégalité de Sobolev logarithmique

Soit p une mesure de probabilité sur {0,1}". L’entropie sous p d’une fonction positive
g:{0,1}" — R est définie comme

Ent,(g) = E,[glog g] — E,[g]log E,[g],

avec la convention 0.log 0 = 0. Si (X1,...,X,) ~pet Z = g(Xq,...,X,) on écrira indifféremment
Ent(Z) ou Ent, g. On a

Ent,(g9) = sup E,[glogh],
h:{0,1}" =R,
Supp(g) CSupp(h)
wh=1

ou Supp(g) = {z € {0,1}", g(x) > 0}. En effet, d’'une part il y a égalité pour h = Eiug. D’autre
part, pour toute fonction h : {0,1}" — Ry avec Supp(g) C Supp(h) et E,h =1, on a

Eulglogg] — E.[glogh] = E, [g log %} =E, [% log %} ,

ou v est la loi de probabilité sur {0, 1}" donnée par v(z) = h(z)u(x). Par I'inégalité de Jensen,
on a

E, |2log 2| > E, |7|l0gE, | 2] = B,[g]log E,[g]
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soit Ent,(g) > E,[glog h]. Cette caractérisation variationnelle de 'entropie (que nous retrouve-
rons en plus grande généralité au Chapitre 4) a de nombreuses implications, la plus importante
d’entre elles étant probablement la sous-additivité de ’entropie.

Proposition 1.3 (Sous-additivité de I'entropie). Soit X = (X1,...,X,) ~ B(p)®" et Z =
9(X) pour g : {0,1}" — R une fonction positive. Alors

> Ent"(2)
i=1

ot Ent)(Z) = E®[Zlog Z] — E®[Z]log EW [Z] avec BV = E[. | X®].

Ent(Z) <E

)

Preuve de la Proposition 1.3. On rappelle la notation E; = E|[- ‘ X1,...,X;] avec Eg = E, et le
fait que E;_1Z = EWVE,Z par indépendance des X;. On peut alors écrire

n n
Z(logZ ~10gEZ) =Y Z(logEiZ ~logEi12) =Y Z (log E:Z — log E(i)EiZ) .
=1 =1

En appliquant l'inégalité Ent, g > E,[glogh — log E,h] avec p la loi de X sachant X @) et
h(X) = E;g(X), on obtient

E® [Z <10g E,Z — log E@E,-Z)] < Ent?(2),

et en prenant I’espérance dans la somme, on obtient bien

Ent(Z) =E <E

> EW[Z(l0gEiZ —10gE; 1 Z)]
=1

> Ent?(2)
=1

Proposition 1.4 (Inégalité de Sobolev logarithmique sur le cube). Soit u = B(p)®™. Pour
toute fonction f:{0,1}" — R,
Ent, (/%) < c(p)E(f),

avec

2 sip:%,

c\p) = _ .
() ﬁ log (1773) sinon.
On dit que la mesure B(p)®™ vérifie une inégalité de Sobolev logarithmique avec constante c(p).

Preuve de la Proposition 1./. Soit X ~ B(p)®". Par sous-additivité de I’entropie, on a
Ent (f(X)2) < zn:E [Ent® (£(x))] .
i=1
Il suffit donc de montrer que
Bt (/(X)2) < cppl1 - B |(£00) - 1x)°]

Pour toute réalisation de X, la fonction f (X) ne peut prendre que deux valeurs selon que
X;=1ou X; = 0. En notant a et b ces deux valeurs possibles, il s’agit de montrer

pa*log(a®) + (1 - p)b®log(b*) — (pa® + (1 — p)b®) log (pa® + (1 — p)b®) < c(p)p(1 — p)(a —b)*.
7



On laisse en exercice la démonstration de cette inégalité. |

Montrons maintenant comment 'inégalité de Sobolev logarithmique peut étre utilisée pour
montrer 1'inégalité 1.2.

Proposition 1.5. Sous la loi u = B(p)®", pour toute fonction f:{0,1}" — R,

Var(f)

Var(f)log (Z?l(E|AJ|)2

> <cpE(f),

ou AN =E;f—E;_1f, et ot c(p) est la constante de Sobolev logarithmique de la Proposition 1.4.

Preuve de la Proposition 1.5. Remarquons d’abord que

En effet, pour X ~ B(p)®" et X; = (X1, .. W Xic1, XL X, ..., Xp), on a

23 68 =33 E [(A]«X) - Ajo?i))z]

j=1 j=1l1i=1

-3 (] (Es0 - ms)] B (5 100 -y )]

1,j=1

_ ; {E [(Enf(X) - Enf@)ﬂ - [<E°f (%)~ Eof ()}"))1 }

-3 (700 - x0)’]
~2g()).

3

ol pour la premiere égalité on a utilisé

Pour toute fonction positive g, on a Ent(g?) > E[¢?] log %. En effet, en utilisant que pour

tout > 0, log(z) <x—1,o0n a



ce qui équivaut & I'inégalité voulue. Ainsi

£0) 2 S (A log ]
= o) 2P a2
_ Var(f) (- BIAY L B{AP
op) & Var(f) ° E[AZ]
_Var(f) o Z?:l E[|A;]]?
S P\ Var() )
olt 'on a utilisé I'inégalité de Jensen et le fait que Var(f) = > ", E[A?] [ |

3. Influences

Nous allons voir les conséquences surprenantes de la Proposition 1.5 quant a 'influence
des fonctions booléennes. Soit f : {0,1}" — {0, 1} une fonction booléenne et notons A = {z €
{0,1}", f(x) = 1}. Pour X ~ B(p)®", I'influence de i sur f est définie comme

L(f) =P (F(X) £ F(XD))
soit la probabilité qu’un flip de la coordonnée implique un changement de la valeur de f. Quand
f(X) # f(X®), on dit que i est un pivot pour X. L’influence totale est définie comme la somme

= Zli(f)
i=1

Exemple 1.3 (Fonction parité). Pour f la fonction qui vaut 1 si le nombre de coordonnées
égales a 1 est impair, 0 sinon, appelée fonction parité, on a toujours f(X) # f(X ) Ainsi
L(f) =1 et I(f) = n. Clairement, c’est la plus grande influence possible.

des influences individuelles :

Exemple 1.4 (Fonction majorité). Pour f(z) = 1s,,5,/2 la fonction majorité, la coordonnée
i est pivot uniquement quand ) i T = (”Tflw Ainsi, pour p = %, par la formule de Stirling,

Ii(f)=P<Bin(n—1,;) _ {”;ﬂ) N %

Exemple 1.5 (Fonction dictature). Pour f(x) = x1 la fonction dictature qui ne retient que la
valeur de la premiere coordonnée, 'influence de toutes les coordonnées est nulle, sauf celle de la
premiere qui vaut 1. Ainsi I(f) =I;(f) =1

et I(f) ~ /22,

™

Peut-on obtenir des bornes générales pour l'influence d’une fonction f? Par I'inégalité
d’Efron—Stein,

Var(f) = P(A)(1 - P(4)) < p(1 - p ZI —p)I(f).

En particulier, si P(A) = p, I'influence doit étre au moins égale a 1, et cette borne inférieure est
atteinte par la fonction dictature. Pour cette fonction, il n’y a qu’une seule coordonnée qui a une
influence non-nulle. Plus généralement, si seulement k£ coordonnées ont une influence non-nulle
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sur f (pour k fixé ne dépendant pas de n, on dit que f est un junta), alors clairement I(f) < k.
Une question que 'on peut se poser est la suivante : si f est symétrique au sens ou toutes
les coordonnées ont la méme influence sur f, I;(f) = --- = L,(f) = I(n—f), jusqu’a quel point
I'influence totale peut-elle étre petite ? Un résultat fondamental de Kahn et al. [13] implique que
I'influence d’une fonction symétrique est au moins égale a Var(f)logn, ce qui contraste fortement

avec le cas de la fonction dictature ou plus généralement des juntas qui ont une influence bornée.

Proposition 1.6 (Kahn et al. [13]). Soit f:{0,1}" — {0,1} une fonction booléenne. Alors,
sous la loi p = B(p)®",

1<i<n n

En particulier, si f est symétrique, alors I(f) > Var(f)logn.
Preuve de la Proposition 1.6. On a
E|2| = E [[E:f(X) - EEO £(x)|]
<E[|7(x) - EDf(x)||
=2p(1 - p)L(f).

Ainsi, la Proposition 1.5 implique que

Var(f) log <4p2<1 - ;;ag): I f)g) < c(p)p(1 - p)I().
soit
= Var(f) c(p)p(1 — p)I(f)
= LU= 5 o <‘ Var(f) ) ’

r 2n
On distingue deux cas. Soit I(f) > -2varl/) log(Var(/) log? n)

logn, pour a =1 — , auquel cas

= c(p)p(1-p) logn
n 2 2 2102
ZIj(f)zzl(f) > . Qa 2_Var(f) log n’
= n c(p)?p*(1 - p) n
et
max L(f) > a Var(f)logn
1<i<n c(p)p(1 —p) n
Soit I(f) < %é(_f;) log n, auquel cas
- Var( f o 1 Var(f)%log?n
ZIj(f)QZZlQl()Q'n :421 5 /) )
= p*(1—p) p*(1—p) n
: ()1
1 Var ogn
I; > . .
) (/) 2p(1 —p) n
Dans les deux cas, en utilisant que o > %, que c(p)p(1 —p) < %, et que p(1 —p) < %, on obtient
1
max L;(f) > Var(f)logn
1<i<n n
|
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4. Phénomeénes de transition de phase

Soit f:{0,1}" — {0, 1} une fonction booléenne monotone, au sens ou elle est croissante en
chacune de ses coordonnées (par exemple la fonction majorité et la fonction dictature sont toutes
les deux monotones). Pour A = {z € {0,1}", f(x) =1}, on s’intéresse a la fonction

P pp(A) =P(X € A)=> pl*la - pyn=l=l,
€A

olt |lz|| = 31, @i et X ~ pp = B(p)®" (on rend maintenant la dépendance en p explicite). La
monotonicité de f implique que pig(A) =0, p1(A) =1, et p +— p,(A) est une fonction strictement
croissante et différentiable. Le message principal de cette section est que si la fonction f ne
dépend pas trop de chaque coordonnée individuellement, alors on observe une transition abrupte
de 0 a 1. Plus précisément, si I'on note p, la valeur de p pour laquelle p1,,(A) = ¢, alors la différence
Pl_e — Pe st tres petite.

Exemple 1.6 (Fonction dictature). Soit f(z) = x1 la fonction dictature. Dans ce cas, on a
pp(A) = p. La fonction p — p,(A) croit linéairement de 0 & 1, il n’y a pas de transition abrupte.

Exemple 1.7 (Fonction majorité). Soit f(x) = 15~ 4,5, /2 la fonction majorité. On a p /o = 1/2,
et, pour p < 1/2, par I'inégalité de Hoeffding,

=P, (iXi—np> <;—p> n)
<onl-2(3-r) n}

Ainsi p,(A) < e dés que p < 5 — loggi/s). De méme, p,(A) > 1—¢ dés que p > 5 + logéqll/e)
Ainsi, la valeur de p,(A) saute de € & 1 — ¢ dans un intervalle de longueur 21%(1/5), il y a une

transition abrupte autour de p = %

Ce phénomene de transition de phase s’étend a une large classe de fonctions monotones,

grosso modo celles qui dépendent un peu mais pas trop de chaque variable individuellement. Le
Lemme de Russo ci-dessous relie la dérivée de la fonction p — p,(A) & Uinfluence de f.

Lemme 1.7 (Lemme de Russo). Soit f: {0,1}" — {0,1} une fonction booléenne monotone
et A={x € {0,1}", f(x) = 1}. Alors pour tout p €]0, 1],

dﬂp(A) _ 1P
LS =1).

Preuve du Lemme 1.7. Soit p, = B(p)®™ et pour i € [1,n] et ¢ € [0, 1], soit
) = B(p)®' @ B(q) @ B(p)®" .
En considérant des variables Uy, ..., U, indépendantes uniformes sur [0, 1], on a

X =1y,<p ~ B(p) ,
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et X = (X1,...,Xpn) ~ pip, et si X! = Lyj,<q, alors le vecteur X0 = (X, ..., Xi 1, X!, Xit1, ..., Xn)
est de loi ,u,(f). Supposons ¢ > p. Par monotonicité de f, on a
i (A) = py(4) =P (X0 € 4,X ¢ A)

=P (Ui €lp.q, f(XD) # £(X))
= (¢ —p)L(f).

Par un argument similaire, si ¢ < p, Mz(ai) (A) = up(A) = (¢ — p)IP(f). Ainsi, en divisant par ¢ — p
et en faisant tendre g vers p, on a

aﬂp(A) _ TP
Tpi_li(f)'

Et ainsi

dpp(A) _ i p(A) —TP(f).
[

Proposition 1.8. Soit f:{0,1}" — {0, 1} une fonction monotone symétrique. Alors pour tout
e €]0,1/2],
4log (&
P1—e — Pe < 1(25)
ogn
ol pe est la valeur de p telle que pp(f =1) =e€.

Preuve de la Proposition 1.8. Soit p < py/5. Par la Proposition 1.6 et le Lemme 1.7, et comme
p(4) < 1/2, on a

dpp(A) pp(A) logn
22 > i (A)(1— ry(A)) logn > L2E0BT
Y 2
soit
dlog p1p(A) - logn
dp - 2
Ainsi pour € < 1/2,
logn
log(1/2) —log(e) > (p1/2 — Pa)T ;
soit .
2log (5=
P1/2 — Pe < 1(25) :
ogn
Comme la méme borne supérieure est valable pour p;—. — p; /2, on obtient bien I'inégalité voulue.
|

Exemple 1.8 (Percolation sur [1,1/n]?). Soit C = [1,/n]? la grille carrée de coté /n.
Indépendamment pour chaque sommet (7,j), on tire une variable de loi B(p). On dit qu'un
sommet est ouvert si la variable en ce sommet est égale a 1 (fermé sinon), et I'on note A I'ensemble
des configurations dans lesquelles il existe un chemin de sommets ouverts allant de gauche a
droite (ici, un chemin est une suite de sommets (u1,...,ux) telle que pour tout j < k — 1,
]ujl - uj1 1l \uJQ - u? 41/ = 1). La fonction f = 14 est clairement monotone. Par symétrie, on voit
que prjp =1 /2. En effet, si 'on note B I'ensemble des configurations dans lesquelles il existe un
chemin de sommets fermés allant de bas en haut, alors A = B¢, et pour p = 1/2, on a clairement

12



p1/2(A) = p12(B) = 1 — iy j9(A), d'ott 11 /9(A) = 1/2. En admettant que toutes les variables ont
a peu pres la méme influence sur f, la Proposition 1.8 implique qu’il y a une transition abrupte
autour de p = 1/2.
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Chapitre 2

Méthode de Cramér-Chernoff et inégalités classiques

1. Méthode de Cramér-Chernoff

Soit Z une variable aléatoire réelle d’espérance EZ finie. La fonction génératrice des moments
de Z, ou transformée de Laplace, est la fonction qui & A € R associe Ee’ € Ry U {+o0}. On
note

Yz(\) = logEeM?~EZ)
En passant a ’exponentielle et en appliquant I'inégalité de Markov, on a, pour tout ¢t > 0 et
A>0,
P(Z-EZ>t)<P (e)\(Z—EZ) > e)‘t> < e MEANZ-EZ) _ o~z (N} |

Comme cela est vrai pour tout A > 0, on peut choisir celui qui minimise la quantité ci-dessus et
I'on a
P(Z —EZ >1t) < e SPazoiM—vz(V}

Si 'on s’intéresse aux déviations de Z < vers la gauche >, on peut écrire, pour tout t > 0 et
A>0,
P(Z-EZ< —t)=P(-Z+EZ>1t) < e MEe ?7F%)

)

et ainsi
P(Z-EZ< —t)<e supr>o{At—¥z(=N)} — g—suprso{M—v-z(M)}

La fonction 97 : ¢ = supy>o{At —9z()\)} s’appelle la transformée de Cramér de Z — EZ. Comme
1z(0) =0, on a ¢} > 0. De plus, par I'inégalité de Jensen, A\t —1z(\) < At, qui est négatif pour
t>0et A <0.Pourt >0, on peut donc écrire

Yz(t) = sup{At — ¥z(N)}.
AE€R

Ainsi, sur Ry, la transformée de Cramér * correspond a la transformée de Legendre de 1.
Remarquons aussi que, si Ee*? = 400 pour tout A > 0, alors la fonction 7, est identiquement
nulle, ce qui n’a pas beaucoup d’intérét (la borne de Cramér—Chernoff est triviale dans ce cas).
Maintenant, si I'ensemble I = {\ >0, Ee*” < +o0} n’est pas réduit & {0} (I est alors de la
forme [0, avec 0 < b < +00), la fonction 1z est convexe et continuement différentiable sur I
avec 9z(0) = ¢7,(0) =0, et on peut écrire

(1) = sup{M —vz(N)} = Mt —wz(M).
S
ot Ay vérifie ¢, (A\) = t.

Exemple 2.1 (Variable gaussienne). Si Z ~ N(0,02), on a z(\) = 22 et ¢ = 4. La

méthode de Cramér-Chernoff donne alors, pour tout ¢ > 0,

+2

P(Z>t)<e 27 .

14



xemple 2. ariable de Poisson). Si Z ~ , avec § > 0, on a pour tout A € R,
E le 2.2 (Variable de Poi SiZ~P(0 0 AEeR
—0pk
\Z _ € 0" B(er—1)

Ee™ = ;06 o e )

et ainsi
V(N =0 —X—1).

On obtient alors, pour ¢ > 0,

At = log <1 + 2) et Yy(t)=06h <2> ;

avec h définie pour z > —1 par h(z) = (14 x)log(1+2) — 2. On obtient de méme, pour 0 < ¢ < 6,
5 (0) = O (5).

Exemple 2.3 (Variable Gamma). Soit Z ~ I'(p, ) une variable de loi Gamma de parameétres
p,0 > 0, de densité donnée par
op

1,6
T = @xp 16 x]l{xzo} .
On peut facilement vérifier que EZ = § et Var Z = ;. On a pour tout A < 0,

Yz(A) = —% —plog <1 - 2) .

En utilisant I'inégalité (laissée en exercice)

’LL2

1], —log(1 —u) —u < —0
Yu e [0.1], ~log(1—u)~u < 5.
on obtient que pour tout A € [0, 6],

pA?

Pour A < 0, on peut utiliser I'inégalité —log(1l —u) —u < “72 pour tout u < 0 et obtenir que pour
tout A <0,

p)\2
< —.

2. Variables sous-gaussiennes, sous-Poisson, sous-gamma

On dit qu’une variable Z est sous-gaussienne avec facteur de variance o2 > 0 si pour tout
A ER,

Pz(A) < )\2202 :

Si cette égalité est vérifiée pour XA > 0 (resp. A < 0), on dit qu’elle est sous-gaussienne a droite

(resp. & gauche).

On dit qu’une variable Z est sous-Poisson avec facteur de variance v > 0 et facteur d’échelle
¢ > 0 si pour tout A € R,

br(\) < C%(ecA —ea—1).
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Si cette égalité est vérifiée pour A > 0 (resp. A < 0), on dit qu’elle est sous-Poisson a droite (resp.
a gauche).

On dit qu'une variable Z est sous-gamma a droite avec facteur de variance v > 0 et facteur
d’échelle ¢ > 0 si pour tout A € [0,1/¢],

v 2
1/)20\) §2(1_)\C)\)-

Ainsi par example, une variable de loi I'(p,#) est sous-gamma a droite avec facteur variance
v = p/6? et facteur d’échelle ¢ = 1/6, et sous-gaussienne & gauche avec facteur de variance v.

Proposition 2.1. Une variable sous-Poisson avec facteur de variance v > 0 et facteur d’échelle
c > 0 est sous-gaussienne a gauche avec facteur de variance v, et sous-gamma a droite avec
facteur de variance v et facteur d’échelle c/3.

Preuve de la Proposition 2.1. Supposons que pour tout A € R,
U ex
Yz(A) < (e —eA=1)-

(e))?

Pour A\ <0,onae?—ch—1< 5 Ainsi, pour tout A <0, on a bien 1z()) < %

Pour A > 0,0n a

400 k 400 k
cA _ (C)‘) _ 2 (CA)
k=2 k=0
En utilisant que pour tout k& > 0, (k + 2)! > 2- 3% on obtient

s < 25 (2

k=0
Ainsi, pour tout A € [0,3/c][, on a
vA?
DY
vz = 2(1— cA/3)

Proposition 2.2. Si Z est sous-gamma a droite avec facteur de variance v > 0 et facteur
d’échelle ¢ > 0, alors, pour tout t > 0,

P(Z-EZ>1) < exp{Q(vtj_Ct)} .

Démonstration.Voir feuilles d’exercices. [ |

3. Sommes de variables indépendantes

Soit (X7i,...,Xy) une suite de v.a.r. indépendantes et Z = > | X;. La transformée de
Laplace de Z s’exprime facilement en fonction de celle des X; : Ee?? = I, Ee*Xi| et ainsi

vz (A) =) x(A).
1=1
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Exemple 2.4 (Loi binomiale). Soient X7, ..., X,, des variables i.i.d. de loi de Bernoulli B(p),
pour p € [0,1], et Z =>"7" | X;. On a, pour tout A € R,

Yz(A) =n {log (peA +1- p) - /\p} <np(ed —A—1),

ot 'on a utilisé log(1 + =) < z.Ainsi Z est sous-poisson avec facteur de variance np et facteur
d’échelle 1. En combinant les Propositions 2.1 et 2.2, on a, pour ¢t > 0,

t2
P(Z—-—EZ>t) < S
( - ’—e"p{ 2<np+t/3>}’
et

t2
P(Z-EZ < —t) Sexp{2} .
np

Remarquons que si ¢t € [0, npl|, on obtient

3t?
(2.1) P(|Z—EZ|Zt)§26xp{—} .
8np
Dans ’exemple ci-dessus, on sait calculer explicitement la transformée de Laplace de chaque
variable. Ce que nous allons voir maintenant, c’est que ’on peut obtenir des bornes parfois
tres bonnes sur la transformée de Laplace avec seulement tres peu d’informations sur la loi des
variables.

3.1. Inégalité d’Hoeffding.

Proposition 2.3 (Inégalité d’'Hoeffding). Soit (X1,..., X,) une suite de v.a.r. indépendantes
et Z=>3"" 1 X;. Si pour tout i € [1,n], il existe a;,b; € R tels que a; < X; < b, alors, pour tout
t>0,
P(Z-EZ>1) < { 2t° }
— >H<expd——=1——— ¢ -
> i1 (bi — ai)?

Preuve de la Proposition 2.5. Montrons d’abord le résultat suivant : si X est une v.a.r. telle que
a < X < b, alors pour tout A € R,

2 2
En effet, posons Y = )b(:aa et p= Eb)i;a, de telle sorte que 0 <Y <1 et EY = p. Par convexité

de A= e onae? <Ye)+1-7Y, si bien que
log EeMY —EY) < log(pe +1—p) — Ap = @(N).

Par le théoreme de Taylor, il existe 6 entre 0 et \ tel que

2

o) = 9(0) + AF(0) + 5 ¢(0).

11 suffit maintenant de remarquer que ¢(0) = ¢’'(0) = 0 et que

90//(9) _ p(1 _p)ee

(pe? +1 —p)?
On obtient alors
10g EGA(X_EX) = log Ee(b_a’)A(Y_EY) < M .
- 8
17



Maintenant, par indépendance des X;, on a

n n
_ _EX, A2
log EMZ-EZ) _ Zlog Ee(Xi—EX)) < Y Z(bz - ai)Qa
=1 =1
et la méthode de Cramér-Chernoff donne alors, pour tout ¢t > 0,

2t2

2’U
P(Z-EZ>t)< e‘S“pAEO{”‘AT} =e v,

ou I'on a noté v =1 | (b; — a;)*. [ |
Remarque 2.5. En appliquant le résultat & —Z et en utilisant une borne union, on a

2t2
P(|Z-EZ| >t) < 2exp{—n} .
>ic1(bi — a;)?
Exemple 2.6 (Loi binomiale). Si X7,..., X, sont des variables i.i.d. de loi de Bernoulli B(p),
p € [0,1], I'inégalité de Hoeffding donne, pour tout ¢ > 0,

- 212
P ZXi—ant <exps——, .
n

i=1
On obtient ainsi une inégalité sous-gaussienne avec un facteur de variance de l'ordre de n. Pour
p fixé dans |0, 1], c’est bien le bon ordre pour la variance d’une variable binomiale. Mais si p < 1,
par exemple pour p = %, cela devient une trés mauvaise borne, la vraie variance étant d’ordre 1.
Le comportement de la somme n’est plus gaussien, mais poissonien (ce que 1’on avait remarqué
dans l'exemple 2.4) et appliquer l'inégalité de Hoeffding n’est pas judicieux.

3.2. Inégalité de Bennett.

Proposition 2.4 (Inégalité de Bennett). Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes
de variance finie et telles que X; < ¢ avec ¢ > 0. On pose Z = >~ | X; et v = > 1 E[X?].
Alors, pour tout A > 0,

log BeX7 P2 < S(eN),

avec ¢(N) = e — X\ — 1. De plus, pour tout t >0,

P(Z -EZ>1) §exp{—cv2h (?)} :
avee h(z) = (1 +2)log(1 + z) — z.

Remarque 2.7. L’inégalité de Bennett affirme que si chaque variable d’une suite indépendante
est majorée par ¢, alors la somme est sous-Poisson a droite avec facteur de variance v, la somme
des moments d’ordre 2, et facteur d’échelle ¢, donc sous-gamma a droite avec facteurs v et ¢/3.
Ainsi, on a la borne plus manipulable

2
(2.3) P(Z—EZZt)SeXp{—M}.

Preuve de la Proposition 2.4. Par homogénéité, on peut supposer ¢ = 1. Remarquons d’abord
que la fonction u — % (prolongée par continuité en 0) est croissante sur R. Comme X; < 1, on

a alors, pour A > 0,
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Ainsi,
n
log EcNZ-E2) — ZlogE [ek(xi_EXi)}
i=1

< Zn: {log (14 AEX; + E[X]6())) — AEX; }
=1

<Y EIXo(N),
i=1

ot pour la derniere inégalité on a utilisé log(1 + x) < x. Maintenant, pour ¢ > 0, la fonction
A = At — vp(\) est maximale en A = log (14 %) et vaut en ce point

w1 2) (o) = (8)

Exemple 2.8 (Loi binomiale). Reprenons 1’exemple de la loi binomiale de parametres n et
1/n. En appliquant l'inégalité de Bennett (ou plutot la version (2.3)) avec c =1 et v =1, on a

P <ZXZ~—1 Zt) SeXp{_Q(l—i—t/?))} .

i=1

Pour ¢ fixé (i.e. ne dépendant pas de n), cela donne une bien meilleure concentration que celle qui
provenait de I'inégalité de Hoeffding. Morale de I’histoire : ne pas forcer une variable poissonnienne
a étre sous-gaussienne !

Exemple 2.9 (Degrés dans un graphe aléatoire dense). Soit G = (V, E) ~ G(n,p,) un
graphe aléatoire d’Erdos—Renyi, c’est-a-dire un graphe dont ’ensemble de sommets V est de
cardinal n et dont ’ensemble d’arétes F est formé en connectant chaque paire de sommets
distincts indépendamment avec probabilité p,. On suppose np,, > logn (régime dit dense). Soit
D, le degré du sommet wu, i.e.

Dy, = Z Lituv)eE) -
v#U

Comme les indicatrices sont i.i.d. de loi B(py,), on a D, ~ Bin(n — 1,p,). En particulier
ED, = (n — 1)p, > logn. Par I'inégalité (2.1), pour ¢ €]0, 1],

Et en utilisant une borne union,

P(U { (n?ll‘)pnq‘st SQnexp{—W}zo(l).

ueV
Dy _ 1‘ P, 0. Dans le régime dense, le graphe d’Erdos—Renyi est presque

Ainsi, sup,cy (n—1)pn

régulier : tous les degrés sont concentrés autour de (n — 1)py,.
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3.3. Inégalité de Bernstein. A la fois I'inégalité de Hoeffding et 'inégalité de Bennett
reposent sur le fait que les variables sont bornées (soit des deux soit d’un seul coté). L’inégalité de
Bernstein montre que I'on peut établir le comportement sous-gamma d’une somme de variables
indépendantes en faisant seulement une hypothese sur la croissance des moments.

Proposition 2.5 (Inégalité de Bernstein). Soient X1, ..., X,, des variables indépendantes et
soit Z =Y " | X;. On suppose qu’il existe v et c tels que > 1 | EX? <wv et

- klch—2
k> E(X;)k < Z :
Alors pour tout X € [0,1/¢],
& =21 —en)’

ce qui implique que pour tout t > 0,

P(Z—Ezzt)gexp{—mict)}.

Preuve de la Proposition 2.5. En notant ¢(u) = e* —u —1 et en utilisant 'inégalité log(1+x) < z,
on a

log Ee*? B4 =3 " {log (1 + AEX; + E¢(\X,)) — AEX;}
=1

<) E¢(\X;).
i=1
Comme pour tout u < 0, ¢(u) < % (et que ¢(0) =0), on a

HOXD) = (X)) + 6(Xe)y) < LD | MR NXE | o M

2 k! 2 k!
k>2 k>3
Ainsi pour A € [0,1/¢],
n 2 N ) A\E i
ZEéﬁ(AXi) S5 E[X7] +ZEZE[(XZ)+]
i=1 i=1 k>3 =1
A2y Nepck=2 A2y vA?
2z A o)k =
<5t 5 2. =53
k>3 k>0
|
Exemple 2.10 (Norme d’un vecteur sous-gaussien). Soit X = (Xj,...,X,) un vecteur

aléatoire de R™ dont les coordonnées sont indépendantes. On note

la norme euclidienne de X . Supposons que chaque coordonnée est d’espérance nulle et de variance
1. En particulier, E||X||? = n. A quel point la norme est-elle concentrée par rapport a son
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espérance ? Faisons 'hypothese supplémentaire que chaque entrée est sous-gaussienne (avec

facteur de variance 1) :
2

A
vie [Ln], VA€ R, 4x, () < 5

Montrons que si X est sous-gaussienne avec facteur de variance 1, alors X2 — 1 est sous-gamma &
droite avec facteur de variance 16 et facteur d’échelle 2, et sous-gaussienne a gauche avec facteur
de variance 16. En effet,

EXQk:/O+OOP(X2k>t>dt:/0+ooP<\X| >ti>dt

+00 tl/k +00
< / 2exp ——— »dt = 2k+1k/ uF et dy = 2P kL,
0 2 0
11/k

ou l'on a utilis¢ la majoration de Cramér—Chernoff, puis le changement de variable v = *5-.
Ainsi, pour tout A > 0,

log Ee 1) — \ ¢ log Ee X < A+ log (1 -2+ );EX4> < 8M?.
Par indépendance des X;, on a donc
YA >0, logEe MIXIE—n) < gpa2,
ce qui implique
vVt >0, P(HXH%*HS *t) SGXP{ £ } .

32n
D’autre part, pour tout A € [0,1/2],

2\k 2
AX2-1)| _ _ (AX*) < kok+1 _ L
1ogE[e } Atlog [ 1+A+E ];2 = _;2)\2 —

et ainsi

2
VA€ [0,1/2], 10gE€A(HX||§_n) < 18n)\2)\7

ce qui implique
2
vt>0, P(|X|?> t) < L
= (I H2_”+)—‘3XP{ 4(8n+t)}
En combinant les deux inégalités, on obtient

2
2 v
(2.4) vt >0, P(||X]3-n[>1) §2exp{ 4(8n+t)} '

Maintenant utilisons le fait que pour tout 2,8 > 0, |z — 1| > § implique |22 — 1| > max{d, 6%}
pour obtenir que

X X3 52
P< ‘|\/J€|2 — 1‘ > 5) <P (“n‘z — 1’ Zmax{6,52}> < 2exp{—z6} .
En posant ¢t = §y/n, on a finalement

t2
P(‘HXH2 - \/ﬁ‘ Zt) < 26Xp{—36} )

On a ainsi montré que X était extrémement proche de la sphere de rayon /n : avec grande
probabilité, X est a distance constante de cette sphere. Le fait que les déviations soient si petites
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peut paraitre surprenant mais tentons d’en donner 'intuition. On a d’abord montré que la norme
au carré || X||3 était concentrée autour de n avec des fluctuations d’ordre /n (cela est naturel,
| X |3 étant une somme de n variables aléatoires possédant un moment d’ordre 2, cf. TCL). De
fagon non-rigoureuse, || X |3 = n + O(y/n). Mais

n+0(vVn) = V£ O(1).

Exemple 2.11 (Le lemme de Johnson-Lindenstrauss). Une application surprenante de
I'inégalité de Bernstein est le lemme de Johnson-Lindenstrauss, qui énonce qu’étant donnés n
points dans un espace euclidien de dimension arbitrairement grande, on peut les plonger dans un
espace euclidien de dimension d de telle sorte que toutes les distances entre deux points soient

, ;s N . .1
préservées a un facteur 1+ € pres, pourvu que d soit plus grand qu’une constante fois Ofgn. La

preuve repose sur la méthode probabiliste. Nous allons définir une notion naturelle de projection
aléatoire et montrer qu’une projection tirée aléatoirement selon cette loi vérifie la propriété de
préservation des distances avec grande probabilité. Pour simplifier, supposons que 1’espace de
départ est RP avec D > 1. Mais insistons sur le fait que le résultat est complétement indépendant
de la dimension de départ D, et que I’on pourrait en fait remplacer RP par un espace de Hilbert
séparable de dimension infinie.

On construit une application linéaire aléatoire W : RP — R? de la facon suivante. Soient
(Xi,j)1<i<d1<j<p une suite i.i.d. de variables aléatoires sous-gaussiennes avec facteur de variance
1. Pour a = (ay,...,ap) € RP on pose

W(a) = \}g (Wi(a),...,Wy(a)) ,

avec, pour 1 <1 < d,

D
W,L(Oé) = Z Oéle"j .
j=1
Soient z1, ..., x, des points distincts de R et notons S le sous-ensemble de la boule unité défini

par
5:{”’“% ,1§i<j§n}.

Nous allons montrer que pour tout &,6 €]0,1[, si d > 2—3’ log (%2>, alors

P <sup W ()| —1] < 5) >1-6.
a€eS
Autrement dit, avec probabilité 1 — 4, Papplication W vérifie que pour tout 4, j € [1,n],
(1 =)z — j* W (@) = Wap)|? < (1+ )l — ]|
Soit o € RP tel que ||| = 1. Remarquons que pour tout i € [1,d], et pour tout A € R,

D D 2
E {eAWi(a)} _ H E [ex\ajxi,j} < H e 5 — 6% .
j=1

j=1

Ainsi, les variables W;(«) sont sous-gaussiennes avec facteur de variance 1. Et comme elles sont
indépendantes, I’exemple précédent 2.10 s’applique et l'inégalité (2.4), appliquée avec d au lieu
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de n, et de au lieu de ¢, donne

P (W () —1] > ) < zexp{—@} |

En utilisant que & <1 et que [S] < @, on obtient
W 2 2 de?
P (sup||[W(a)|>—1| >¢) <nPexpq -2t <3,
aeS 36

2
pour d > i—glog (%)
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Chapitre 3

L’approche par martingales

Soient (€2, F,P) un espace de probabilité et Z : 2 — R une variable aléatoire intégrable. Soit
(Fi)I, une filtration, i.e. une suite croissante de tribus sur  avec {0,Q} = Fop C Fy C --- C
Fn = F. La martingale de Doob associée a Z et (F;) est la suite de variables aléatoires (Z;)",
définies par

Z;=E[Z | F].
La suite (Z;) est adaptée a la filtration (F;) (Z; est F;-mesurable) et E[Z; ‘ Fi—1] = Zi—1. En
remarquant que Z, = Z et que Zy = EZ, on peut écrire
n

Z-EBZ=> (Zi—Zi1).
=1

1. L’inégalité d’Azuma-Hoeffding

Proposition 3.1 (Inégalité d’Azuma—Hoeffding). Si pour tout i € [1,n], il existe a;,b; € R
tels que a; < Z; — Z;—1 < b;, alors, pour toutt > 0,

2t2
P(Z-EZ>t §exp{—} .
( ) > i (b — a;)?
Preuve de la Proposition 3.1. Comme les variables Zy,..., Z,_1 sont J,_i-mesurables, on a ,
pour tout A > 0,

EMNZ-EZ) _ R |:6)‘Z?:711(Z7~'7Zi*1)E [ek(Zn*Zn—l) ‘ ]:n_lﬂ )
1. XNZ.,—Z M , ~
En utilisant (2.2), on a E [e (Zn—2Zn-1) ‘ ]-"n,l] <e 8 . On peut alors procéder de la méme
maniere en conditionnant successivement par F,_1,...,Fg, et 'on obtient
\NZ-EZ N ¢ 2
log EeM?~E2) < 82<bi_ai> )
1=

On conclut en appliquant la méthode de Cramér-Chernoff. ]

Exemple 3.1 (Tirage sans remise). Initialement, une urne contient K boules noires et N — K
boules blanches. A chaque temps, on tire uniformément au hasard une boule dans 1’urne, sans
la remettre. Pour n € [0, N — 1], on note X,, le nombre de boules noires dans I'urne apres n
tirages et M,, = NX_”n la proportion correspondante. Remarquons que la suite (]\Jn)év:_o1 est une
martingale adaptée a la filtration F,, = o(Xy, ..., X,). En effet, comme au temps n on tire une

boule noire avec probabilité M, _1, on a
Xn—l — Mn—l _ Xn—l _
N —n N-—-n+1
24

E[M, | Foe1] =




En particulier, EM,, = M, = % De plus, en utilisant que 0 < X, 1 — X, < 1 et que
0<X, 1<N—-n+1,ona

1 1
— <M,—M,1 < .
N—-n=-"" "IN
Ainsi Y00 (b —a;)? <40, ( Ni@.)Q <1 Nf”n)Q et I'inégalité d’Azuma-Hoeffding donne

20 AT \2
P (M, — EM, > ¢) gexp{f(Nz")} .
n

Une conséquence majeure de I'inégalité d’Azuma—Hoeffding est I'inégalité des différences
bornées.

2. L’inégalité des différences bornées

Dans le cas ou Z = f(Xy,...,X,) avec Xi,...,X,, indépendantes, 'inégalité d’Azuma-
Hoeffding a pour conséquence un résultat essentiel : 'inégalité des différences bornées.

Corollaire 3.2 (L’inégalité des différences bornées). Soit (X1, ..., X,,) une suite de variables
aléatoires indépendantes o valeurs dans un espace mesurable X et Z = f(Xi,...,X,), avec
f: X" = R a différences bornées avec constantes ci,...,c, > 0 (voir Définition 1.1). Alors pour
tout t > 0,
2
P(Z-EZ>t) gexp{—} .
23 ¢

Preuve du Corollaire 3.2. Posons Fj, = (X1, ..., Xy) et soit (X1, ..., X)) une copie indépendante
de (Xy,...,X,). Par indépendance, on a

E[Z|Fia] =E[f( X1, X1, Xioy Xpgt, -, Xn) | X1, X
Ainsi
E[Z|fk] _E[Z|fk—l] :E[f(Xb?Xka?Xn)_f(Xla7X1/ca7Xn) ‘fk’] )

qui est contenu dans [—cg, ¢x] par hypotheése. On conclut en appliquant 1'inégalité d’Azuma—

Hoeffding. |

Exemple 3.2 (Bins and balls). Reprenons 'exemple 1.2. Si 'on change le résultat du i®™e

lancer, la variable K, soit reste la méme, soit est modifiée de —1 ou 1. L’inégalité des différences
bornées donne ,
t

P (K, — EK, >t) <exp {—2} .

n

Nous verrons en Section 7 que cette inégalité peut étre significativement améliorées.

Exemple 3.3 (Bin packing). Etant donnés z1, ..., x, € [0, 1], quel est le nombre minimum de
cases de taille unitaire nécessaires pour contenir ces éléments, de telle sorte que la somme des
éléments dans chaque case n’excede pas 1?7 Notons M,, = f(Xy,...,X,) ce nombre minimum,
ou Xi,..., X, sont i.i.d. & support dans [0, 1]. Comme changer un des X; ne peut pas changer la
valeur de M,, de plus que —1 ou 1, I'inégalité des différences bornées donne

2

P (M, —EM, >t) < exp{—} .
2n
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Exemple 3.4 (Plus longue sous-suite commune). Dans sa version la plus simple, le probleme

de la plus longue sous-suite commune peut s’énoncer ainsi : soit (Xi,..., X,,Y1,...,Y},) une
suite i.i.d. de loi de Bernoulli 5(1/2). Quelle est la longueur de la plus longue sous-suite commune
a (Xi1,...,X,) et (Y1,...,Y,)? Formellement, on s’intéresse &

L, =max{k, X;; =Y;,...,X;, =Y, aveci; <---<ipetj1 < - - <jp}.

On sait qu’il existe v € [0, 1] tel que % — v mais la valeur de 7, appelée constante de
n—oo

Chvatal-Sankoff, est inconnue (on sait que 0, 78807 < v < 0,82628). Méme sans connaitre la
valeur précise de ’espérance, on peut s’intéresser aux propriétés de concentration de L,,. La
encore, changer une des variables ne peut pas perturber L, de plus que —1 ou 1, et I'inégalité
des différences bornées (appliquée a droite et a gauche) donne

t2
P(|[L, —EL,|>1) < QGXP{_M} .

En particulier, pour tout € > 0,

L, e2(ELy,)?
P — 1 > <2 -5

Comme on sait que EL, ~ n, la borne ci-dessus est en e~ “". En particulier, elle correspond
donc au terme général d’une série convergente et le lemme de Borel-Cantelli assure alors que L,
vérifie la loi forte des grands nombres :

L, ps.
1.
EL,

Exemple 3.5 (Le voyageur de commerce). Le probleme du voyageur de commerce est un
probleme classique (et tres difficile) d’optimisation combinatoire. Un voyageur de commerce
doit visiter n villes en revenant a son point de départ et en empruntant le chemin le plus court.
Considérons ici une version aléatoire de ce probleme. Supposons que les positions des n villes
sont données par des variables i.i.d. X1,..., X, de loi uniforme sur le carré [0, 1]?. On s’intéresse
a la variable

L, = irel}sn Z 1 Xow) — Xoaen)ll >
"i=1

ouo(n+ 1) =o0(1). Le théoreme de Beardwood-Halton—-Hammersley affirme qu’il existe g > 0

tel que

Ln pb-s,

— = f.

i
Que peut-on dire de la concentration de L,, par rapport a son espérance ? Voyons ce que donne
I'inégalité des différences bornées. Si ’on rejoue la position de la ville ¢, on modifie L,, d’au plus
21/2 (et cette borne est atteinte dans le cas extréme ot toutes les villes sont d’abord placées en

(0,0) et ou 'on déplace la ville i en (1,1)). On obtient alors
2
P(|L, —EL,| >t) <2 —— .
( 120 < 20 (-4 )

Cette inégalité n’est pas tres satisfaisante : le facteur de variance est de 'ordre de n, alors que
I'inégalité d’Efron—Stein nous dit que Var L,, = O(1). En effet, si 'on note L,,(7) la longueur du
plus petit parcours lorsque ’on ne prend pas en compte la ville ¢, on peut observer que
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ou¢; = minﬁgz‘ ||Xz — XH Ainsi

Var L, <ZE [(Ly, — Ln( <4ZE§1 = 4nE& = 0(1).
=1 =

Cherchons maintenant a appliquer plus finement 1’1negal1te d’Azuma—Hoeflding pour obtenir
une inégalité exponentielle. En notant F; = o(X1,...,X;) et en observant que E[L ’ Fil
i) | Fi—1], on obtient

—2E[¢& | Fie1) < E[Ly, | Fi] — E[Ly | Fica] < 2E[G | Fi.

Cc

max {E[¢; | Fi], E[¢ | Fioi]} < _mnax E[ min ||Xk—$\|] < Nl

€012 |i+1<k<n

L’inégalité d’Azuma—Hoeffding donne alors

t? t?
P(|L, —EL,| >1t) <2exp | — gzexp<—>.
(|Ln nl < 8022?:1n_1‘+1> 802(10gn—|—1)

On verra au Chapitre 5 que I'on peut encore améliorer cette inégalité en supprimant le facteur
logn.

3. L’inégalité de Grable

Dans de nombreuses situations, la borne » "' | (b; — a;)? s'avere trop grande par rapport a la
vraie variance (cf. 'exemple de la loi Bin(n,1/n)). On peut néanmoins obtenir une inégalité de
type Bernstein faisant intervenir une estimée plus fine de la variance.

Revenons au cadre général du début de chapitre, avec (Z;)7, la martingale de Doob associée
a Z pour la filtration (F;)!" . Notons V; = E [(ZZ — Zi1)? ‘ E_l]. On définit le processus de
variation quadratique associé & (Z;) par

7
Z)i=>_Vj.
j=1
Proposition 3.3 ([11]). Supposons que (Z), < v avec v > 0, et que pour tout i € [1,n],
|Z; — Zi—1| < c. Alors pour tout X € [0,1/¢|,

ANZ-EZ) Ay

log E A
08 =e =21 - A)

Prewve de la Proposition 3.5. En développant ’exponentielle, on a, pour A € [0,1/¢|,

o~ (\Z; — Zi_1))"
5™ O = Ze) FH]

E[XA-%0) | Fio| =1+ E

k=2
—+00 k
Ac)

<142V (
S1EXVD 0T

k=0
<1+ ﬂ
- 2(1—Xe)

>\2V;~
< ] .
=P (2(1 - Ac>)
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Ainsi, le processus

(v (=35

est une supermartingale. En particulier
N{Z)n N(Z)o
E MNpy————"——]| < Ny — ——— | = AEZ) .
o (12— 57555 )| < o0 (320 - 55 ) = e )
Comme (Z),, < v, on obtient bien

A2v
loc E NZ—-EZ) PORA
08 =e = 21— Ac)

4. L’inégalité de Freedman

L’inégalité de Grable requiert une borne sur la variation quadratique. Or cette borne peut ne
pas étre valable presque stirement, mais seulement avec grande probabilité. L’astuce de Freedman
pour s’affranchir de ’hypothese (Z),, < v est de passer par un temps d’arrét bien choisi.

Soit (Zp)n>0 une martingale adaptée a la filtration (F,)n>0, avec Zy = 0.

Proposition 3.4 ([10]). Supposons que pour tout i € N*, |Z; — Z;_1| < 1. Alors pour tout
t >0, et pour tout v >0, on a

v+t 2

v t
P(IneN, Z,>t,(Z), <v) < t< —— .
(3n €N, - <>—U)—<v+t) e—eXp{ 2(v+t/3)}

Preuve de la Proposition 3.4. Soit A > 0 et ¢(u) = ¥ —u — 1. En utilisant le fait que u +— %
est croissante sur R, on a

E [N 20) | By | =14 B [0 (MZy — Zo1) | Faci]
<1+ oMV
< exp (¢(A\)Va) -
Ainsi le processus

(exp (AZn — ¢(A)(Z)n))n>0
est une supermartingale. En particulier, pour tout temps d’arrét borné 7, on a

E [exp (A2 — 6(\)(Z))] < 1.
Soit 7 = inf{n > 0, Z,, > t} U {oo} et soit £ I’événement
E={TneN,Z,>t,(Z), <v}.
Sur £, ona T < o0, Z; >t, et (Z); <v (puisque le processus ((Z),)n>0 est croissant). Ainsi
P(E) exp (M — 6(A)0) < B lexp (\Zr — 6(A)(Z)7) 1] < 1.
Donc pour tout A > 0, on a P(€) < exp (—{At — vp(N)}). Pour A =log (1 + L), on obtient

pie) <a | un ()= (2) e

avec h(z) = (1 4 z)log(1l + z) — . La derniére borne de la proposition s’obtient en utilisant
h(u) > |

_u?
3T +u/3)"
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Chapitre 4

La méthode entropique

1. Entropie de Shannon

Soit X un ensemble dénombrable et X une variable aléatoire a valeurs dans X, de loi P.
Pour x € X, on note p(x) = P(X = z). L’entropie de P (ou indifféremment 'entropie de X) est
définie comme

H(P) = H(X) =E[-logp(X)] = - ) _ p(z)logp(x
reX

avec 0log0 = 0. On a H(P) > 0, et, si X est un ensemble fini, alors H(P) < log |X|, la borne
étant atteinte par la loi uniforme sur X.

1. Un peu de théorie de I'information. D’un point de vue théorie de I'information, il
est souvent plus naturel de définir 'entropie en base 2 :

ZP ) logy p() .

reX

En effet, Hy(X) représente alors le nombre minimal de bits (0 ou 1) nécessaires pour coder un
mot de X de loi P. Plus précisément, on appelle code uniquement décodable une fonction ¢ de
X dans U,>1{0,1}", I'ensemble des suites finies de 0 et de 1, telle que si (z1,...,2,) € X™ et
(Y1, .-, Ym) € X" sont deux suites d’éléments de X,

o). o(xn) =p1) .- o(ym) = n=m et 1 =Y1,...,Tn = Yn-

Autrement dit, on n’a pas besoin de séparer les mots de code pour décoder, la ponctuation est
inclue dans le code. Pour z € X, on note |p(z)| la longueur du mot de code associé a x. Le
théoreme de Kraft—-McMillan affirme que pour tout code uniquement décodable ¢,

Z 2 lP@l < 1
TEX
et qu’inversement, si £ est une fonction de X dans N* telle que
OERE
TeEX

alors il existe un code uniquement décodable ¢ tel que |p| = £. Par la premiere assertion du
théoréme, a tout code uniquement décodable ¢ est associée une sous-probabilité @ sur X donnée
par ¢(x) = 2~ le()l (on dit que l'on code selon la loi @), et la longueur moyenne d’un mot de
code satisfait

= p@)e@)| == px)log, q(z) > Ha(X).

reX TeEX
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En effet, par 'inégalité de Jensen,

X)+ Y plx)logyq(z) = Y pl logzgﬂogz(Zq(af))SU

TeEX zeX zeX
Ainsi, la longueur moyenne de tout mot de code uniquement décodable est au moins égale a
I’entropie de la source. Inversement, si 'on pose ¢(x) = [—log, p(x)], alors

2—€ x

et, par la deuxieme assertion du théoreme, il existe un code uniquement décodable ¢ tel que
|| = €. Pour ce code-la, on a alors
E[lp(X))) = > p(z) [~logyp(x)] < Ha(X) +1.
zeX
Si 'on connait la loi de la source P, on peut donc coder de facon optimale et atteindre la borne
inférieure de l'entropie (éventuellement +1). En pratique cependant, on ne connait pas la loi de

la source. On ne peut donc pas coder selon P. La longueur moyenne additionnelle due au fait de
coder selon () et non pas selon P est alors donnée par

—) " px)logy q(x =) p(x)log, g

reX reX

Cette quantité s’appelle la divergence de Kullback—Leibler (ou entropie relative) de P par rapport
a Q. C’est le nombre moyen de bits additionnels lorsque 'on code selon @ alors que la source est
de loi P.

1.2. Entropie relative. Revenons en base e. Si () < P, on définit I’entropie relative de @
par rapport a P par

D@ |P)= T awtos 29— [ oe (7)) a0 = |Tce (10|

avec X ~ P. Si () n’est pas absolument continue par rapport a P, on pose D(Q | P) = 4+oc0. Par
linégalité de Jensen, on voit facilement que D(Q | P) > 0 et que D(Q | P) = 0 si et seulement si

P=0.

1.3. Entropie conditionnelle et chain rule. Si(X,Y") est un couple de variables aléatoires
a valeurs dans X x &, de loi Py y, et si 'on note Px (resp. Py) la loi marginale de X (resp. de
Y'), alors I'information mutuelle de X et Y, notée I(X,Y’), est I'entropie relative de la loi P x v,
par rapport a la loi produit Py ® Py, i.e.

I(X,Y)=D(Pxy) | Px®Py)=H(X)+H(Y)—-H(X,Y).

En particulier, cela montre que H(X,Y) < H(X) 4+ H(Y), avec égalité si et seulement X et YV
sont indépendantes.
L’entropie conditionnelle de X sachant Y est définie par

HX|Y)=H(X,Y)-H().
On a
IX,Y)=H(X)-HX|Y)=HY)-H(Y | X).
Cela montre que H(X) > H(X ‘ Y') : ajouter de I'information réduit ’entropie.
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En itérant la définition de ’entropie conditionnelle, on obtient que si X, ..., X, sont des
v.a. sur X,

H(Xy,...,Xn)=HX1)+HXz | X1)+ -+ H(Xpn | X1,..., Xn-1).
C’est ce qu’on appelle la regle de la chaine (chain rule en anglais).
1.4. Inégalité de Han.

Proposition 4.1 (Inégalité de Han). Soit (Xi,...,X,) une variable aléatoire sur X™ de loi
Q. Alors

1 n
H(Xy,...,X,) < n_lz;H(Xl,...,Xi1,Xi+1,...,Xn).
1=

Autrement dit,

1 n
< > H(QY
Q>_"_1¢:1 Q
ot QW) est la loi de (X1,. .., Xi—1, Xit1s---> Xn)-

Preuve de la Proposition 4.1. Par la définition de ’entropie conditionnelle et le fait que le
conditionnement réduit I'entropie,

H(Xy,..., Xn) = H(X1, . Xio1, Xipn, o Xo) + H(Xi | X1yo X1, Xigns o Xa)
< H(Xy, .. X, Xyt X)) + H(XG | X1y, X))

Et sommant ces n inégalités et en utilisant la regle de la chaine, on obtient
nH(X1,...,Xn) < ZH X1, Xict, Xiats oo Xn) + H(X, .., X))
|

Corollaire 4.2 (Inégalité de Han pour Ientropie relative). Soient P et Q deuz probabilités
sur X", avec P =P; ® --- ® P,, une mesure produit. Alors

D@ P) <Y (D@ P)- D@ | P))

Preuve du Corollaire J.2. Notons p = pi ... pn, ¢, p@ et ¢ les densités par rapport & la mesure de
comptage de P, Q, P™ et QU respectivement, et () = (X1, ., Ti—1,Zit1,.-.,Tpn). Remarquons
d’abord que, comme P est produit, on a

Z ( logp Z Z (10gp1 xz)+10gp()( ())>

TeX" i=1 xzeX™
= Z x)log p(x Z > dD@)logp@ (@),
a:EX" i=1 z(i)gxn—1

Ainsi
> qlx)log p(x 72 > D@ D) logp@(2?).
TeX ™ i=1 z(i)cxymn—1
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D’autre part, par I'inégalité de Han, H(Q) < ﬁ Yo H(QW), et I'on obtient

DQ|P)=- > q(x)logp(z) — H(Q)

zeX

, (@) ()
> (&) (D )
= n—1Z 2 aV@)los p® (z®)

iexn—1
— ()
T n—1 ZD Q ’ P
En réarrangeant, on obtient bien I’inégalité voulue. |

2. Sous-additivité de I’entropie

On considere désormais un espace mesurable (X, ) quelconque. Soit f : X™ — Ry une
fonction positive et Z = f(X1,...,X,) avec (Xi,...,X,,) a valeurs dans X", de loi P. Si
E[Zlog Z] < 400, on définit 'entropie fonctionnelle de f sous P (ou indifféremment de Z) par

Entp f = Ent[Z] = E[Zlog Z] —EZlogEZ .

On peut faire le lien avec la section suivante en remarquant que si Q < P, alors D(Q | P) =
Ent [dQ}

Proposition 4.3 (Formule de dualité pour I'entropie). Soit Z une variable aléatoire positive
avec E[Zlog Z] < +00. On a

Ent[Z] =supE [Z(logT — log ET')] ,
T

ot le supremum est pris sur les variables aléatoires positives intégrables et telles que Supp(Z) C
Supp(T).

Prewve de la Proposition 4.5. Quitte & considérer la variable Z/EZ, il suffit de montrer que pour
toute variable positive avec EZ =1,

Ent[Z] = sup E[ZlogT] .
T>0,ET=1,Supp(Z)CSupp(T)

Soit T" une v.a. positive avec ET' = 1 et Supp(Z) C Supp(T'). En posant dQ(w) = T'(w)dP(w),
on a

Ent[Z] —E[ZlogT] = / Z(w)log (Z(w)) dP(w)
Supp(7) T(w)

(w

Z(w) (Z (W)>
= log [ == ) dQ(w) .
/Supp(T) T<w T(w)
Par I'inégalité de Jensen,

/Supp(T) igi; log (ig:g) dQ(w) = Eq [i] log Eq [i] = E[Z]logE[Z] = 0.

On voit de plus que le supremum est atteint pour T' = Z. |

~—

On peut maintenant établir la sous-additivité de I’entropie dans le cas général.
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Proposition 4.4 (Sous-additivité de I'entropie). Soit f : X" — Ry et Z = f(X1,...,Xy)
avec X1, ..., X, indépendantes. On suppose E[Zlog Z] < +o00. Alors

Zn: Ent[Z]

=1

Ent[Z] <E

Preuve de la Proposition /./. Introduisons la notation E; = E[- } X1,...,X;] avec Eyg = E. On
peut alors écrire

n
(4.1) Z(logZ —logEZ) =Y Z(logE:iZ —logE; 17) .
i=1
En remarquant que E; 17 = EWE,Z et en utilisant la Proposition 4.3, on a
ED [Z (logE:Z — logE;_1Z)] = E® [Z (log EiZ — log E(i)EiZﬂ < Ent®[Z],

et en prenant l’espérance dans (4.1), on obtient bien

Ent[Z] = E <E

> EW[Z(logE;Z —logE;_1 Z)]
=1

> Ent®[Z]
i=1

Donnons une autre caractérisation de I’entropie qui nous sera utile par la suite.

Proposition 4.5. Soit Z une variable positive avec E[Z log Z] < +00. On a
Ent[Z] = ir>1{E)E [Z(log Z — logu) — (Z —u)] .

Preuve de la Proposition /.5. Cela découle du résultat plus général suivant : soit & : I — R
une fonction convexe et dérivable définie sur une intervalle ouvert I C R et soit X une variable
aléatoire a valeurs dans I. Alors

E®(X) - ®(EX) = irelfIE [@(X) — ®(u) — @' (u)(X —u)] .
En effet, soit w € I. On a
E [®(X) - ®(u) — ' (u)(X —u)] — (E®(X) — P(EX)) = P(EX) — ®(u) — ®'(v)(EX —u).

Comme P est convexe, la quantité ci-dessus est positive. D’autre part, on voit que le supremum
est atteint en v = EX. La Proposition 4.5 vient alors en prenant I = Ry et ®(x) = zlogz
(prolongée par continuité en 0). |

3. Lien avec la transformée de Laplace

Quel est le lien de tout cela avec la concentration ? Nous avons vu qu’une facon d’obtenir
une inégalité de concentration pour une variable Z = f(Xjy,..., X,,) par rapport a son espérance
[MZ=E2)] Or pour des fonctions f autres

que la somme, la transformée de Laplace est généralement difficile & manier. Nous allons voir
[EA(Z—EZ)] [eAZ]

était de majorer la transformée de Laplace A — E

qu’une majoration de E peut étre déduite d’'une majoration de Ent . En particuler,
I’argument de Herbst permet d’obtenir une majoration sous-gaussienne. Comme il est plus facile
de majorer ’entropie, notamment grace a la sous-additivité, cela permet alors d’obtenir des
inégalités de concentration exponentielle pour des fonctions de variables indépendantes bien plus

complexes que la somme. C’est la méthode entropique.
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Proposition 4.6. Soit Z une variable aléatoire intégrable. Pour tout A >0, on a

A 1 Ent [e”z]

YN =A L TR

75

ot () = log EeMZ~EZ)

Preuve de la Proposition 4.6. On vérifie facilement que

\Z
(42) Butle ™) w0 - ().
Et U'on a
A / A
y [ () =90 _A[ww)] — o
/0 > gl 2, (A,
ou 'on a utilisé que @ —  '(0). [ |

~y—0t+
La Proposition 4.6 fournit immédiatement une condition entropique suffisante pour obtenir
une inégalité sous-gaussienne, connue sous le nom d’argument de Herbst.

Proposition 4.7 (Argument de Herbst). Soit Z une variable aléatoire intégrable. S’il existe
v > 0 tel que pour tout A > 0,

alors pour tout A > 0,

v
<227,
Preuve de la Proposition /.7. Pour tout A > 0, on a
A Z A 2
1 Ent [e“Y ] v
v =2 [ gy < [ Gy = 5

4. Inégalité de Mc Diarmid

Comme premiere application de la méthode entropique, présentons une amélioration de
I'inégalité des différences bornées due a McDiarmid [15].

Proposition 4.8 (Inégalité de McDiarmid). Soit f : X — R et notons

I (af(i)> = sup

X425

f(.%'l, ey Lj—1,Tjy L1y« - - ,mn) - f(.%'l, e ,a;i_l,xg,a:i+1, e ,wn)‘ .

S’il existe v > 0 tel que pour tout x € X™, S 1 c? (x(i)) <w,etsi Z=f(X,...,X,) avec

i=1"1

X1,..., X, indépendantes, alors pour tout t > 0,

2t
P(Z-EZ>t)<exps—¢.
v
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Preuve de la Proposition J.8. Montrons d’abord le résultat suivant (qui correspond en fait & une
version plus forte l'inégalité de Hoeffding) : si X est une variable aléatoire prenant ses valeurs
dans l'intervalle [a, b], alors pour tout A € R,

Ent[e?¥] < (b—a)?)\? .

(4.3) EoiX 3

En effet, par (4.2), on a

Ent[e)‘X] Y _ A "
S = W) =) = [,
ot (\) = log EeMX—EX) Or

" E[X2¢"X]E[e"~] — E[X¢"X]?
/() = EL ]E[][eu;]z [XeX]

= Eq.[X?] — Eq,[X]?,

ou Q, est la mesure de probabilité donnée par

euX (w)

dQu(w) = de(w) :

Ainsi
2 32
() = Varg,(X) < Bq. | (x - “37) | < “55.
On a donc
Entle / w(u ( —a)’\*
Ee)‘X 8

Maintenant par la sous-additivité de I’entropie, on a
n
Ent[c*’] <Y E [Ent@) [e’\Z]] .
i=1

Notons que conditionnellement & X®, la variable Z prend ses valeurs dans un intervalle de taille
¢ (X(i)) par hypothese. Ainsi en utilisant (4.3), on obtient

¢ (X)) A2

< (i)[ekZ]] :;E

L’argument de Herbst nous dit alors que pour tout A > 0,

Ent[e*] < ZE

2
NZ-EZ)| VA
log E [e } <5
On conclut par la méthode de Chernoff. |
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5. Une inégalité de Sobolev logarithmique modifiée

De facon plus générale, la sous-additivité de ’entropie implique la majoration suivante sur
Ent[e*?].

Proposition 4.9. Soit f : X" - R et Z = f(X1,...,X,) avec Xq,..., X, indépendantes.
On note Z; = fi(X(i)) = filX1,..., Xio1, Xiv1,.- ., Xn) ot fi : X" — R est une fonction
arbitraire. Alors pour tout A € R,

Ent[e] < zn:E [&%(-A(Z —z)!,
=1

avec p(x) = e* —x — 1.

Preuve de la Proposition 4.9. Commencons par utiliser la sous-additivité de I’entropie :
n
Ent[c"’] <Y E [Ent@') [e’\Z]] .
i=1

En appliquant la Proposition 4.5 avec u = e*?

i,on a
Ent®[*4] < EO [e)‘Z (\Z = \Z;) — (M — e’\Zi)}
50 [eAZ (e—W—Zﬂ Y NZ — Z;) - 1)}

=E® [ekzﬁb(—)‘(z - Zl))] '

En utilisant la Proposition 4.9, on peut alors améliorer la Proposition 4.8 comme suit.

Proposition 4.10. Soit f : X" - R et Z = f(X1,...,X,) avec X1,..., X, indépendantes.
Notons

Zi= xifel&f(X17 oy Xic1, T, Xig1, 00, X)) -
Sl existe v > 0 tel que Y. (Z — Z;)* < v, alors pour tout t > 0,

2
P(Z-EZ>t) Sexp{—} .

2v

Remarque 4.1. En remplacant Z par —Z, on voit que si Y.» (Z; — Z)? < v avec Z; =
sup,,ex f(X1,. .., Xi1, 24, Xiy1,. .., Xy), alors pour tout ¢ > 0,

t2
P(Z-EZ<—t)< S
( < )_exp{ 2@}

Preuve de la Proposition /.10. Par définition de Z; et pour A > 0, on a —A(Z — Z;) < 0. Or pour
tout x <0, ¢(z) < “”2—2 Ainsi, la Proposition 4.9 donne

Ent[e\] < o i E {&Z(Z - Zﬂ <My [e*Z}
-2 i=1 R ‘
On conclut avec 'argument de Herbst et la méthode de Chernoff. |
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Exemple 4.2 (Plus grande valeur propre de matrices aléatoires symétriques). Soit X =
(Xi,j)1<i,j<n une matrice aléatoire symétrique dont les entrées (X; ;)i<; sont indépendantes avec
| Xi,5] <1, et soit Z = \1(A) la plus grande valeur propre de A. Soit v € R" tel que [[v]| =1 et

Z="Xv= sup buXu.
u€R™ [|lul|=1

Notons Z; ; la plus grande valeur propre de la matrice X “J o I'on a rejoué I'entrée X j par X{’j.
On a

(Z = Zij)y < 'o(X = X )lzsz,; <2/(Xij — X;j)vivj| < 4fvivg].
Ainsi,
Y (Z—Zij)” <16 |vv,]* = 16v]|* = 16,
i<j irj
et par la Proposition 4.10,

2
P(Z-EZ>t)< exp{—;a} .

Remarquons que cet argument ne marche pas pour les déviations a gauche (on verra cependant
au Chapitre 5 qu’une borne similaire peut étre obtenue).

Une autre conséquence importante de la Proposition 4.10 est la sous-gaussianité des fonctions
convexes lipschitziennes.

Proposition 4.11. Soient X1, ..., X,, des variables aléatoires indépendantes a valeurs dans
[0,1] et soit f:]0,1]" — R une fonction séparément convezxe (i.e. convexe en chaque coordonnée
lorsque les autres sont fizées), 1-lipschitzienne (i.e. pour tous x,y € [0,1]", | f(z)—f(y)| < |[lz—y||),
et continument différentiable. Alors si Z = f(X1,...,Xy), pour tout t > 0,

2

P(Z-EZ>t)<e 7.

Preuve de la Proposition 4.11. Nous allons montrer que Y. » ,(Z — Z;)> < v avec Z; =
inf,, f(X1,..., Xi—1, 2, Xit1,...,X,,) et utiliser la Proposition 4.10. Soit X] la valeur de z;
en laquelle I'infimum dans la définition de Z; est atteint. Par convexité en chaque coordonnée, on

a
n

n 2 n 2
Sz-zp <Y (gheo) t-xpp< 3 (L) =IvAolR.
i=1 ' i=1 !

=1

Et comme f est 1-lipschitzienne, |V f(X)||* < 1. Notons que la aussi, I'argument ne marche plus
pour les déviations a gauche. |

6. Une autre inégalité de Mc Diarmid

Proposition 4.12. Soit Z = f(X1,...,X,), avec X1, ..., X, indépendantes et f : X" — R. On
suppose qu’il existe v,c > 0 tels que pour tout i € [1,n], on a Z-EWZ <cet S Var) Z < v.
Alors pour tout A > 0, on a

_ v
log EeM?~B2) < C—2¢(cx),
ot p(u) =e* —u — 1.
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Preuwve de la Proposition 4.12. Sans perdre en généralité, on suppose ¢ = 1. Montrons d’abord
que si X est une variable aléatoire réelle telle que X — EX < 1, alors pour tout A > 0, on a

Ent {e’\X] < (A er —e + 1) Var(X)E {e’\X} .

En notant 1(\) = log Ee*X~EX) on a

Ent [ , A ”
e =) v = [ an,

0

et Pon a vu dans la preuve de 'inégalité de Mc Diarmid que ¢”(u) = Varqg, (X), ou Q, est la
euX (w)

mesure de probabilité donnée par dQ,(w) = WdP(w). Or,

E [e"X(X — EX)?|
E [euX]

Varq, (X) = Varq, (X — EX) < Eq,[(X — EX)?] =

Par 'inégalité de Jensen, le dénominateur E [e“X ] est plus grand que e“PX. On obtient
Varq, (X) < E [eu(X ~EX)(x _ Exﬂ < "E[(X — EX)?] = " Var(X) ,

ou l'on a utilisé X — EX < 1. Ainsi

Ent [*X]

A
< u — A o A .
E o] _Var(X)/O ue'du = Var(X)(Ae® —e” + 1)

Maintenant, par la sous-additivité de ’entropie et en appliquant ’inégalité ci-dessus a la loi
conditionnelle de Z sachant X, on a, pour tout A > 0,

> et [0

i=1
5B [] var(2)
i=1

Ent [eAZ ] <E

<\ =+ 1E

=\t -+ 1)E

er Z Var)(Z)
i=1

Si Y27 VarD(Z) < v, alors on a

Ent [/

A A
WSU(A@ — € +1)

Par la Proposition 4.6, on obtient alors

A T _ev 11 v _11*
log EeM?~B%) < )\/ vlye 26 * )d7 = VA [e } —v(e* =X —1),
0 v 7 Jo

ce qu’il fallait démontrer. [ |
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7. Concentration des fonctions auto-bornées

Une fonction f : X™ — R est dite auto-bornée s’il existe des fonctions f; : X"~ 1 — R telles
que pour tout z € X™ et i € [1,n],

0< fx) - fila®) <1,

et .

> (@) = file™) < fla).

i=1
Proposition 4.13. Soit f : X" — R une fonction auto-bornée et Z = f(Xi,...,X,) avec
X1,..., X, indépendantes. Alors pour tout A € R,

log EeM?~F2) < E[Z]¢()),
ot p(A) = e* — A — 1.

Remarque 4.3. Une fonction auto-bornée Z = f(Xi,...,X,) est donc sous-Poisson avec
facteur de variance EZ et facteur d’échelle 1. Par la Proposition 2.1, on a donc, pour tout ¢ > 0,
t2

2
P(Z-EZ<-t)<e 2 et P(Z-EZ>t)<e 62473

Preuve de la Proposition 4.13. Posons Z; = f;(X¥). Par la Proposition 4.9, on a, pour tout
A ER,

n

Ent[c*’] <Y E [&%(—A(Z - Zi))} .

i=1
Comme ¢ est une fonction convexe, que Z — Z; € [0,1] et que ¢(0) =0, on a ¢(—\N(Z — Z;)) <
(Z — Z;j)¢p(—\). Ainsi, comme > (Z — Z;) < Z,
(4.4) Ent[e*?] < ¢(—\E [Ze)‘z] .
Par un argument similaire a I’argument de Herbst, montrons que cette inégalité entraine que
pour tout A € R, ¥(A) < EZH(N) avec ¢p(N) = log EeM?—E2) En effet, I'inégalité (4.4) peut se
réécrire

(1= )'(A) —(N) <EZg(-N),
ou encore
Pi(A) < EZys(N),

o Y1 (A) = :i(i)l, prolongée par continuité en 0 par 11(0) = 0, et 1a(A\) = ﬁ, prolongée par

continuité en 0 par ¥2(0) = —1. En intégrant entre 0 et A (séparément pour A > 0 et A < 0), on
obtient bient ¥(\) < EZ¢(N). [ |

Exemple 4.4 (Bins and balls). Reprenons I’exemple 3.2 du nombre de symboles distincts

dans un échantillon X7, ..., X, ii.d. de loi (pj);>1 sur N*. On a
Kn=f(X1,...,Xn) = Z Lizieng, xi=4} -
jz1

La fonction f est auto-bornée. En effet, si I’on considere les fonctions f; données par
fi@) = Y Lakeq (i), o=} -
j=1
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autrement dit le nombre de symboles distincts lorsque 1’on retire 1’observation ¢, alors on a
clairement 0 < f(z) — fi(z®) <1 et
n

> (f (z) — fz'(:r(i))) <D D s, et Vit murti)

i=1 i=1j>1
<Y Lmieqi ], eimiy < f(@).
Jj=>1

Ainsi par la Proposition 4.13, K, est sous-Poissonienne avec facteur de variance EK,,. Notons que
ce facteur de variance est toujours bien plus petit que n (le facteur de variance dans 'inégalité
sous-gaussienne des différences bornées). En effet, on peut montrer que, quelle que soit la loi sous-
Eff" — 0. Pour la loi géométrique par exemple, EK,, est de 'ordre de log n. Cependant,
cela ne permet toujours pas d’atteindre le facteur variance EK,, ; (I'espérance du nombre de
symboles observés une seule fois), donné par 'inégalité d’Efron—Stein, qui dans certains cas peut
étre bien encore plus petit que EK, (par exemple pour la loi géométrique ot EKj, 1 est d’ordre
constant). On peut montrer que la variable K, est en fait bien sous-Poissonnienne avec facteur
de variance EKj,; (voir Chapitre 8, Section 2).

jacente,
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Chapitre 5

La méthode de transport

L’idée de la méthode de transport est de relier la concentration d’une variable Z a un cout de
transport, c’est-a-dire au < prix > a payer pour calculer I’espérance de Z sous une loi ) plutot
que sous la loi P.

1. Le lemme de transport

On rappelle que si P et () sont deux mesures de probabilité sur un espace mesurable (X, &),
alors ’entropie relative de () par rapport a P, dite aussi divergence de Kullback—Leibler, est
donnée par

Jylog (42(2)) dQ(z)  siQ < P,

+o00 sinon.

D@ | P)=

On remarque que si Q < P, alors D(Q ’ P)=Ent(U), avec U = %.
Dans ce qui suit, pour f : X — R, on note Ef = Epf = E[f(X)] avec X ~ P, et

Eqof =E[f(Y)] avec Y ~ Q.

Lemme 5.1 (Lemme de transport). Soit X une variable aléatoire définie sur (0, F,P), a
valeurs dans (X, &), et soit Z = f(X) avec f: X — R mesurable. Pour tout A € R, on a

log EeM?~B%) = sup {\(Eqf —Ef) -D(Q | P)} .
QKP

En particulier, pour v > 0, il y a équivalence entre

Eqf —Ef <y/20D(Q | P),

(i) pour toute loi Q < P,

et
(ii) pour tout A > 0,

Az-mz) - VA

log Ee

Preuve du Lemme 5.1. Soit A € R. En posant T' = e*? et en identifiant une loi Q < P & la

variable aléatoire U = %(X ), cela revient & montrer que

logET = sup {E[UlogT]|—E[UlogU]} .
U>0,EU=1

Or par la Proposition 4.3, pour toute variable U > 0 avec EU =1,
E[UlogU] = Ent(U) > E[U logT| — log E[T],

T

et il y a égalité pour U = 5.
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Maintenant, si pour tout loi Q < P,ona Eqf —Ef < /2vD(Q | P), alors, pour tout A > 0,

on a
log Ee*?~B2) < gup {)\\/%D Q|P)-D@Q| P)} .
QKP
n remarquant que le supremum est atteint pour () telle que = ﬁ, on obtient bien
E 1 Q tell D(Q | P) =2
log EeMZ-EZ) < % Inversement, si pour tout A > 0, log Ee?4—E2) < %, alors, pour tout
A > 0 et toute loi Q@ < P, on a
VA2
)‘(EQf—Ef)_D(Q ‘ P) < 5
soit
D P A
R AR

En prenant A =1/ Qil on obtient bien Eqgf — Ef < 4/2vD(Q ‘ P). |

Voyons comment se servir du Lemme 5.1 pour établir I'inégalité des différences bornées
(avec un facteur de variance divisé par 4). Soit (X, ) un espace mesurable, f : X™ — R une
fonction mesurable, et Z = f(X) avec X = (X1,...,X,) de loi produit P = P ® --- ® P,. Soit
maintenant Q < P et Y une variable aléatoire (définie sur (2, F,P) aussi) de loi Q.

Jusqu’ici, on a spécifié uniquement les lois marginales P et ) de X et de Y, mais ’'on peut
définir la loi du couple (X,Y’) comme on le souhaite. Notons C(P, Q) I’ensemble des couplages
de P et @, i.e. ensemble des couples (X,Y) tels que X est de loi P et Y de loi @, et soit
(X,Y) € C(P,Q). Si l'on suppose que pour ¢y, ..., ¢, >, la fonction f vérifie pour tous z,y € X",

(5.1) Fy) = @) <D el

i=1

alors on peut écrire

i) B0 < 3P (x4 < (35d)(Lponene)
i=1 i=1
ou 'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Comme cela est vrai pour tout couplage (X,Y),
on voit que si I'on peut montrer I'inégalité de transport de Marton :

n

(5.2) min = Y P(X; £Y;)’ <

(XY)eC(PQ)

D(Q | P),

N

alors on obtient une inégalité sous-gaussienne avec facteur de variance v = 3 ZZ L2, ce qui

correspond a l'inégalité des différences bornées (Corollaire 3.2) avec un facteur de variance divisé
par 4.

Pour n =1, il s’agit en fait de I'inégalité de Pinsker, qui relie I’entropie relative de deux lois
P,Q sur (X, &) avec leur distance en variation totale, définie par

(53) dTv(P7 Q) = sup {P(A) - Q(A>} .

Aeg
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Si p et g sont les densités respectives de P et () par rapport & une mesure dominante p (par
exemple u = P + @), alors on a

ar(P.Q) = [ (o0) —al)). due) =5 [ @) = a@)ldnte) = 1= [ p(o) nala)duta).

x
La premiere égalité peut se vérifier en remarquant que le sup dans la définition (5.3) est atteint
pour 'ensemble A = {x € X, p(x) > q(x)}, la deuxieme vient du fait que p et ¢ sont des densités,
et la troisieme du fait que |p(z) — q(z)| = p(z) + ¢(x) — 2p(z) A q(x). Cette distance peut aussi
étre caractérisée en termes de couplage :

deo(P,Q) = i P(X £Y).
(P, Q) . . (X #Y)

En effet, pour tout couplage (X,Y") et pour tout A € £, on a
PX#AY)>P(Xe€AYZA)>PXecA) -PYecA=PA-QA).

Ainsi min x yyec(pg) P(X #Y) > div(P, Q). Inversement, si drv (P, Q) = 0, alors P = @ et I'on
peut considérer le couplage X =Y qui vérifie I’égalité. Si dv(P, Q) = 1, alors P et @ ont des
supports disjoints et tout couplage vérifie P(X # Y') = 1. Enfin, si dr (P, Q) €]0, 1, on considére
le couplage (X,Y’) donné par

(54) R= dTV(P’ Q)Rl + (1 - dTV(Pv Q)) RZ y

avec, pour toute fonction mesurable bornéee ¥ : X x X — R,

(p(x) —q(x)), (a(y) — p(y))
| vewarn = [ RO @ e ().
et .
/X ey = o /X p() A () ¥(z, 2)dp(z)

On vérifie qu’il s’agit bien d’un couplage de P et (). De plus, comme Rs est concentrée sur

{(z,y) e X x X,z =y},ona P(X #Y) < d(P,Q).

Proposition 5.2 (Inégalité de Pinsker). Soient P et Q deuz probabilités sur un ensemble
mesurable (X,E) avec Q < P. Alors

drv(P,Q)* < 5D(Q | P).

N | —

Preuve de la Proposition 5.2. On remarque que la distance en variation totale peut s’écrire
Eqg — Eg avec, pour tout z € X, g(x) = ]lﬂ(z)x' Comme g est a valeurs dans [0, 1], la borne
dpP =

de Hoeffding (2.2) donne pour tout A > 0,
)\2
log EeM9(X)~Eg(X) < 5

Et par le Lemme de transport 5.1, on conclut que

dry(P,Q) = Eqg — Eg < D(QQ‘P)

Etablissons maintenant 'inégalité (5.2). Soient P = P, @ --- ® P, et Q deux lois sur X"
avec QQ < P, et soient X = (X1,...,X,) ~ PetY = (Y1,...,Y,) ~ Q. Notons Qzﬁ"”’yi_l
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la loi de Y; sachant Y7,...,Y;_1. Pour coupler X et Y, on procede de la facon suivante :
on commence par générer (X1,Y7) selon le couplage optimal des lois P; et Q1, i.e. tel que
P(X: # Y1) = dwy(P1,Q1). Puis, pour i = 2,...,n, si (Xy,...,X;-1) et (Y1,...,Y;—1) ont
été générées, on génere (X;,Y;) selon le Couplage optlmal des lois P; et Q; Yo Yi ' ie. tel que

PX;#Y; ‘ Yi,...,Yi1) = dw(F, QYI ~!). En utilisant I'inégalité de Jensen, les propriétés

du couplage, puis 'inégalité de Pinsker, on a

Y PXi£Y)P <Y E[P(X; Y | Y1,...,Yi)]
=1 =1

= iE [dw (Pi,Qz/1 """ YH)Q}

1 o Yi,..Yi
S lp (1)

Il n’y a plus qu’a utiliser ce qu’on appelle parfois la chain rule pour ’entropie relative pour

En:E D (@11 | R)| =p(@] P).
=1

2. L’inégalité de transport conditionnelle de Marton

remarquer que

Relachons 'hypothese (5.1) et supposons qu’il existe des fonctions mesurables ¢; : X" — Ry

telles que pour touts z,y € X",
(5.5) ) < Z ¢i(@) Lizs g} -

En utilisant deux fois 'inégalité de Cauchy—Schwarz, on a

Ef(Y) <ZECz X%Y‘X]
=1
l:1n VR 1/2
i=1 izl

On voit ainsi que si I'on peut trouver un couplage (X,Y) tel que
n
Y E[P(X;#Y;| X)’] <2D(Q | P),

alors on obtient une inégalité de concentration sous-gaussienne a droite avec facteur de variance
v= 30 Be(X)

Proposition 5.3 (Inégalité de transport conditionnelle de Marton). Soit P =P @---® P,
une loi produit sur X™ et Q < P. Alors

i ) . 2 . - 2
R, o B ;(P(XZ#YZ\X) +P(X; £Yi | Y)?)| <2D(Q| P),
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Avant de prouver la Proposition 5.3, énoncons deux lemmes importants. Comme ci-dessus,
considérons p et g les densités respectives de P et () par rapport & une méme mesure dominante

(-5) )

Lemme 5.4. Soit P et Q deux lois de probabilité sur X. Alors

1, et définissons

(1-29) paute) = v

p(x) +

B@.p) - |

X

yin B [P(X£Y | X)P?+P(X£Y | YV)?] = B(Q,P) + d3(P,Q).

Preuve du Lemme 5.4. D’une part, pour tout couplage (X,Y), P(X =Y ‘ X) < min {1, %}.

En effet, pour toute fonction mesurable positive ¢,

E[p(X)P(X =Y | X)| =E [p(X)Lx=y}] <E[p(Y)] =E [QD(X)%((;] '

Ainsi min x yyee(p,0) P(X # Y ! X) > (1 - ;1’88)4{ Inversement, en considérant le couplage
défini en (5.4), on a
P(x —v | x)= MXAE) {1, Q(X)} ,
p(X) p
et
P(X=Y|Y)= p¥) A alY) min{l, p(Y)} .

Q

—
~

~—

Lemme 5.5. Soit P et Q deux lois de probabilité sur X avec Q < P. Alors
d3(Q, P) +d3(P,Q) <2D(Q | P).

Preuve du Lemme 5.5. Soit X ~ P et U = ZE—?. On a

|

d3(Q,P) =E[(1-U)3], et d3(P.Q)=E

D’autre part,
D(Q | P) =E[UlogU +1-U] = E[h(1 - U)3)] + E[h(—(U - 1)4)] ,

avec, pour tout u > 0, h(t) = (1 —t)log(1l — t) + t. Le résultat s’obtient en vérifiant que pour

tout ¢t € [0,1], h(t) > %, et que pour tout ¢t > 0, h(—t) > 2({/72“) [ |
Preuve de la Proposition 5.3. Soit P = P ® --- ® P, et Q deux lois sur X” avec (Q < P. Pour
coupler X et Y, on procede comme dans la preuve de (5.2). Pour i =1,...,n, si (X1,...,X;_1)

Yy,...Y;

7
EPX;#Y; | Y1, ...Yi, Xi)? + P(X; #Y; | V1,...,Y)? | 1, Yied]
_ dg(QYL---aYifl’Pi) +d%(_PZ7QZ/177Y171)

i

et (Y1,...,Y;_1) ont été générées, on génere X; de loi P; et Y; de loi @ ~* de telle sorte que
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Cela est possible par le Lemme 5.4. Remarquons que, pour ce couplage, la loi conditionnelle de
X, sachant Y est égale a la loi conditionnelle de X; sachant Y;, et la loi conditionnelle de Y;
sachant X est égale a la loi conditionnelle de Y; sachant X;. Ainsi

an (P(Xi #Yi | X)? +P(X; #Y; | Y)?)

=1

i=1

E =E

En utilisant successivement l'inégalité de Jensen, les propriétés du couplage, le Lemme 5.5, et la
chain rule pour ’entropie relative, on a

E|Y (P(Xi Y | X2 +P(X; £ Y | V))?)
i=1
<E|Y (PG AY | Vi, Vi, X2+ P(XG £ Y | Vi, Yi)?)
i=1
<E D dQ T B+ dy(P Qf“"”"—l)]
i=1
<9E ZD( )
DQ| P).
|
Proposition 5.6. Soit f : X" — R et X1,..., X, des variables aléatoires indépendantes a
valeurs dans X. Notons Z = f(X1,...,X,). Supposons qu’il existe des fonctions mesurables

¢+ X" — Ry telles que, pour tous x,y € X",

et notons

v= Z:E[CZ-(X)Q]7 et Voo = Sup ch

TEX™

Alors pour tout X > 0,

2 2
M2Z-E2) < %, et logEeMBZ-2) < Lx;)\ :

Preuve de la Proposition 5.6. Soit P=P; ® ---® P, la loi de X. Comme on I’a vu en début de
section, pour toute loi Q < P, si Y ~ Q,

log Ee

1/2
Ef(Y)—Ef(X)§ﬁ< min ZE Xim\X)?]) .

XY)eC(PQ) 4

Par la Proposition 5.3, on obtient

Ef(Y) - Ef(X) </20D(@Q | P),
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. Pour la deuxieme

et le lemme de transport donne, pour tout A > 0, log EeMZ—E%) < %

inégalité, en considérant la fonction g = —f, on a
" 1/2 1/2
Eg(Y) - Eg(X) < Elci(Y)? E[P(X;#Y;|Y)?
g(Y) — Eg( L(; [ei( )]) (XYHég%PQ)Z (Xi #Y, | )])

A\
)
<

3
=
O
=

3. L’inégalité de distance convexe de Talagrand

L’inégalité de concentration ci-dessus a de nombreuses conséquences importantes. Elle permet
notamment d’obtenir 'inégalité de distance convexe de Talagrand. Pour A C A" et o € R’} un
vecteur de réels positifs, on définit la distance pondérée d,(z, A) de z € X™ & A par

do(z,A) = mf do( = 1nf Zaz wityi -

La distance convexe de  a A est alors définie par

dr(z,A) = sup  da(z,A).
a€R?Y, [laf|<1

Proposition 5.7 (Inégalité de distance convexe de Talagrand). soit X = (X1,...,X,) avec
X1,..., X, indépendantes a valeurs dans X. Pour tout A C X™ et pour tout t > 0,

P(X € AP (dr(X,A)>t)<e 1

Preuve de la Proposition 5.7. Notons a(x) = (o1 (), ..., an(z)) 'élément a € R avec |af| <1
ou le supremum dans la définition de la distance convexe dr(z, A) est atteint. On a

n

dT(‘T7 A) dT y7 < xuéf;qz al 1: 7533/ - yuéf‘;‘ y #yl < Z al ﬁéyi .

=1

Ainsi la fonction f : x — —dp(z, A) vérifie la condition de la Proposition 5.6 avec ¢; = «;.
Et comme pour tout x € X", on a » ., a;(z)? < 1, la Proposition 5.6 implique que si X =
(X1,...,X,) est un vecteur de variables indépendantes a valeurs dans X', alors la variable
Z = dp(X, A) est sous-gaussienne avec facteur de variance 1 (a gauche et a droite). Les déviations
a droite donnent que tout ¢ > 0,

(E2)2 2

P(Z>t)<e 2 7.

: SR o : . _(=E2)?

En effet, si t < EZ, 'inégalité est trivialement vraie et sit > EZ, ona P(Z >t) <e 2
(E2)? 2 . PSP
e 2 _tT, olt 'on a utilisé que tEZ < (EZ)? + %. D’autre part, en utilisant les déviations a

gauche, on a
(E2)®

P(XcA)=P(Z=0)<P(Z-EZ<-EZ)<e =

+2

Ainsi P(X € A)P (dp(X,A) >t) <e 7. [ |
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Exemple 5.1 (Le voyageur de commerce). Reprenons I'exemple 3.5 du voyageur de commerce.
Tout d’abord, montrons par récurrence que pour tout n > 1, pour tout h > 0, et pour tous points
x1,...,Zn dans un triangle rectangle d’hypoténuse h, il existe un parcours qui part d’un bout de
I’hypoténuse, arrive a 'autre, passe par tous les points, et est tel que la somme des carrés des
longueurs de chaque aréte est inférieure & h?. Notons que par le théoreme de Pythagore, il suffit
de montrer le résultat pour un plus petit triangle rectangle contenant ces n points. Pour n = 1,
c’est bon. Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n > 1, prenons n + 1 points dans le plan et
notons h la longueur de ’hypoténuse d’un plus petit triangle rectangle contenant ces points. Si
I’on divise ce triangle en deux selon la hauteur issue du sommet opposé a '’hypoténuse, alors il y
a au plus n points dans chacun des deux triangles et ’hypothese de récurrence et le théoreme de
Pythagore permettent de conclure. Ainsi, pour x = (z1,...,,) avec x; € [0,1]2, on peut trouver
un parcours cyclique o, passant par x1,...,x, tel que la somme des carrés des longueurs de
chaque aréte est inférieure a 4. Notons «a;(z) deux fois la longueur de I'aréte précédant x; dans
ce parcours. On a, pour tous z,y € [0, 1]?",

Ln(z) < Ln(y) + Zai(x)lyﬁél"i .
=1

En effet, si z et y n’ont pas de points en communs, alors c’est clair. Sinon, soit o, un parcours
cyclique de longueur minimale passant par y1, .. ., y,. On peut alors parcourir les points z1,...,z,
de la fagon suivante : partant d’un point commun a z et y, on parcourt o, tant que les points
visités ne sont pas communs a y. Si le point suivant sur o, disons u, est commun & y, alors on
revient en arriére jusqu’au point commun précédant et on va en u en empruntant o,. Et ainsi de
suite jusqu’a revenir au point de départ. On voit que la longueur de ce parcours est bien plus
petite que Ly (y) + > 1y () 1y, £, Comme

n n
D ai(@)? <4 Iz, — To,anll® < 16,
=1 =1

la Proposition 5.6 donne, pour tout ¢ > 0,
2

P(|L, —EL,| >t) <2 5.
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Chapitre 6

Classification et théorie de Vapnik-Chervonenkis

1. Un probleme d’apprentissage statistique

Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires avec X & valeurs dans un espace X et YV a
valeurs dans {0,1}. Un classifieur est une fonction mesurable f : X — {0, 1}, dont l'objectif est
de prédire, a partir de X, la valeur de Y. Le risque d’un classifieur f est donné par

R(f) =P # f(X)).
Sil’on pose n(X)=P(Y =1 ‘ X), il est facile de voir que le classifieur
FHX) = Tyx=1)
appelé classifieur de Bayes, atteint le plus petit risque possible :

R(f*) = mfinR(f) = E [min{n(X), 1 —n(X)}] .

En pratique, le classifieur de Bayes n’est pas d'une grande utilité. Pour pouvoir le calculer, il faut
connaitre la loi du couple (X,Y) qui est généralement inconnue. Il faut apprendre a classifier
a partir d’observations issues de cette loi. Plus précisément, on observe un échantillon i.i.d. de
méme loi que (X,Y) :

D, = (X1, Y1),...,(Xn,Ya)) .

L’objectif est de construire, & partir de D, un classifieur fn dont le risque soit le plus petit
possible. On cherche en fait a minimiser la quantité aléatoire

R(f) =P (¥ # Fu(X) | D) |

Exemple 6.1. Dans le cas ou 'ensemble X est un ensemble discret, un classifieur naturel,
appelé classifieur par majorité, est construit de la fagon suivante : pour tout x € X', on calcule

No(z) =|{i € [1,n], X; ==z, Y; =0},
et

Ni(z)={i € [1,n], X; ==z, Y; =1},
et on pose

o) = {1 si Ny (z) > No(z),
" 0 si No(z) > Ni(x).

Autrement dit, on attribue & x le label majoritaire parmi les observations de D,, pour lesquelles
Xi = x.
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Une méthode souvent utilisée pour construire un classifieur f, consiste a minimiser le risque
empirique. L’idée est d’approcher le risque R(f) d’un classifieur f par sont équivalent empirique

1 n
Ra(f) = D Lyisfxo) -
=1

Par la loi des grands nombres, R, (f) LN R(f). Etant donné un ensemble F de classifieurs
(ici supposé dénombrable), souvent appelé dictionnaire, la méthode de minimisation du risque
empirique consiste a choisir

fn € arg min R.(f).

Remarque 6.2. Le choix de F est crucial. Prendre F égal a I'ensemble de tous les classifieurs
est souvent un trés mauvais choix et conduit au sur-apprentissage (le classifieur colle parfaitement
a l'aléa des données mais n’est pas capable de prendre en compte des nouvelles observations). En
effet, si X est assez grand pour que, presque sirement, toutes les observations X; soient distinctes,
alors le risque empirique est toujours minimisé par le classifieur qui s’ajuste parfaitement aux
données, i.e.

F(2) =D Teex,Yi.
=1

Autrement dit, si x = Xj, le classifieur répond Y; et si x € {X1,...,X,}, il répond, de facon
arbitraire, 0. On a alors Rn(ﬁ) = 0 mais R(fn) peut étre bien plus grand (plus F est grand, plus
supser |Rn(f) — R(f)| est grand). En fait, il faut choisir F assez grand pour pouvoir approcher
le classifieur de Bayes par des éléments de F mais assez petit pour que R, (f) reste une bonne
approximation de R(f), uniformément sur F.

A supposer que le minimum est atteint, une solution idéale au probleme d’apprentissage sur
F est donnée par
* .
cargmin R(f).
f gmin R(f)

La principale question est alors de savoir quelle est "amplitude de 1'exces de risque R(f}) —R(f*).
On peut commencer par observer que

(6.1) R(f3) — R(f") < 2sup [Ru(f) — R(f)].
feF
En effet,
R(f,) < Ra(fy) +supser|Rau(f) — R(f)] puisque f, € F par construction |,
<R (f*) +supser [Ra(f) — R(f)] puisque f, minimise R,, sur F ,
< R(f*) + 2supser [Ra(f) — R(f)] puisque f* € F par construction .

Le but de ce chapitre est de controler des quantités de la forme sup e 7 [Rn(f) — R(f)].

2. Inégalités de Vapnik—Chervonenkis

Soit (X, ) un ensemble mesurable et P une mesure de probabilité sur X.
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Définition 6.1. Soit A un ensemble d’éléments de la tribu € et x = (z1,...,2,) un vecteur de
n points de X. La trace de A sur x est définie comme

tr(A,z) ={An{z1,...,zn}, A€ A} .
Le coefficient d’éclatement (shatter coefficient) d’ordre n est donné par

s(A,n) = max [tr(A, x)| .

TEX™

La dimension de Vapnik-Chervonenkis de A est définie par

V(A) =sup{n € N, s(A4,n) =2"}.
Exemple 6.3 (Dimension de certaines classes).

—siXA =Ret A={] —o0,z], z € R}, alors V(A) = 1.

— siXA=Rlet A= {H?Zl] —00,j], xj € R}, alors V(A) = d.

— si X =R% et si A est ensemble de tous les demi-espaces, i.e. de tous les sous-ensembles
de la forme {z € R%, (a,z) > b}, pour a € R? et b € R, alors V(A) =d + 1.

Lemme 6.1 (Lemme de Sauer—Shelah). Pour toute classe A, et pour tout n € N, on a

V(A) n
s <3 () < (k)Y
k=0
Preuve du Lemme 6.1. Voir Devroye et al. [7], Chapitre 13. [ |

Soit X = (X1,...,X,) un vecteur i.i.d. de loi P. Pour A € &, on note

1 n
Pp(A) = - > lixeay
=1

la probabilité empirique de A. Pour une partie donnée A de £, on s’intéresse dans cette section a
la variable

sup | P, (A) — P(A)]
AeA

Proposition 6.2. Soit AC € et X = (Xy,...,X,) un échantillon i.i.d. de loi P. Alors, pour
tout € > 0, on a

’VLSQ

P (Sup |P.(A) — P(A)| > 6) < 8s(A,n)e” 32 .
AcA

Preuve de la Proposition 6.2. Remarquons déja que I'on peut supposer que ne? > 2 (sinon,

le résultat est immédiat). Soit X’ = (X{,..., X)) une copie indépendante de X et notons

Pl(A) =157 ﬂ{)ﬂeA}‘ Montrons que, pour ne? > 2, on a

n

P <223|Pn(/1) — P(4)] > 5> < 2P <21€13 |P.(A) — PL(A)] > ;) .
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Soit A* un élément de A tel que |P,(A) — P(A)| > € s'il en existe un, ou bien un élément
quelconque de A s’il n’en existe pas. On a

p (Zga}p — Py(4)| > ;) >P (\PR(A*) — Py (AM)] > %)

> P (\PH(A*) — P(A%)] > ¢,

MWﬂMR?

= B |15, (4r)-p(any>oy P ([PA(AY) = PN < 5 | X))

Par I'inégalité de Chebyshev, on a

P (|P(a) - Py 2 5| x) < LANA_PUY 1 1

[\D\H

pour ne? > 2. Ainsi

1 1
P <sup |P(A) — P(A)| > 8> > P (|P,(A") — P(A")| >¢) = =P (sup |P,(A) — P(A)| > €> .
AcA 2 2 2 \4e4
Montrons maintenant que
7162
P <sup |Po(A) — P (4)] > 6) <4s(A,n)e” 32
AcA 2

Soit (g;)!"_, une suite indépendante de variables de Rademacher (uniformes sur {—1, 1}), indépendante
de (X, X’). Par symétrie, on a

n

n
(ﬂXieA - ﬂX{eA), L (&' <1X¢eA - ]lxgeA)), .
- _

AlnSl
ep n 2 P n E — 7 X;eA XiEA 2
(Sup n i X, €A >

Remarquons maintenant que si A et A’ sont deux éléments de A qui ont la méme intersection
avec {Xy,..., X, }, alors % Soiieilx,ea = % i €ilx,ea. On peut donc prendre le supremum

uniquement sur tr(A, X) :
=P sup gilx,ca
> (AGtr(A x) | Z ' ©

<21€11; nzfzﬂXGA
1< €
<SE| > Pl|-D eilxea|> | X

Actr(A,X) i=1
Or l'inégalité de Hoeffding donne

1 n
P ( L
n =
sup
AcA

n52

3
>— | X | <2 32 .
7! )—e

i=1
Ainsi

TLE2

n82
32 <2s(A,n)e” 32 .

Z ‘SiﬂXiGA
Z EzILX €A
n

5) < 9K [|tr(A, X)|] e~

52



Exemple 6.4. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires réelles, i.i.d. de fonction de répartition
F que I'on suppose continue. La fonction de répartition empirique est donnée par

Vz € R, Fo( Z Lix,<z} -
Pour quantifier de fagon uniforme la distance entre Fn et F, on introduit
K, =sup|F,(z) — F(x)| .
zeR

Notons que la loi de K, ne dépend pas de F. En effet, le vecteur (F'(X1),..., F(X,)) a la méme
loi qu'un vecteur (Ui, ...,Uy,) i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1]. Ainsi

n Z L <p() — F(z) Z {Ui<u} —

ou pour la deuxieme égahte, on a utilisé la continuité de F. La loi de K,, s’appelle loi de
Kolmogorov—Smirnov, et ’on peut montrer que \/nk,, converge en loi vers le supremum d’un
pont brownien entre 0 et 1. En notant A = {] — 0o, z], z € R}, on a toujours

K, ~sup|—
z€R

= sup
uel0,1] |1

|tr(z1,...,2n)| <n+1,
avec égalité quand les x; sont tous distincts. Ainsi la Proposition 6.2 donne

(6.2) P <§31€1£ |Fn(z) — F(z)| > 8) <8(n+1)e sz

On en déduit en particulier le théoreme de Glivenko-Cantelli :
sup | F,(z) — F(z)| 23 0.
zeR
La borne (6.2) est loin d’étre optimale et Massart [17] a montré que
n62
P (Sup |Fp(z) — F(x)| > 5> <2 2.
zeR

Exemple 6.5. Reprenons le cadre de ’apprentissage statistique, avec D, = ((X1,Y1), ..., (Xn, Ys))
un échantillon i.i.d. & valeurs dans X x {0,1} et F un ensemble de classifieurs f : X — {0,1}.
En associant un classifieur f & ’événement A = {f(X) # Y}, on définit

A={{(z,y) € X x{0,1}, f(z) #y}, f € F},
En notant
A={{zed, fl@)=1}, feF},
on peut montrer que s(A,n) = s(A’,n), et donc que V(A) = V(A’) (voir Devroye et al. [7][Chapitre
13]). Dans le cadre de la classification, on écrira en fait s(F,n) et V(F) pour désigner s(A,n) et
V(A). Avec ces identifications et en posant Z; = (X;,Y;) ~ P, on a

1 n
= ; liz,cay = Pu(4) et R(f) = P(4).

La Proposition 6.2 donne alors

n52

P (sup IR.(f) —R(f)| > 6) < 8s(F,n)e” 32 .
feF
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En utilisant la borne (6.1), on obtient
7162
PR(f)) —R(f") >¢e) <8s(F,n)e 125 .

n

Autrement dit, pour tout ¢ €]0, 1], on a, avec probabilité au moins 1 — 4,

R(f) - R(f) < \/ 2 (2550

(6.3) f§¢f?<bg<§>+VUﬂbgn+10,

ou la deuxieme inégalité vient du Lemme 6.1. Dans la section suivante, nous allons voir que I'on

peut remplacer log(n + 1) par un terme d’ordre constant.

3. Chainage et inégalité de Dudley
Soit X = (X1,...,X,) ii.d. de loi P, et e1,...,&, des variables i.i.d. de loi de Rademacher,
indépendantes de X. Pour A € A, on définit
1 n
P (A) = n Zgil{XieA} ;
i=1
la version < rademacherisée > de P,(A). Dans le cadre de la classification, on écrira RS (f) =
w Lim1 Sl (A
Proposition 6.3. On a

E[%EU%M)PUﬁqSQE[%BVﬁAﬂ

Preuve de la Proposition 6.3. Soit X' = (X{,..., X} ) une copie indépendante de X. En écrivant

1 n
~ Lixeay | X] )
=1

et en utilisant la convexité de la valeur absolue et du supremum, on a

E [ig |Pu(A) — P(A)]] <E [323 | Po(A) — P;(A)q .

P(A)=E

Maintenant, si (¢;)7" ; est une suite de Rademacher indépendantes de (X, X’), on a

E sup %Z& (R{XieA} - ]l{XgeA}) ]
i=1

AcA

sup [P, (4) = PA(4)]| =B
AeA

<28 [sup P4
AeA

La Proposition 6.3, combinée avec 'inégalité de McDiarmid, donne la borne suivante.

Proposition 6.4. Pour tout § €]0,1[, avec probabilité au moins 1 — 3§, on a

log (3)
sup |P,(A) — P(A)| < 2E [sup \Pﬁ(A)\] + 5 .
AcA AcA n

54



Preuve de la Proposition 6.4. Par la Proposition 6.3, on a
swumm—PMMSﬂ{mpR%@@+wpmm®—PMM—E%wumm—Pmn
AcA AcA AcA AcA

On remarque maintenant que la variable sup gc 4 |Pn(A) — P(A)| vérifie 'hypothese de 'inégalité
de McDiarmid avec ¢;(z(®) < 1. Ainsi pour tout € > 0, on a

P <Sup |P(A) — P(A)| — E [iggypnm) - p(A),] S 6) < o2

AecA
ce qui donne bien le résultat voulu. |

Dans la suite de cette section, on cherche a majorer E [sup sc 4 | P5(A)|]. Voyons déja comment
obtenir une borne similaire a (6.3). On a

E[sup PE(A)@ sup gilx,eal| =E sup gilx,eall| -
AcA " AcA nz ’ Actr(A,X) Z '
Conditionnellement & X = (X1, ... ) les variables £ ZZ 1€ilxen et — Zi:l gilx,ca sont
sous-gaussiennes avec facteur variance E' Or, si Y1,...,Y,, sont sous-gaussiennes avec facteur
variance v, on a
(6.4) E [ max Y] 2vlog(m),

1<j<m

ce qui donne (pour m = 2|tr(A, X)|),

ZEZHX €A

En utilisant le Lemme 6.1, on obtlent

. 2log (2s(A,n)) 2
E [ig IPn(A)I} < \/ < \/n (log(2) + V(A)log(n +1)).

E

sup

Actr(A,X) n

| X] \/QIOg (2[tr(A X))

n

Par une méthode dite de chainage, on peut en fait se passer du terme logarithmique. Pour cela,
commengons par fixer un vecteur z = (x1,...,2,) € X" fixé, et, pour a € A, notons

1 n
— ﬁ Zgiﬂ{l’iea} .
=1

On introduit une pseudo-distance sur A donnée par

1 n
Va,be A, di(a,b) = - Z Liz,cann} s
=1

ou aAb = aUb — anNb est la différence symétrique entre a et b. Cela fait de A un espace
pseudo-métrique totalement borné. Pour § > 0, un §-net pour d, est un ensemble fini A5 C A de
cardinal maximal et tel que pour tous a,b € As avec a # b, on a dy(a,b) > 0. On note

H, (5, A) = log | As]

La fonction § — H,(d,.A) s’appelle 'entropie métrique de A pour la pseudo-distance d,. On
définit I'entropie métrique universelle de A par

H(6,A) =sup Hg(0, A),
Q
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ou le supremum est pris sur toutes les lois de probabilité concentrées sur un sous-ensemble fini
de X, et ot Hg(6,.A) correspond a I’entropie métrique pour la pseudo-distance

dg(a,b) = v/Q(alb).

(En fait d(a,b) = dg(a,b) pour @) la mesure empirique associée au vecteur z.) Pour simplifier,
on suppose ici que A est fini mais le résultat suivant se généralise au cas infini.

Proposition 6.5 (Inégalité de Dudley). Supposons que A est fini. On a
1/2
E {sup Y,

o } ) VA,

Preuve de la Proposition 6.5. Remarquons déja que pour tous a,b € A et tout A > 0, on a, par
I'inégalité de Hoeffding,

n
10gE€ A(Ya—Y3) = Z ogEen( {z;€a}™ ]l{m Eb})

Ainsi, Y, — Y} est sous-gaussienne avec facteur de variance a; ( % Pour J € N, posons §; = 2~ J et
considérons un ¢;-net A; de A pour d,. Pour tout j € N, on peut alors trouver une application
7+ A= Aj telle que

Vae A, dy(a,mj(a)) < 0.

Comme A est fini, il existe un entier J € N tel que, pour tout a € A,

+Z( my1(a) T m(a)) :

D’autre part, comme on a toujours dy(a,b) < 1, on peut prendre Ay = {ap} pour un élément ag
quelconque, auquel cas my(a) = ag pour tout a € A. Comme E[Y,, ] = 0, on obtient

J

<> E

J=0

E [supY,

acA

i)

Maintenant, pour tout j € N, on a
H(Yﬂj(a),yﬂjﬂ(a)) ,a€ AH <A A ] < A7,
et, par I'inégalité triangulaire,
d (Yﬂj(a), Yﬂ.jﬂ(a)) < 0j + 0541 = 30541 -

Ainsi, en utilisant I'inégalité (6.4), on a

1862 65
Jj+1 _ V0541 )
E{i‘éi(yﬂﬂwrywaﬂ]5\/ w108 (Af?) = =22y H G, A

56



ol H(d;41,.A) correspond a l'entropie universelle. En sommant sur j, et en utilisant la décroissance
de § — H (0, A) et le fait que §; = 2(d; — d;41), on obtient
:| J+1 1/2

Z ;1)\ H(5;,A) < f VH (u, A)du .

E [sup Y,
acA

On obtient donc
1/2

E [iga\Pﬁ(Aﬂ] < \F v H(u, A)du
H(u, A) < 2V(A)log(e?/u),

voir Haussler [12]. Ainsi, en utilisant I'inégalité de Jensen avec z — /z, on a

1/2
E [sup |PS(A ] <124/ 2V(A \/ / log(e2/u)du = 24\/(3+10g2)V(.A) :
AcA

Finalement, en revenant au résultat de la Proposition 6.4 et en utilisant la borne (6.1), on a,

Or on peut montrer que

avec probabilité au moins 1 — 9,

R(f;) ~ R(f) < 96\/(3 HlsVIE) | [2RE ).

n
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Chapitre 7

Concentration de matrices

Dans ce chapitre, nous allons voir comment majorer P(||Z|| > t), ou Z est une matrice
symétrique réelle et ol || - || correspond & la norme spectrale (dite aussi norme d’opérateur ¢5).

Rappelons d’abord quelques propriétés importantes de S, ’ensemble des matrices symétriques
de M, (R). Tout d’abord, si A € S,, alors A est diagonalisable dans une base orthogonale de
vecteurs propres. On notera

A (A) = = A(A)

les n valeurs propres (réelles) de A, rangées par ordre décroissant. La norme spectrale de A est
alors donnée par

[A]] = max{A1(A), =An(A)} .

Une matrice A € S,, est dite semi-définie positive si, pour tout v € R?, on a ‘uAu > 0. De
fagon équivalente, une matrice de S,, est semi-définie positive si toutes ses valeurs propres sont
positives ou nulles. De facon similaire, on dit qu'une matrice A € S, est dite définie positive si,
pour tout u € R™\ {0}, on a ‘uAu > 0, ce qui équivaut & dire que toutes les valeurs propres
de A sont strictement positives. On définit ’ordre partiel < sur S,, par A < B ssi B — A est
semi-définie positive. De méme, on notera A < B ssi B — A est définie positive. Une propriété
importante de 1'ordre partiel < est la stabilité par conjugaison : si A < B, et si C est une matrice
a n lignes, alors ‘{CAC < 'CBC.

Remarquons aussi que si A = 0, alors A\j(A) < tr(A). De plus, si A, B € S,, avec A < B, alors
Vi[l,n], Ai(A) < X\(B).
Ce dernier résultat est appelé le principe de monotonicité de Weyl et découle directement du
Théoreme de Courant -Fisher :
tuAu tuBu

(7.1) Ai(A)= max min < max min = X\i(B).
BE,dim(E)=iueE ‘uu T E,dim(E)=iucE ‘uu

Une fagon naturelle d’étendre une fonction sur R a une fonction sur S, est de 'appliquer aux
valeurs propres.

Définition 7.1. Soit f : I — R ou [ est un intervalle de R, et soit A € S, une matrice
symétrique dont toutes les valeurs propres A; appartiennent a I. Si
A1
A = Q " . Qil 9
An
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alors on définit la matrice f(A) par

f(A)=Q Q.
f(An)

(On peut vérifier que la définition de f(A) ne dépend pas de la décomposition spectrale A =
QAQ™! choisie.)

On peut ainsi définir exponentielle e4. De facon équivalente, e est donnée par
+o00
A4
A f— —_—
e’ =1+ Z o
q:

Le logarithme log A peut étre défini par la définition 7.1, ou bien de fagon équivalente comme
I'inverse de I’exponentielle : pour tout A € S,,, loge? = A.

Une conséquence de I'inégalité (7.1) est que si f est croissante sur I, alors
(7.2) AxB = trf(4) <trf(B).

Une fonction f est dite opérateur-monotone si elle vérifie la propriété plus forte :
(7.3) AxB = [f(A)=<f(B).
Proposition 7.1. Le logarithme est opérateur-monotone.

Insistons sur le fait que ’exponentielle n’est pas opérateur-monotone.
Preuve de la Proposition 7.1. Remarquons déja que pour tout a > 0, on a

oo 1 1
loga = / ( — > du
0 1+u a+u
En effet, pour tout z > 0,

/Oz < 1 1 > du = [log(1 + u) — log(a + u)]%

1+u_a+u
1+«
= loga + log

a-+x

— loga.
t——+o00

Soit A € §,, définie positive. En appliquant cette identité & toutes les valeurs propres de A, on a
—+00
log A = / (14w~ = (A+ul)™) du.
0

Montrons maintenant que si 0 < A < B, et u > 0, alors —(A +ul)~! < —(B +ul)~!. Notons
A,=A+ul et B,=B+ul. On a A, < B,. Par la stabilité par conjugaison, on obtient
0<B;Y2A,B;'Y2<1.

Or, lorsqu’une matrice définie positive a toutes ses valeurs propres inférieures a 1, son inverse a
toutes ses valeurs propres supérieures a 1. Ainsi,

(119;1/%%13;1/2)_1 — BY2A;'BY? = 1.
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En appliquant & nouveau la stabilité par conjugaison, on a B; ! < A-!, soit —A;' < —B;!. En
appliquant cette inégalité dans la représentation intégrale du logarithme, on obtient log A < log B.
|

Enonc;ons enfin un dernier résultat, le théoreme de Lieb. Pour la preuve, nous renvoyons au
chapitre 8 de Tropp [23].

Proposition 7.2. Soit H une matrice symétrique. L’application
A —trexp (H +log A)
est concave sur l’ensemble des matrices symétriques définies positives.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer un équivalent de l'inégalité de Bernstein
pour les sommes de matrices symétriques indépendantes.

1. Une inégalité de Bernstein pour les sommes de matrices

Proposition 7.3. Soient X1, ..., XN des matrices n X n symétriques indépendantes telles que
EX; =0 et | X;|| < K. Alors pour tout t > 0,

N t2

i=1
Preuve de la Proposition 7.3. Notons S = 32N | X, et A1(S) > --- > A\n(S) les valeurs propres de S
rangées par ordre décroissant. On a alors ||S|| = max{A1(5), —An(5)}. Comme —\,(S) = A1 (—9),
il suffit de montrer que

ot 0% = szj\il EX?

2
3

On a, pour tout u > 0,
P (A (S) > t) < e WEeM ) = eTWE) (e¥5),

ott la dernitre inégalité vient du fait que e**1(5) = )\1(6"5 ). Comme e est définie positive,
toutes ses valeurs propres sont positives et 'on a A;(e®¥) < tr(e™). A ce stade, on aimerait

pouvoir dire %% = L., e"Xi mais cette identité n’est pas vraie : une exponentielle de matrices

ne transforme pas une somme en un produit. En revanche, on a l'inégalité suivante :

N
(7.4) Etr(e"%) < trexp {Zlog Ee“Xl} .

i=1

Cette inégalité découle du Théoreme de Lieb 7.2 appliqué avec H = ZZ]\L _11 uX; et A= e"XN et
de I'inégalité de Jensen appliquée conditionnellement a Xi,..., Xy_1 :

N-1
E [tr(euS) ‘ Xi,... 7XN,l] < trexp {u Z X; + logEeuXN} )
i=1
En prenant Iespérance conditionnelle sachant X1,..., Xy_o, et en répétant le méme argument, et
ainsi de suite, on obtient bien l'inégalité (7.4). On a ainsi réussi a passer de la fonction génératrice
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des moments de S a celle des matrices X;. Montrons maintenant que si X est une matrice n X n
symétrique avec EX = 0 et || X|| < K, alors pour tout 0 < u < 3/K,

u?EX?2
pEICEE )

Tout d’abord, pour 0 < u < 3/K et pour z tel que |z| < K, on a

log Ee"X

k—2 2.2
(uzx)F u?z? uK ux
€T __
E>2 E>2 3
Comme toutes les valeurs propres de X sont contenues dans [—K, K], cela implique I'inégalité
matricielle
2X2
(7.5) e“X<I—|—uX—|—u7uK,
2(1-+5)
En prenant espérance dans (7.5), on a
2EX2
2(1-45)
En utilisant le fait que le logarithme est opérateur-monotone, puis l'inégalité log(1 + z) < z pour
uw’EX?

tout z > 0 (appliquée a la matrice semi-définie positive m), on obtient bien
3

2E X2 u?EX?
log Ee*X < log (I + u ) .

En revenant a (7.4), on a donc

o?u?
Etr(e"S) < trexp {(Z?()} < nexp {2(1_u§<)} ’

» 022 o202

et

3 3
En optimisant sur 0 < u < 3/K, on voit que le membre de droit est minimal pour u = m,
ce qui donne
2
P (\(S) > ) < nexp{ 2(02+1§t)} .
]

2. Application : connexité du graphe d’Erdoés-Renyi

Soit G ~ G(n,p) un graphe aléatoire d’Erdés-Renyi sur n sommets et soit A sa matrice
d’adjacence, qui peut s’écrire
Z §ij(Eij + Eji)
1<i<j<n
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oll (&j)i<; est une suite i.i.d. de loi de Bernoulli B(p), et ou1 (Ej;); ; est la base canonique de
M, (R). Le Laplacien de G est la matrice A =D — A, ou D est la matrice diagonale des degrés
(Dj,i = deg(i) = >_; Aj j). Cette matrice peut s’écrire

A= Y &(Bu+Ej—Eyj—Ej).
1<i<j<n

La matrice A est semi-définie positive et le vecteur 1 (toutes les coordonnées égales & 1) est
vecteur propre pour la valeur propre 0. Le spectre du Laplacien est intimement relié aux propriétés
géométriques de GG. En particulier, le graphe G est connexe si et seulement si la deuxieme plus
petite valeur de A est strictement positive.

Pour simplifier le probleme, nous allons d’abord former une matrice Z dont la plus petite
valeur propre correspond a la deuxieme plus petite valeur propre de A. Pour cela, considérons la
matrice R € M,;,_1 ,(R) d’une isométrie partielle de noyau Vect(1), i.e.

R'R=1,4 et R1=0.
On définit alors la matrice Z € M,,_1(R) par
Z=RA'R = Z fZ]R(E” + Ejj — Eij — Eji) ‘R.

1<i<j<n

L’espérance de Z se calcule facilement :

EZ =pR Z (E” + Ejj — Ez‘j — Eji) 'R

1<i<j<n
=pR((n—1)I,—(1'1-1,)) ‘R
=pnly-1.

En particulier, Apin(EZ) = pn. Pour 1 <i < j < n, notons X;; = &;R(E;; + Ej; — Ei; — Ej;) 'R,
de telle sorte que Z = >, _ j X;;. Les matrices X;; sont symétriques indépendantes, et, par stabilité
par conjugaison, elles restent semi-définies positives. De plus, le théoreme de Courant-Fisher
implique que la plus petite valeur propre de Z, notée A\pin(Z), correspond a la deuxiéme plus
petite valeur propre de A. Remarquons aussi que la norme spectrale de chaque matrice X;; est
inférieure a 2. En effet

1X3511 < [ IRIN Bz + Ejj — Eij — Ejall| 'R

Or [&;] <1 (car &; vaut 0 ou 1), |[R|| = ||'R|| = 1 (car R est une isométrie partielle), et on peut
facilement voir que la norme de Ej; + Ej;; — E;; — Ej; est inférieure & 2. Soit maintenant ¢ > 0.
Pour tout v > 0, on a

P (Amin(Z) <t) =P ( ~tAmin(Z) > ewt)

= e""E

< e“E {e Amin( }
F

Amax (— uZ)]
= "B [ (77
< "Bt ()]
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vZ est définie positive. En utilisant

ou 'on a utilisé la croissance de ’exponentielle et le fait que e~
a plusieurs reprises le théoreme de Lieb et 'inégalité de Jensen conditionnelle comme dans la

preuve de la Proposition 7.3, on obtient

E [tr (e*“Z)] < trexp Z log E [e*”Xij]
1<i<j<n

U

Par convexité de z — e~%*, on a, pour tout z € [0, 2],

e <1+ 6%7_195.
- 2
Comme les valeurs propres de X;; sont comprises dans [0, 2], on obtient 'inégalité matricielle :
—2u __
eiuxij < I+ GTX'LJ .

En prenant I’espérance, en utilisant que le logarithme est opérateur-monotone puis en appliquant
matriciellement I'inégalité log(1 + 2z) < z, on obtient

e 2 1 e~ 1
log E [e "%] < log <I + 2E[Xij]> < —5—BlXy).
Et en sommant sur ¢ < j et en prenant la trace de I’exponentielle, on obtient

E [tr (¢=%)] < trexp {6_2“2‘1E[z1} _ (n—1)exp (6_22‘17117) |

Ainsi,
e—2u -1
P (Amin(Z) <t) < nexp <inf {ut + np}) .
u>0 2
L’infimum est atteint pour u = 1 log (“2). Pour ¢ = enp avec £ > 0, on obtient

P ()\min(z) < Enp) < ne_%(l_ﬁ‘6 log(e)) .

2(1+6) logn
n

On voit que pour p > avec § > 0, en prenant € assez petit, la probabilité de G ne soit

pas connexe tend vers 0. Cette borne est presque optimale, a un facteur 2 : on peut montrer que si

(146) logn (1-9)logn
P> T
alors G contient des sommets isolées avec grande probabilité.

, alors G est connexe avec grande probabilité, et inversement, que si p <
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Chapitre 8

Concentration sans indépendance

1. Concentration pour les chaines de Markov

Soit (X¢)ieny une chaine de Markov sur un espace d’état €2 fini, de matrice de transition P.
On sait que si la chaine est ergodique au sens ou

3t eN, Va,y € Q, P'(z,y) >0,

alors il existe une unique probabilité stationnaire 7 et la chalne converge vers 7 en variation
totale :

dyy (P'(z, - — 0.
magdre (P2 ) m) 22

Notons D(t) = maxzeq dryv (P'(z,-), 7). Le temps de mélange est défini pour & €]0, 1, par
tmix(e) =min{t € N, D(t) < e} .

Définissons aussi

D(t) = ﬁ%}édw (P"(x,), P(y.-)) .

et 7(¢) = min {¢ € N, D(t) < e}. On montre facilement que D(t) < D(t) < 2D(t), ce qui im-
plique tmix(e) < 7(€) < tmix(e/2).

Soit f : Q" — R une fonction telle que pour tout x,y € Q™
n
fly) = f(z) < Z Cilluiy,
i=1

avec ¢y, ...,cp > 0, et soit Z = f(Xq,...,X,). Nous allons montrer que pour tout ¢ > 0, et pour
tout € €]0, 1],

2
9 ( 2=¢ 2 L
¢ T(e) i ¢

(Pour des raffinements de cette inégalité et des extensions & des suites dépendantes plus générales

P(Z—-EZ>t)<exp

que des chaines de Markov, voir par exemple Samson et al. [22], Kontorovich [11], Paulin et al.
[19].)
L’idée va étre de décomposer la suite (X1,...,X,,) en blocs de longueur 7(g) et de considérer

la martingale de Doob associée a la filtration engendrée pas ces blocs. Pour cela, écrivons
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n=p.7(e)+s,avec p > 0et s € [0,7(e) — 1], et posons
1= (Xla s 7XT(E)) )

Yy = (Xp1yr(e)11s -+ > Xpr(e))
}/erl = (XpT(s)—l—l’ s 7Xn) .

Pour k € [1,p], on pose Ck = c(t—1)r(e)+1+ "+ Chr(c) € Cpi1 = Cpr(e)+1+ - + €. Remarquons
que pour tout k € [1,p + 1], et pour tout y¥ = (y1,...,yx), on a

R S [P R AT SR R ATy

En utilisant la définition de 7(g) et la caractérisation de la distance en variation totale par
couplage, ainsi que I’hypothese sur la fonction f, on obtient, pour k € [1, p],

‘E [Z | v = ylf_lz} _E [Z | v = y’f—lz’] < Ot Oyt + eChin+ - +PFC,

et

‘E [Z | Y'lerl — yjfz} _E [Z | Y'lerl _ y{wzl]

< Cp+1 .

En notant A la matrice triangulaire supérieure donnée par

11 & ... ... g1
1 1 e ... gp2
A =
1 1
1

et C' le vecteur C = (C1,...,Cpy1), on a, pour tout k € [1,p + 1],
|E[Z | Fi] - E[Z | Fr1]| < (AC),

ou Fr = o(Y1,...,Yy). Par 'inégalité d’Azuma-Hoeffding, on obtient

2
P(Z-EZ >t) gexp{—} .
255 (A0

Pour conclure, notons que

p+1

D (A =[lAC)? < |AlPle)?.

k=1
D’une part

1 2—¢

JA[<T+1+e+ -+ 1 <1+ = :
11— 1-—¢

D’autre part, par 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

n

ICI? <7(e) Y <.

=1
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2. Concentration avec dépendance négative

2.1. Association négative.

Définition 8.1. Une suite (X,,),>1 de variables aléatoires réelles est dite négativement associée
(NA) si pour tous sous ensembles finis disjoints A, B C N*, et pour toutes fonctions f : R4 5 R
et g : RIPl - R, croissantes coordonnée par coordonnée, on a

E[f(Xa)g9(Xp)] < E[f(XA)]E[9(XB)]

Une conséquence importante de 1’association négative (NA) est que toutes les bornes de
concentration issues de la méthode de Chernoff pour les sommes de variables indépendantes
s’appliquent automatiquement aux sommes de variables négativement associées. En effet, si
X1,..., X, sont négativement associées, alors, pour tout A € R, on a

B [T %] < [[B[]
1=1

Enoncons deux propriétés simples mais tres utiles de ’association négative :

(1) SiX = (Xy,...,X,)est NA,siY = (Y7,...,Y,,) est NA et si X et Y sont indépendantes,
alors (X,Y) est NA.
(2) Si X = (X1,...,X,) est NA, si Aj,..., A, sont des sous-ensembles disjoints de

[1,n], et si hi,...,h; sont des fonctions réelles croissantes définies respectivement
sur R RIME alors la suite (hy(Xa,), ..., hr(Xa,)) est NA.

Exemple 8.1 (Bins and balls). Reprenons 1'exemple de variables aléatoires Xy, ..., X, i.i.d.
de loi (p;);j>1 sur N*. Remarquons que pour tout i € [1,n], la suite (1x,—;);>1 est NA. Cela
provient d’un résultat plus général : si (Z;);>1 est une suite de variables & valeurs dans {0, 1}
telle que ijl Zj =1, alors (Z;)>1 est NA. En effet, soient A, B C N* finis disjoints, et soient
f et g des fonctions réelles croissantes définies respectivement sur {0,1}4l et {0,1}/5]. Sans
perte de généralité, on peut supposer que f(0,...,0) = 0 et que g(0,...,0) = 0. Dans ce cas,
E[f(Za)] > 0 et E[g(Zp)] > 0. Mais comme au plus une variable Z;, pour j € AU B, vaut 1, on
a nécessairement E[f(Z4)g(Zp)] = 0. Maintenant, par la propriété (1), la suite (1x,—;);j>1,1<i<n
est NA. Et par la propriété (2), la suite (IN;);j>1 avec

n
Nj=Y lx-,
=1

est NA. Rappelons que K, = > j>1 1N;>0 correspond au nombre de symboles distincts. Encore
par la propriété (2), la suite (1y,-0);>1 est NA. Ainsi, en utilisant I'inégalité de Bennett, on
obtient, pour tout A € R,

logE [e’\(K"_EK")} < ZlogE {e)‘(ﬂNPO_ElNPU)}
j21

< Var(Ly;»0)6(A).

Jjz1

Par I'inégalité d’Efron-Stein, on obtient Var(1y;>0) < E[ly,=1]. Ainsi
log B [XX-BRO] < B[K,,1]6())
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ou K1 =), i>1 In;=1 est le nombre de symboles apparaissant une seule fois dans I’échantillon.
2.2. Propriété de recouvrement stochastique.

Définition 8.2. Une mesure p sur {0,1}" est dite k-homogene (k € [1,n]) si son support est

inclus dans
{x € {0,1}", le = k} :
i=1

Pour z,y € {0,1}", on note = > y si pour tout ¢ € [1,n], z; > y;. De plus, on dit que =
recouvre y, et 'on note = > y, si x et y coincident sur toutes les coordonnées sauf sur au plus
une pour laquelle x; =1 et y; = 0.

Définition 8.3. Soient u et v deux mesures sur {0, 1}". On dit que p domine stochastiquement
v si pour tout sous-ensemble A C {0,1}" croissant (i.e. fermé supérieurement), on a p(A) > v(A).
De fagon équivalente, on peut coupler u et v de telle sorte que le support soit inclus dans

{(z,9), 2 > y}.

Définition 8.4. Soient i et v deux mesures sur {0, 1}". On dit que p recouvre stochastiquement
v (et 'on note p > v) si 'on peut coupler p et v de telle sorte que le support soit inclus dans

{(z,y), z = y}.

Définition 8.5. Soit x une mesure de probabilité sur {0,1}". On dit que p possede la propriété
de recouvrement stochastique (SCP) si pour tout S C [1,7n], et pour tous z,y € {0,115 avec
x>y, ona

p(|Xs=y)-p(|Xs=2),
ol pu ( ‘ Xg = CL‘) correspond a la loi conditionnelle de Xge sachant {Xg = x}.

Donnons quelques exemples de mesures possédant la SCP :
e mesures déterminantales : une mesure de probabilité p sur {0, 1}" est dite déterminantale
sl existe une matrice hermitienne K € M,,(C) telle que, pour tout S C [1,n],

E[] X, =detKg,
JES
ou X ~ pu et ou Kg correspond a la matrice obtenue en ne retenant que les lignes
et les colonnes d’indice appartenant a S. Borcea et al. [2] ont montré que de telles
mesures possédaient la SCP (en fait, ils montrent qu’elles vérifient une propriété plus
forte appelée propriété de Rayleigh forte).Un exemple de mesure déterminantale est celle
des arbres couvrants aléatoires. Soit G = (V, E) un graphe fini connexe, dont les arétes
sont numérotées de 1 a n. Un arbre couvrant est un sous-ensemble de F, sans cycle et qui
connecte tous les sommets. On peut tirer un arbre couvrant aléatoirement de la fagon
suivante : soit w(e) > 0 le poids de l'aréte e, et u la probabilité sur les arbres couvrants
telles que u(T') o< [[ e w(e). Vue comme une mesure sur {0,1}" (X, = 1ssie € T), c’est
une mesure déterminantale (voir Burton and Pemantle [1] et Lyons [10]).
e mesures sur l’ensemble des bases d’un matroide : soit E¥ un ensemble fini non-vide et 15
une collection non-vide de parties de F de méme cardinal. La paire (E, B) est appelée un
matroide si elle vérifie la propriété :

VA, BeB,Ve A\B, 3be B\ A, Au{b}\ {a} € B.
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L’ensemble B alors appelé ’ensemble des bases du matroide et le cardinal des bases est
appelé le rang. Si F est 'ensemble d’arétes d’un graphe G fini connexe, et B ’ensemble des
arbres couvrants de G, alors la paire (E, B) est un matroide. Il est naturel de munir B de
la mesure uniforme. Plus généralement, pour une suite (w(e)),c de poids positifs, on peut
définir la mesure de probabilité pondérée i, telle que pour tout A € B, e, (A) oc [T c 4 w(e).
Si |E| = n, ces mesures peuvent étre vues comme des mesures sur {0, 1}" (en identifiant
E avec [1,n] et une partie A ~ pu,, au vecteur X = (X, )ecp avec X, = leca). Pour des
matroides généraux, il est possible d’avoir E[X.X ] > E[X.]E[X/]. Si pour tous e, f € E,
on a E[X.X¢] < E[X.|E[X/], on dit que la matroide a la propriété de corrélation négative.
Une notion plus forte est celle de matroide équilibré. Les mineurs d’un matroide sont tous
les matroides qui peuvent étre obtenus en répétant 'opération de choisir un élément e et
de ne garder soit que les bases qui contiennent e, soit celles qui ne le contiennent pas. On
dit qu'un matroide est équilibré si tous ses mineurs (dont lui-méme) ont la propriété de
corrélation négative. Feder and Mihail [9] ont montré que les mesures p,, sur I’ensemble
des bases d’un matroide équilibré possedent la SCP.

e Bernoulli indépendantes conditionnées a leur somme : soit k € [0,n] et A1,..., A, > 0.
La mesure sur {0,1}" donnée par

T A7 L) =
n Yj
2o wli=k TTj=1 A"
possede la SCP. En fait, il s’agit d’un cas particulier de mesure pondérée sur I’ensemble
des bases d’'un matroide (E = [1,n] et B l’ensemble des parties de E de cardinal k, et

Vo € {0,1}", u(x) =

w(i) = A;). Remarquons aussi qu’il s’agit de la loi de (X7,...,X,) ou les variables X;
sont indépendantes, et X; ~ B (1 i‘i\l)

Le résultat suivant est di & Pemantle and Peres [20].

Proposition 8.1. Soit u une mesure de probabilité sur {0,1}", k-homogéne et possédant la SCP,
et soit (X1, ..., Xy) ~ p. Soit f: {0,1}" — R une fonction 1-lipschitzienne et Z = f(X1,..., X,).
Alors, pour tout t > 0,

2
P(ZEZZt)geXp{;k}.

Preuve de la Proposition 8.1. AX= (X1,...,X,), on associe le vecteur Y = (Y7,...,Yy) donc
la loi est donnée séquentiellement par : pour tout j € [1, k], pour tout i € [1,n],

P(Yj=i|Y1,....Y;1) =P (X;=1| Xy, = =Xy, =1) Lizy,,.y,_, -

Le vecteur Y donne ’emplacement des 1 dans le vecteur X, dans un ordre échangeable. Soit
g telle que f(X) = g(Y). Remarquons que la fonction g est 2-lipschitzienne. Considérons la
martingale de Doob

M; =E[g(Y) | 73] - E[g(V)],

associée a la filtration F; engendrée par Y1,...,Y;. Pour 1 <j <k —1,et y1,...,yj11 € [1,7n]
tels que P(Y1 = y1,..., Y41 = yj41) > 0, on a, en notant E; 'événement {Y7 = y1,...,Y; = y;},

E[g(Y) | Ej.Yin = yj] —E[g(Y) | Ej]
=P (Vi1 # yj1 | Bj) {E [9(Y) | B, Yis1 = yja] —E [g(Y) | B}, Yier # yjn] } -
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Par la SCP, la différence entre les deux espérances conditionnelles ci-dessus est comprise entre
—2 et 2. Ainsi, en appliquant I'inégalité d’Azuma—Hoeffding 3.1, on a

2t2 t2
P(Z—-EZ>t)<exp “2n (TP g (-

3. Paires échangeables

Dans cette section, nous introduisons une méthode développée par Chatterjee pour obtenir
de la concentration en ’absence d’indépendance. Cette méthode repose sur la notion de paires
échangeables, et correspond a une variante de la méthode de Stein. La méthode de Stein est une
technique élégante et puissante pour démontrer des approximations distributionnelles. Pour des
introductions a cette méthode, voir Barbour and Chen [1], Ross [21], et Chatterjee [0].

Soit (X, X”) une paire échangeable de variables aléatoires & valeurs dans un ensemble X, i.e.
telle que (X, X') ~ (X', X). Soit f : X — R une fonction mesurable telle que Ef(X) = 0, et soit
F : X x X — R une fonction mesurable antisymétrique (i.e. f(x,2') = —f(a,z)) et telle que

E[F(X,X')| X] = f(X).

On suppose pour commencer que F' est donnée, mais on verra comment on peut trouver une
telle fonction F' & partir de f. Notons déja un cas particulier ou 'on peut facilement trouver une
telle fonction : pour 0 < a < 1, une a-paire de Stein est une paire échangeable (X, X') vérifiant

E[X"| X]=(1—a)X. Si (f(X), f(X')) est une a-paire de Stein, alors on vérifie facilement que
f(@)—f(=")

la fonction antisymétrique F' donnée par F(z,z') = convient.

Remarquons que pour toute fonction mesurable h : X — R telle que E |h(X)F(X, X')| < oo,
on a

(8.1) E[f(X)h(X)] = %E [(R(X) — h(X") F(X,X")] .
Eneffet,ona E [f(X)h(X)] = E [h(X)F(X, X")], et, par échangeabilité de (X, X') et antisymétrie
de F, on a
E [MX)F(X,X")] =E [MX)F(X',X)] = -E [o(X")F(X,X")] .
En particulier, en prenant h = f, on obtient
Var (f(X)) = E [f(X)*] = JE[(f(X) - f(X") F(X,X)] .

Pour x € X, on définit

v(z) = %E [|(f(X) = f(X) F(X,X")| | X =2] .

Le théoreme ci-dessous est di a Chatterjee [5].

Proposition 8.2. Soit (X, X') une paire échangeable, et soient f, F, v les fonctions définies
ci-dessus. On suppose que pour tout A € R, on a E [e’\f(X)]F(X, X’)H < 00. Supposons qu’il
existe b,c > 0 tels que pour tout x € X,

v(z) <bf(x)+c.
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Alors, pour tout t > 0,

} et P(f(X)<—t)§exp{—;2}.

2
P(f(X)>t)SeXp{—2 ! -

(c+bt)
Preuve de la Proposition 8.2. Notons m(\) = E [e)‘f(X)}. En utilisant (8.1), on a, pour tout
A€ER,

1

m'(\) = E [f(X)e’\f(X)] = JE [(eWX) - e’\f(Xl)> F(X, X’)}

Par convexité de ’exponentielle, on a pour tous x # y,

ef—e¥ - e’+tev
T—y — 2
utilisant & nouveau I’échangeabilité de (X, X'), puis 'hypothese sur v,

. On obtient ainsi, en

/)] < BB [(M09 4 MDY | ((00) — £(x) Fx, )]
— [\E [e” (X)’U(X)}
< NE [ MO bf(X) + )]
= Al (bm'(A) + em(N)) .
Comme A — m/(A) est convexe avec m/(0) = 0, on a ™2 > 0. Pour 0 < A < 1/b, on obtient

m/(\) < Ac
) S 1-N

et

0 2
cu ch

1 0) < de < ——— .

og )—/0 1—bu' "= 2(1— o)

La méthode de Chernoff donne alors que pour tout ¢t > 0, P(f(X) > t) <exp <_2(ct7jbt)>' Pour
m' ()

A<0,0na 1oy > A¢, donc par intégration log m(\) < % et la méthode de Chernoff permet

de conclure. [

Application : poids d’une permutation. Soit A = (a;;)1<i j<n une matrice réelle et soit
7 une permutation aléatoire de {1,...,n}, uniformément distribuée. On s’intéresse au poids de
la permutation 7 défini comme

7 = Z aim(i) .
=1

Par exemple, si A est la matrice identité, la variable X correspond au nombre de points fixes.
Ou bien si a; ; = vj1<py, X correspond a la somme des valeurs d’un échantillon de taille £ tiré
sans remise dans une population de taille n. Ou encore si a; ; = |i — j|, il s’agit de la distance de
Spearman entre m et 'identité.

Proposition 8.3. Supposons que les poids a; j appartiennent tous a [0,1], et soit Z = ;| Qi (i)
ou T est une permutation uniforme. Alors pour tout t > 0,

2
C4AEZ + 2t

12
P(Z—EZZt)SeXp{ } et P(Z—EZg—t)gexp{—4EZ}.
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Preuve de la Proposition 8.3. Soit m une permutation uniforme de {1,...,n} et I, J deux entiers
tirés uniformément et indépendamment dans {1,...,n}. Soit #’ = 7o (I,J) la permutation
obtenue a partir de 7 en transposant I et J. Notons

n

n & n 1
W = Zaiyﬂ.(i) — E Z Q5 et W' = Zam/(i) — ﬁ Z Q;.j -
i=1 =1

i,j=1 B,j=1
La paire (W, W’) est clairement échangeable et 'on a
E[W =W | 7] = E[arx() + n() = @1x(r) = @sn(s) | 7]

n

1 1
=2{ 5> tin() — D GinG)
i’j

i=1

2
=——W.
n
Ainsi (W, W’) est une %—paire de Stein. De plus, en utilisant que 0 < a; ; < 1,

E[(W -W)?*|x] =E [(az,wu) + Aty — ALa(n) — Q) | W}

1 2
= 5> (in() + (i) — Gim(s) — ()
(2

2
<52 (i) + @) + Gin) + Gjin(i)

i
_NZ+BZ) _4W  SEZ
n n n
Ainsi, en appliquant la Proposition 8.2 avec F(W,W') = WQ_/ZVI, b=1et ¢c=2EZ, on obtient
bien le résultat voulu. ]

Magnétisation dans le modéle de Curie—Weiss. Soit § € Ry et h € R. Le modele de
Curie—Weiss avec interactions ferromagnétiques a température inverse 8 et champ externe h est
donné par la mesure de probabilité p sur {—1,1}" définie par

1 B -
u(o) = — €XP ngjaiaj—i-ﬁh;ai ,

ou Z est la constante de normalisation. La magnétisation d’une configuration o est définie comme

1 n
m(o) = - Z 0 .
i=1
Pour n grand et o distribuée selon u, la magnétisation satisfait
m(o) ~ tanh (Bm(o) + Sh) .

Cette équation a une seule solution pour 8 sous une certaine valeur critique, et plusieurs solutions
pour B au-dessus.

Proposition 8.4. Pour tout § > 0, pour tout h € R, et pour tout t > 0,

p <\m(o) — tanh (8m(o) + 8h)| = % 4 \;ﬁ) < 2exp {_4(1{2%6)} .
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Prewve de la Proposition 8.4. Soit o ~ p et ¢’ obtenue en choisissant une coordonnée I € [1,n]
uniformément au hasard, et en remplagant o; par un élément distribué selon la loi conditionnelle
de la I'®™¢ coordonnée sachant toutes les autres. On vérifie facilement que la paire (0,0") est
échangeable. Soit

n

Flo,0') = (0i ~ o).

et ill
o) =— ZU' )
iz
On a
o Ca exp (Bm;(o) + Bh) .
P(oi=1]05 j#i)= exp (Bmi(a) + Bh) + exp (—Bmi(o) — Bh)
Ainsi
E [Ui ‘ 0j, j# ’L] = tanh (5ml(a) —i—,@h) ,
et

flo)=E [F(J,a/ | o]

*Z E [0 |0, j #1])

=m(o) — - Ztanh (Bm;(a) + Bh) .
i=1

Comme o et ¢’ ne différent qu’en au plus une coordonnée, on a |F(a,0’)| < 2, et |m(o) —m(c’)| <
2 En utilisant le fait que la fonction  — tanh(z) est 1-lipschitzienne, on a

|f(0) = £(o)] < [m(o) —m(e")| + gz |mi(o) —my(o’)] < 21+5)
=1

n

< donne

P(m(a) 2\}%) SQexp{—Zl(ltj_B)}.

Pour conclure, il suffit d’utiliser & nouveau le fait que x — tanh(z) est 1-lipschitzienne :

BZ\m mi(o) < 2.

n

Ainsi v(o) < 2(1:;5) et la Proposition 8.2 appliquée avec b =0 et ¢ = w

- ;;tanh (Bmi(o) + Bh)

i;tanh (Bmi(o) + Bh) — tanh (Bm(c) + Bh)

72



Bibliographie

[1] A. D. Barbour and L. H. Chen. Steins (magic) method. arXiv preprint arXiv :1411.1179,
2014.

[2] J. Borcea, P. Briandén, and T. Liggett. Negative dependence and the geometry of polynomials.
Journal of the American Mathematical Society, 22(2) :521-567, 2009.

[3] S. Boucheron, G. Lugosi, and P. Massart. Concentration inequalities. Oxford University
Press, Oxford, 2013.

[4] R. Burton and R. Pemantle. Local characteristics, entropy and limit theorems for spanning
trees and domino tilings via transfer-impedances. The Annals of Probability, pages 1329-1371,
1993.

[5] S. Chatterjee. Stein’s method for concentration inequalities. Probability theory and related
fields, 138(1) :305-321, 2007.

[6] S. Chatterjee. A short survey of stein’s method. arXiv preprint arXiv :1404.1392, 2014.

[7] L. Devroye, L. Gyorfi, and G. Lugosi. A probabilistic theory of pattern recognition, volume 31.
Springer Science & Business Media, 2013.

[8] D. P. Dubhashi and A. Panconesi. Concentration of measure for the analysis of randomized
algorithms. Cambridge University Press, 2009.

[9] T. Feder and M. Mihail. Balanced matroids. In Proceedings of the twenty-fourth annual
ACM symposium on Theory of computing, pages 26—38, 1992.

[10] D. A. Freedman. On tail probabilities for martingales. the Annals of Probability, pages
100-118, 1975.

[11] D. A. Grable. A large deviation inequality for functions of independent, multi-way choices.
Combinatorics, probability and Computing, 7(1) :57-63, 1998.

[12] D. Haussler. Sphere packing numbers for subsets of the boolean n-cube with bounded
vapnik-chervonenkis dimension. Journal of Combinatorial Theory, Series A, 69(2) :217-232,
1995.

[13] J. Kahn, G. Kalai, and N. Linial. The influence of variables on Boolean functions. Citeseer,
1989.

[14] L. Kontorovich. Measure concentration of strongly mizing processes with applications. PhD
thesis, Carnegie Mellon University, School of Computer Science, Machine Learning ?, 2007.

[15] M. Ledoux. The concentration of measure phenomenon. Number 89. American Mathematical
Soc., 2001.

[16] R. Lyons. Determinantal probability measures. Publications Mathématiques de [ ’IHE‘S, 98 :
167-212, 2003.

[17] P. Massart. The tight constant in the dvoretzky-kiefer-wolfowitz inequality. The annals of
Probability, pages 1269-1283, 1990.

[18] C. McDiarmid. Concentration. In Probabilistic methods for algorithmic discrete mathematics,
pages 195-248. Springer, 1998.

73



[19] D. Paulin et al. Concentration inequalities for markov chains by marton couplings and
spectral methods. Flectronic Journal of Probability, 20, 2015.

[20] R. Pemantle and Y. Peres. Concentration of Lipschitz functionals of determinantal and
other strong Rayleigh measures. Combinatorics, Probability and Computing, 23(1) :140-160,
2014.

[21] N. Ross. Fundamentals of Stein’s method. Probab. Surv, 8 :210-293, 2011.

[22] P.-M. Samson et al. Concentration of measure inequalities for markov chains and \phi-mixing
processes. The Annals of Probability, 28(1) :416-461, 2000.

[23] J. A. Tropp. An introduction to matrix concentration inequalities. Foundations and Trends®)
in Machine Learning, 8(1-2) :1-230, 2015.

[24] J. A. Tropp. An introduction to matrix concentration inequalities. Foundations and Trends®
in Machine Learning, 8(1-2) :1-230, 2015.

[25] R. Vershynin. High-dimensional probability : An introduction with applications in data
science, volume 47. Cambridge university press, 2018.

74



	Chapitre 1. Variance, entropie, influences
	1. L'inégalité d'Efron–Stein
	2. Inégalité de Sobolev logarithmique
	3. Influences
	4. Phénomènes de transition de phase

	Chapitre 2. Méthode de Cramér-Chernoff et inégalités classiques
	1. Méthode de Cramér-Chernoff
	2. Variables sous-gaussiennes, sous-Poisson, sous-gamma
	3. Sommes de variables indépendantes
	3.1. Inégalité d'Hoeffding
	3.2. Inégalité de Bennett
	3.3. Inégalité de Bernstein


	Chapitre 3. L'approche par martingales
	1. L'inégalité d'Azuma-Hoeffding
	2. L'inégalité des différences bornées
	3. L'inégalité de Grable
	4. L'inégalité de Freedman

	Chapitre 4. La méthode entropique
	1. Entropie de Shannon
	1.1. Un peu de théorie de l'information
	1.2. Entropie relative
	1.3. Entropie conditionnelle et chain rule
	1.4. Inégalité de Han

	2. Sous-additivité de l'entropie
	3. Lien avec la transformée de Laplace
	4. Inégalité de Mc Diarmid
	5. Une inégalité de Sobolev logarithmique modifiée
	6. Une autre inégalité de Mc Diarmid
	7. Concentration des fonctions auto-bornées

	Chapitre 5. La méthode de transport
	1. Le lemme de transport
	2. L'inégalité de transport conditionnelle de Marton
	3. L'inégalité de distance convexe de Talagrand

	Chapitre 6. Classification et théorie de Vapnik-Chervonenkis
	1. Un problème d'apprentissage statistique
	2. Inégalités de Vapnik–Chervonenkis
	3. Chaînage et inégalité de Dudley

	Chapitre 7. Concentration de matrices
	1. Une inégalité de Bernstein pour les sommes de matrices
	2. Application: connexité du graphe d'Erdös-Renyi

	Chapitre 8. Concentration sans indépendance
	1. Concentration pour les chaînes de Markov
	2. Concentration avec dépendance négative
	2.1. Association négative
	2.2. Propriété de recouvrement stochastique

	3. Paires échangeables
	Application : poids d'une permutation
	Magnétisation dans le modèle de Curie–Weiss


	Bibliographie

