Feuille d’exercices 5

1. Plus longue sous-suite croissante

Soient X1,..., X, des variables indépendantes & valeurs dans [0, 1] et soit L, = L,(X1,...,X,) la
longeur de la plus longue sous-suite croissante, i.e.

Ln:max{k, 3i1<"'<7;k7Xi1 §<X1k}

(1) Pour z € [0,1]", on note I(x) un ensemble d’indices qui réalise une plus longue sous-suite
croissante dans x. Montrer que pour tout y € [0, 1],

Ln(z) < Ln(y) + Z Lty -
i€l(x)

(2) En déduire que pour tout ¢t > 0,

t2
P (L, —EL, < —t) <exp <_2ELn> :

et
2
P(L,—EL,>t) <exp <—> .

2n
(3) Pour les déviations & droite, on peut faire mieux.

(a) En utilisant I'inégalité de transport conditionnelle de Marton, montrer, grace a I'inégalité
de la question (1), que pour toute loi Q < P,

EqL, — EL, < \/2D(Q | P)EqL,.
ou P correspond a la loi de X = (X1,...,X,,).
(b) En déduire que

EqgL, —EL, </2D(Q | P)EL, +2D(Q | P).

Pour cela, on pourra d’abord montrer que pour z,y,a > 0, si y —a/y < x alors
y <+ ayr+a’

(c¢) En utilisant le Lemme de transport, montrer que cette inégalité implique que pour tout
Ae0,1/2],

MLn—BELy) < NEL,
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et donc que pour tout ¢ > 0,

t2
P(L,—-EL,>t)< ——— | -



