Feuille d’exercices 3

1. Lien entre inégalité de Poincaré et inégalité de Sobolev logarithmique

Soit p une mesure de probabilité sur R™. On dit que p satisfait une inégalité de Poincaré avec constante
¢ > 0 si pour toute fonction f : R™ — R dans une classe de fonctions C assez grande (disons ici, et
dans toute cette feuille, que C est la classe des fonctions C? et & support compact), on a

Varu(f) < Cg,u(f) ,

ou &,(f) = E, [|[Vf]|?] est 'énergie de f sous p. La constante de Poincaré de p est définie comme

cp(p) :sup{w, fecC, Var,(f) ;é()} .

On dit que p satisfait une inégalité de Sobolev logarithmique avec constante ¢ > 0 si pour toute
fonction f : R” — R dans C, on a

Entu(fg) < c&ulf),
La constante de Sobolev logarithmique de p est définie comme

n 2
crs(p) = sup {%, fecC, Var,(f) # 0} )

(1) Montrer que 2cp(p) < cLs(p) (pour f € C, on pourra considérer la fonction 1+ ¢f, avec
e > 0).

(2) On peut satisfaire une inégalité de Poincaré sans satisfaire une inégalité de Sobolev logarith-
mique. En effet, soit = £(1) (loi exponentielle).

(a) Montrer que pour toute fonction f € C, on a
Var,(f) <4E, [f”] .
(b) Soit f donnée par : pour tout z € R, f(z) = e avec 0 < a < 1. Montrer que pour toute

constante ¢ > 0, on peut trouver a €]0,1[ tel que Ent,(f?) > cE, [f"?]. (Certes, une
telle fonction f n’appartient pas a la classe C mais disons que cela fait Paffaire.)

2. Inégalité de Poincaré et de log-Sobolev pour la gaussienne

Le but de cet exercice est de montrer que si p est la loi d’un vecteur gaussien standard sur R", alors
pour toute fonction f: R™ — R dans la classe C, on a

Var,(f) <E, [IVA?] et Ent, (%) < 2B, [|V/]7] .
(1) Montrer qu'il suffit d’établir ces résultats pour n = 1.

(2) Soit f:R — R dans C. Soient €1, ..., &, des variables de Rademacher (uniformes sur {—1,1})
indépendantes, et soit S,, = ﬁ >, €. On note g la fonction de {—1,1}" dans R telle que
g(e1,...,en) = f(Sn). Montrer que
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ot k =sup |f|.

(3) Conclure a l'aide de ce que I'on sait pour le cube {—1,1}" et du théoreme central limite.

3. Inégalité de Tsirelson-Ibragimov-Sudakov

En utilisant le résultat de I’exercice précédent, montrer que si (X1,...,X,) est un vecteur gaussien
standard sur R" et si Z = f(Xq,...,X,) avec f : R" — R une fonction L-lipschitzienne (L > 0), alors
pour tout ¢ > 0,
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