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Examen

1. Une amélioration de I’inégalité d’Azuma—Hoeffding
Soit (Z;)I", une martingale adaptée a la filtration (F;)7, telle que pour tout i € [1,n], on a

a; < Zi — Z;—1 < b;. On sait par I'inégalité d’Azuma—Hoeffding que pour tout ¢ > 0,

2t2
P(Z,—Zy>t) <exp TS hi—a)?)
i=1\0i — a4

Le but de cet exercice est de montrer que ’on a méme

2t2
— >t < —————
P <0131?<Xn(zk %) 2 t) =P < > i (b — ai)2> '

(1) (Inégalité de Doob—Kolmogorov) Montrer que si (Yj)}_, est une sous-martingale positive,

alors pour tout a > 0,
E[Y,
P<max Yk2a> < [ n]
0<k<n a

On pourra introduire le temps d’arrét 7 = inf{s > 0, Y > a} A n (avec la convention
inf ) = +00) et utiliser le fait que E[Y;] < E[Y,], par le théoreme d’arrét de Doob.

2) Montrer que, pour tout A € R, la suite (eZx—%0) " est une sous-martingale adaptée a la
k=0
filtration (Fx)}_,-
(3) Conclure.

2. Percolation de premier passage

Soit G = (V, E) un graphe fini connexe. On munit chaque aréte e € F d’un poids aléatoire X, > 0. Les
variables X,,e € F sont indépendantes et possede le méme second moment EX?2 = 2. Soient u,v € V
deux sommets fixés. On s’intéresse au poids minimal d’un chemin allant de v & v (le poids d’un chemin
correspondant & la somme des poids des arétes le long de ce chemin), soit

Z = min X,
PEPuyv
ecP

ou P, , est 'ensemble des chemins allant de u a v.
(1) Montrer que
Var(Z) < ¢*E[L,],
ol L, est la longueur (i.e. le nombre d’arétes) d’un chemin optimal (i.e. d’'un chemin qui
réalise le minimum dans la définition de Z).

(2) On suppose que pour tout e € E, on a 0 < X, < 1. Soit f : [0,1]'Fl — R, définie par
v |B| _ . o
x € [0,1]") f(x) PIEI%SU Z Te = Mmin Z tee ,
" eeP e€R

ou S est I'ensemble des vecteurs t = (t¢)ccp avec te = Lecp, pour P parcourant P, ,. Montrer
que pour tout £ > 0, on a

P(Z-EZ>1) <exp <—2Et[2L*]> ,

et

2
P(Z-EZ<—-t)<exp|-— ,
2dy

ou dy, correspond a la longueur du plus long chemin entre u et v.
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3. Matrice de covariance empirique

Soient X1, ..., X, des vecteurs de R? (d > 1), i.i.d. de méme loi que X, avec X d’espérance nulle et de
matrice de covariance ¥ = E[X ' X]. Un estimateur naturel de ¥ est donné par la matrice de covariance

empirique :
~ 1
£=- 2 X:'X;.
1=

Dans ce qui suit, || - || désigne la norme euclidienne, || - ||op désigne la norme d’opérateur, et S9! désigne
la sphere de RY, c’est-a-dire I'ensemble des vecteurs = € RY tels que ||z|| = 1. On rappelle que pour une
matrice A € Mg 4(R) symétrique, ||Aljop = max,cga1 |'zAz2|.

(1) On suppose dans cette question qu'il existe ¢ > 0 tel que || X|| < c.
(a) Montrer que [|[X "X — X|op < 2¢? et que |[E[(X X — £)?]
(b) En déduire que pour tout ¢t > 0,

P (Hi Slop > t) < 2d nt”
— >t) <2dexp| — .
* 2c? (||2H0p + %)

lop < 2l op.

2) On relache maintenant I’hypothese sur X en supposant seulement que X est sous-gaussienne
yp pp

avec facteur de variance o2, au sens ol pour tout u € S 1, la variable uX est sous-gaussienne

. . t 2142
avec facteur de variance o2, i.e. pour tout A € R, log Ee? vX < &A%
) b ) g 2

(a) Soit v € S9! et soit Y = 'vX. Montrer que pour tout entier k& > 1, on a E[Y?] <
2kt 52k k1 et en déduire que pour tout A € R,

4\2 :
log EeA(YQ_EYQ) < 80’ 4)\2 S1 )\ S 07
T 255 si0<A<
1—202)\ - 202"

(b) Montrer que pour tout v € S¥~! et pour tout ¢ > 0, on a

2
PSS nt

(¢) Pour § > 0, un d-recouvrement de S¥~! est un sous-ensemble fini S5 C S¥! tel que pour

tout z € S1 il existe u € S5 avec ||z — u|| < §. Montrer que pour tout § €]0,1/2[, on a

~ 1 ~
Yoy < ——— (X — D)l .
IS = Sllop < =55 max| "u(S — )]

(d) On choisit maintenant § = 1/4 et I'on admet qu'il existe un 1/4-recouvrement S de S¢~!
tel que |S| < 9. Montrer que pour tout ¢ > 0,

P (HE — Zllop = 75) <2-9%exp <_8(16b'4+0'2t)> .

4. Méthode entropique et inégalité de Harris

(A) Inégalité de Harris. Soient f, g : R — R deux fonctions croissantes (en chacune de leurs coordonnées)
et soit X = (X1,...,X,) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que

E[f(X)g(X)] = E[f(X)|E[g(X)] .
(On pourra raisonner par récurrence.)

(B) Soit f:R®™ - Ret Z = f(X1,...,Xy) avec X = (X1,...,X,,) une suite de variables aléatoires
réelles indépendantes.

(1) En utilisant la sous-additivité de ’entropie, montrer que pour tout A € R,
n
Ent |\ < 3B |6 (A7 - 2)] .
i=1

avec Z! = f(X1,...,Xi—1, X[, Xiy1,..., Xp) ot (X])I'_; est une copie indépendante de (X;)" ;,
et p(u) =e"* —u—1.
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2) En écrivant Z! — Z = (Z! — Z) — (Z — Z!) 1 et le fait que Z et Z! sont échangeables, montrer
i i + i)+ i
que pour tout A € R,

E [V (\Z - 2))| =E[eMr (M2 - 2)1)] ,

ou 7(u) = u(e* —1).

(3) En déduire que pour tout A < 0, Ent [e*?] <> | E [N (Z] — 2)%].

(4) On suppose que f est croissante en chacune de ses coordonnées, et qu'il existe une fonction
g :R™ — R, elle aussi croissante en chacune de ses coordonnées, telle que

n

Sz 20| X] < 4(X).

i=1

E

Montrer que pour tout ¢ > 0, on a

2
P(Z—-EZ < —t)<exp <_4E[;(X)]> .



