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Corrigé

1. Une amélioration de I’inégalité d’Azuma—Hoeffding

(1) Soit (Y;

?_, est une sous-martingale positive et ¢ > 0. On introduit le temps d’arrét 7 =

ko ©
inf{s > 0, Y5 > a} An. Comme 7 est presque siurement borné, le théoreme d’arrét de Doob
donne E[Y;] < E[Y,,]. D’autre part, on remarque que
Y, >1

{maxo<ir<n YkZa}a '

En prenant ’espérance, on obtient

P < max Yy > a> < BlY] < E[Y.]

0<k<n a a

2) Soit A € Ret k € [1,n]. Par I'inégalité de Jensen conditionnelle, on a
( g
E |:€)\(Zk7Z0) } -Fk-71:| > e)\E[Zk—ZO ’ .Fk—l} _ e)\(Zk,17Z0) )

La suite (e)‘(Z’C ZO)) k—o ©st donc bien une sous-martingale.

(3) Pour tout A € Ry, on a, par ce qui précede,

P < max (Zy — Zy) > t> <P < max e*Zr—%0) > e’\t>
0<k<n 0<k<n
< e MR [ez\(Zn—Zo)} _
La suite de la preuve est alors exactement celle de I'inégalité d’Azuma—Hoeffding : on obtient

logE [eA(Z’rZO)] < )\822”:(1)1 — ai)27

1=

et I'optimisation en A > 0 donne

2t2
— > < —_—_ .
P <or?z?§n<zk %) t) =P < S (b - >)

2. Percolation de premier passage
(1) Par l'inégalité d’Efron—Stein, on a

Var(Z) < E

> (227

ecE

)

ou Z! correspond au poids minimal lorsque ’on remplace X, par une copie indépendante
X!. Soit P, un chemin optimal pour les poids (X¢)ecr. On remarque que si e ¢ P, alors
Z! — Z <0 (le chemin P, garde le méme poids donc on peut toujours faire aussi bien que lui).

Ainsi,
S (- 22 ) <Xg>2] .

e€P, ecP,
Comme X! est indépendante de Lecp,, on obtient bien Var(Z) < o2E[L,].

Var(Z) < E <E

1



(2) Remarquons que pour tous z,y € [0,1]", on a
— = mi telYe — mi t < ts —
f) = fl@) =miny teye —miny tewe <Y ti()(ye — ),
eckE ecE eck

ou t*(x) correspond a un vecteur de S tel que ) pt5(7)re = minges ) cpleze. Comme
Te, Ye sont entre 0 et 1, on obtient

Fy) = f@) > t5(@) lyota,

eck
On a
Y E[t5(X)* =) E[leep,] = E[L.],
ecElR eckE
et
sup 152(:13)2 <dyy-
z€[0,1]" o

Le résultat vient alors de la proposition 5.6 des notes de cours.

3. Matrice de covariance empirique

(1) (a) On a
1X X = Slop < X Xllop + [llop < IXI2 + [Eop < ¢+ [Sllop
Et
”EHOP = HE[X tX”’op = max |tZE[X tX]Z|
2€Sd-1

— max B[(X) < max [42E[IX]?) < .
z€Sd-1 zeSd—1

Ainsi | X 'X — Xjop < 2¢?. D’autre part,
E[(X'X -2’ =E[(X'X)?] - 2? < E[(X'X)?] = E[|X|?X'X] < ¢*%.
Donc (comme il s’agit de matrices semi-définies positives) HE (XX -%)? Hop < 2||%]|op-

(b) La Proposition 8.3 des notes de cours, appliquée avec K = 2¢? et
n
o = || D_B[(X: ' Xi = 2%l < ne?|Sllop
i=1

donne, pour tout ¢t > 0,

p (H Zn:(Xi Y, — %)
=1

2
>t] <2dexp| — )
op ) ( 2c2 (n||ZHop + ?))
d’ou 'on déduit que

P (||§ Slop > t) <2de nt?
_ > 1) < 2dexp | — ‘
* 2¢2 ([IZlop + %)

(2) (a) Soit k> 1. En utilisant que Y est centrée et sous-gaussienne, on a
+oo
E[Y?] = / P (v > t/%) at
0

+o0 (1/k +o00
< 2/ e 202 dt = 2k+102kk/ e "k du = 2k 162k
0 0

[1/k

ou l'on a effectué le changement de variable u = 5_7.



Soit maintenant A < 0. En utilisant I'inégalité e* <14+ u + u2/2 pour u© < 0, on a
AQE[Y4]>

log EAY*~EY?) — _\E[V?] + log <1 +ABY?) + ==

Et en utilisant log(1 + u) < u pour u > —1, et le fait que E[Y*] < 160%, on obtient

AMY2-EY?) )\QE[Yﬂ < SN2 .

log Ee
Pour A € [0,1/20?[, on a
2_py?2 )\RE[Y%]
log EA" BV — _AB[Y?) +log | 1+ AE[Y?] + ) S0 —
k>2

8ai)\2
< )\k‘2k‘+1 2k — .
<2 7 T T 002
k>2

(b) Soit v € S¥1. On a

WE - =3 (V2 BV,
=1

1
avec Y; = 'vX;. Par la question précédente et I'indépendance des Y;, on a

log Ee? Zim1 (7 -EY?) < {8n04/\2 si A <0,

8noii2 . 1
102y SO A< 5.

Autrement dit, la variable Y7 | (V> — EY;?) est sous-gaussienne a gauche avec facteur
variance 16no? et sous-Gamma a droite avec facteur variance 16no? et facteur d’échelle
202. Par la méthode de Chernoff, on en déduit que

t2 t2
P >t] < - -
( - ) = &P < 4 (8c4n + a2t)> +exp < 3204n>

2
<2 _—
=oXp < 4 (8c4n + 02t)> ’

ce qui donne

~ ni2
P( t(E - )| > t) <2 — ] .
[l o[ 2t) < exp( 4(804 +02t)>

n

(VP -EY?)

=1

(c) Notons A = S~ %. Soit z € S9! et u € Sy tel que |z —ul| <4.On a
|*24z — 'wAu| = |'2A(z —u) — "wA(u — 2)| < |"2A(z —u)| + | "'uA(u — 2)| .

Or |'2A(z — u)’ < |zl Allopllz — ul| < 6]|Allop. De méme, |‘uA(u — z)| < 6||Allop. Ainsi

(comme [|a| — |b]| < |a — b]), on a

H t2Az| — |tuAu|’ < 26| Alop -

On a donc

A = max |'24z| < max | uAu| + 26| Allop -
[Allop = max, |24| < maye| “wdul + 261l

(d) Pour 6 = 1/4, la question précédente donne || — Yllop < 2maxyey | (S — S)ul, ou S
est un 1/4-recouvrement tel que |S| < 9. Par une borne union, on obtient

P (IS = Slop > t) < 3P (Ju(S = Du| > 1/2) .
ues



En utilisant le résultat de la question 2.(b), on obtient bien

~ nt2
P(z—z >t><2-9d SN L —
| lop =) < 2-9%exp < 8(160% + a2t)>

4. Méthode entropique et inégalité de Harris

(A) On raisonne par récurrence sur n > 1. Pour n = 1, ce résultat est connu sous le nom d’inégalité
d’association de Chebyshev : soient f,g : R — R deux fonctions croissantes et X une variable
aléatoire réelle. Soit X’ une copie indépendante de X. Comme f et g sont croissantes, on a toujours

(f(X) = F(X") (9(X) — g(X')) = 0. Ainsi
E[(f(X) - f(X) (9(X) = g(X")] = 2(E[f(X)g(X)] - E[f(X)| E[9(X)]) > 0.

Soit maintenant n > 1 et supposons le résultat vrai pour n. Soient f,g : R"*! — R deux fonctions
croissantes et X = (X7y,..., X,,11) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. En utilisant
I'inégalité d’association de Chebyshev, on a

E[f(X)g(X)]=E[E [f(X)g(X) | X1,..., Xs]]
>E[E[f(X)|X1,.... X, E[g(X) | X1,..., X,]] ,

car, conditionnellement a Xi,...,X,, f et g sont des fonctions de X,;;. Comme les variables
X1,...,Xpt1 sont indépendantes, les fonctions f, ¢’ : R™ — R définies par

f’(xl,...,:rn):E[f(X) | X4 :l’l,...,Xn:{L‘n]
et
d(x1,...,2,) =E [g(X) ’ Xi=z1,..., X, ::En]

sont des fonctions croissantes en chacune de leurs coordonnées. Ainsi, par I’hypothese de récurrence,
on a

E[f (X1, X)d'(X1,.. .. X)) > E[f/(X1,..., X)) E[¢(X1,..., X,)] = E[f(X)]E[g(X)] .

(B)

(1) Par la sous-additivité de I’entropie, on a, pour tout A € R,
n

Ent [eAZ] < ZE [Ent(i) [e)‘Z]} :
i=1

Or, comme X/ est indépendante de (X1,..., X)), Pentropie de e* conditionnelle & X est
égale & I'entropie de e* conditionnelle & (X (@) X7). Ainsi, par la caractérisation variationnelle
de lentropie (Proposition 4.5 des notes de cours),

Ent®[*] < E [eAZ (\Z = A\Z]) — (eAZ - eAZﬁ) | X (i),Xé]
—E [e’\Z¢> (\Z - 7)) | X(i),X{] :
On obtient donc
Ent (] < Y B [0 (N2 - 2))] .
i=1
(2) Comme ¢(0) =0, on a

E |V (M7 - 2))| =E[eM0 (N7 - 2)+)| + B |6 (-M(Z - ZD)4) | .



Or par échangeabilité de Z et Z,
E [&% (=2 - Zg)+)} —E [&% (=A\(Z, - Z)+)}

_E [eAZeWz‘—Z)(ﬁ (=A(Z, - Z)+)]
=E[MANE D (-NZ] - 2)4)]

ott pour la dernidre égalité on a encore utilisé que ¢(0) = 0. Ainsi

E M0 (M7 - 2)| =E [ (6 (A7 - 2)1) + D46 (<\(Z0 - 2)4) )]
=E [e/\ZT (A (Zi — Z)+)] ;
car ¢(u) + evd(—u) = u(e — 1) = 7(u).

(3) On remarque que pour u < 0, on a 7(u) < u2. Ainsi, pour A <0,

Ent || < ZH;E M7 (\Z - 2)4)]

< zn:E e (z; - 2)2] .
=1

(4) Sous I'hypothese que E >0 (Z] — Z)% | X] < g(X), on a, pour tout A <0,
Ent [e’\Z} < ME [e)‘f(x)g(X)} .

Pour A < 0, la fonction  — e (*) est décroissante en chacune de ses coordonnées. Ainsi, par
I'inégalité de Harris, on obtient
Ent [e)‘z] < ME[g(X)|E [e’\f(X)} .

L’argument de Herbst et la méthode de Chernoff permettent de conclure.



