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1. Une amélioration de l’inégalité d’Azuma–Hoeffding

(1) Soit (Yk)
n
k=0 est une sous-martingale positive et a > 0. On introduit le temps d’arrêt τ =

inf{s ≥ 0, Ys ≥ a} ∧ n. Comme τ est presque sûrement borné, le théorème d’arrêt de Doob
donne E[Yτ ] ≤ E[Yn]. D’autre part, on remarque que

Yτ ≥ 1{max0≤k≤n Yk≥a}a .

En prenant l’espérance, on obtient

P

(
max
0≤k≤n

Yk ≥ a
)
≤ E[Yτ ]

a
≤ E[Yn]

a
·

(2) Soit λ ∈ R et k ∈ J1, nK. Par l’inégalité de Jensen conditionnelle, on a

E
[
eλ(Zk−Z0)

∣∣ Fk−1] ≥ eλE[
Zk−Z0

∣∣ Fk−1

]
= eλ(Zk−1−Z0) .

La suite
(
eλ(Zk−Z0)

)n
k=0

est donc bien une sous-martingale.

(3) Pour tout λ ∈ R+, on a, par ce qui précède,

P

(
max
0≤k≤n

(Zk − Z0) ≥ t
)
≤ P

(
max
0≤k≤n

eλ(Zk−Z0) ≥ eλt
)

≤ e−λtE
[
eλ(Zn−Z0)

]
.

La suite de la preuve est alors exactement celle de l’inégalité d’Azuma–Hoeffding : on obtient

log E
[
eλ(Zn−Z0)

]
≤ λ2

8

n∑
i=1

(bi − ai)2 ,

et l’optimisation en λ ≥ 0 donne

P

(
max
0≤k≤n

(Zk − Z0) ≥ t
)
≤ exp

(
− 2t2∑n

i=1(bi − ai)2

)
.

2. Percolation de premier passage

(1) Par l’inégalité d’Efron–Stein, on a

Var(Z) ≤ E

[∑
e∈E

(Z ′e − Z)2+

]
,

où Z ′e correspond au poids minimal lorsque l’on remplace Xe par une copie indépendante
X ′e. Soit P? un chemin optimal pour les poids (Xe)e∈E . On remarque que si e 6∈ P? alors
Z ′e −Z ≤ 0 (le chemin P? garde le même poids donc on peut toujours faire aussi bien que lui).
Ainsi,

Var(Z) ≤ E

[∑
e∈P?

(Z ′e − Z)2+

]
≤ E

[∑
e∈P?

(X ′e)
2

]
.

Comme X ′e est indépendante de 1e∈P? , on obtient bien Var(Z) ≤ σ2E[L?].
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(2) Remarquons que pour tous x, y ∈ [0, 1]n, on a

f(y)− f(x) = min
t∈S

∑
e∈E

teye −min
t∈S

∑
e∈E

texe ≤
∑
e∈E

t?e(x)(ye − xe) ,

où t?(x) correspond à un vecteur de S tel que
∑

e∈E t
?
e(x)xe = mint∈S

∑
e∈E texe. Comme

xe, ye sont entre 0 et 1, on obtient

f(y)− f(x) ≤
∑
e∈E

t?e(x)1ye 6=xe .

On a ∑
e∈E

E[t?e(X)2] =
∑
e∈E

E[1e∈P? ] = E[L?] ,

et

sup
x∈[0,1]n

∑
e∈E

t?e(x)2 ≤ du,v .

Le résultat vient alors de la proposition 5.6 des notes de cours.

3. Matrice de covariance empirique

(1) (a) On a

‖X tX − Σ‖op ≤ ‖X tX‖op + ‖Σ‖op ≤ ‖X‖2 + ‖Σ‖op ≤ c2 + ‖Σ‖op .

Et

‖Σ‖op = ‖E[X tX]‖op = max
z∈Sd−1

| tzE[X tX]z|

= max
z∈Sd−1

E[( tzX)2] ≤ max
z∈Sd−1

‖z‖2E[‖X‖2] ≤ c2 .

Ainsi ‖X tX − Σ‖op ≤ 2c2. D’autre part,

E
[
(X tX − Σ)2

]
= E

[
(X tX)2

]
− Σ2 ≺ E

[
(X tX)2

]
= E

[
‖X‖2X tX

]
≺ c2Σ .

Donc (comme il s’agit de matrices semi-définies positives)
∥∥E[(X tX−Σ)2

]∥∥
op
≤ c2‖Σ‖op.

(b) La Proposition 8.3 des notes de cours, appliquée avec K = 2c2 et

σ2 =
∥∥ n∑
i=1

E
[
(Xi

tXi − Σ)2
]∥∥

op
≤ nc2‖Σ‖op ,

donne, pour tout t ≥ 0,

P

(∥∥∥ n∑
i=1

(Xi
tXi − Σ)

∥∥∥
op
≥ t

)
≤ 2d exp

(
− t2

2c2
(
n‖Σ‖op + 2t

3

)) ,

d’où l’on déduit que

P
(
‖Σ̂− Σ‖op ≥ t

)
≤ 2d exp

(
− nt2

2c2
(
‖Σ‖op + 2t

3

)) .

(2) (a) Soit k ≥ 1. En utilisant que Y est centrée et sous-gaussienne, on a

E[Y 2k] =

∫ +∞

0
P
(
|Y | > t1/2k

)
dt

≤ 2

∫ +∞

0
e−

t1/k

2σ2 dt = 2k+1σ2kk

∫ +∞

0
e−uuk−1du = 2k+1σ2kk! ,

où l’on a effectué le changement de variable u = t1/k

2σ2 .
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Soit maintenant λ ≤ 0. En utilisant l’inégalité eu ≤ 1 + u+ u2/2 pour u ≤ 0, on a

log Eeλ(Y
2−EY 2) = −λE[Y 2] + log

(
1 + λE[Y 2] +

λ2E[Y 4]

2

)
.

Et en utilisant log(1 + u) ≤ u pour u > −1, et le fait que E[Y 4] ≤ 16σ4, on obtient

log Eeλ(Y
2−EY 2) ≤ λ2E[Y 4]

2
≤ 8σ4λ2 .

Pour λ ∈ [0, 1/2σ2[, on a

log Eeλ(Y
2−EY 2) = −λE[Y 2] + log

1 + λE[Y 2] +
∑
k≥2

λkE[Y 2k]

k!


≤
∑
k≥2

λk2k+1σ2k =
8σ4λ2

1− 2σ2λ
·

(b) Soit v ∈ Sd−1. On a

tv(Σ̂− Σ)v =
1

n

n∑
i=1

(
Y 2
i −E[Y 2

i ]
)
,

avec Yi = tvXi. Par la question précédente et l’indépendance des Yi, on a

log Eeλ
∑n
i=1(Y

2
i −EY 2

i ) ≤

{
8nσ4λ2 si λ ≤ 0,
8nσ4λ2

1−2σ2λ
si 0 ≤ λ < 1

2σ2 .

Autrement dit, la variable
∑n

i=1(Y
2
i −EY 2

i ) est sous-gaussienne à gauche avec facteur
variance 16nσ4 et sous-Gamma à droite avec facteur variance 16nσ4 et facteur d’échelle
2σ2. Par la méthode de Chernoff, on en déduit que

P

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Y 2
i −EY 2

i )

∣∣∣∣∣ ≥ t
)
≤ exp

(
− t2

4 (8σ4n+ σ2t)

)
+ exp

(
− t2

32σ4n

)
≤ 2 exp

(
− t2

4 (8σ4n+ σ2t)

)
,

ce qui donne

P
(∣∣ tv(Σ̂− Σ)v

∣∣ ≥ t) ≤ 2 exp

(
− nt2

4(8σ4 + σ2t)

)
.

(c) Notons A = Σ̂− Σ. Soit z ∈ Sd−1 et u ∈ Sδ tel que ‖z − u‖ ≤ δ. On a∣∣ tzAz − tuAu
∣∣ =

∣∣ tzA(z − u)− tuA(u− z)
∣∣ ≤ ∣∣ tzA(z − u)

∣∣+
∣∣ tuA(u− z)

∣∣ .
Or
∣∣ tzA(z − u)

∣∣ ≤ ‖z‖‖A‖op‖z − u‖ ≤ δ‖A‖op. De même,
∣∣ tuA(u− z)

∣∣ ≤ δ‖A‖op. Ainsi
(comme ||a| − |b|| ≤ |a− b|), on a∣∣| tzAz| − | tuAu|∣∣ ≤ 2δ‖A‖op .

On a donc

‖A‖op = max
z∈Sd−1

| tzAz| ≤ max
u∈Sδ

| tuAu|+ 2δ‖A‖op .

(d) Pour δ = 1/4, la question précédente donne ‖Σ̂− Σ‖op ≤ 2 maxu∈S | tu(Σ̂− Σ)u|, où S

est un 1/4-recouvrement tel que |S| ≤ 9d. Par une borne union, on obtient

P
(
‖Σ̂− Σ‖op ≥ t

)
≤
∑
u∈S

P
(
| tu(Σ̂− Σ)u| ≥ t/2

)
.
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En utilisant le résultat de la question 2.(b), on obtient bien

P
(
‖Σ̂− Σ‖op ≥ t

)
≤ 2 · 9d exp

(
− nt2

8(16σ4 + σ2t)

)
.

4. Méthode entropique et inégalité de Harris

(A) On raisonne par récurrence sur n ≥ 1. Pour n = 1, ce résultat est connu sous le nom d’inégalité
d’association de Chebyshev : soient f, g : R → R deux fonctions croissantes et X une variable
aléatoire réelle. Soit X ′ une copie indépendante de X. Comme f et g sont croissantes, on a toujours
(f(X)− f(X ′)) (g(X)− g(X ′)) ≥ 0. Ainsi

E
[(
f(X)− f(X ′)

) (
g(X)− g(X ′)

)]
= 2 (E [f(X)g(X)]−E [f(X)] E [g(X)]) ≥ 0 .

Soit maintenant n ≥ 1 et supposons le résultat vrai pour n. Soient f, g : Rn+1 → R deux fonctions
croissantes et X = (X1, . . . , Xn+1) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. En utilisant
l’inégalité d’association de Chebyshev, on a

E [f(X)g(X)] = E
[
E
[
f(X)g(X)

∣∣ X1, . . . , Xn

]]
≥ E

[
E
[
f(X)

∣∣ X1, . . . , Xn

]
E
[
g(X)

∣∣ X1, . . . , Xn

]]
,

car, conditionnellement à X1, . . . , Xn, f et g sont des fonctions de Xn+1. Comme les variables
X1, . . . , Xn+1 sont indépendantes, les fonctions f ′, g′ : Rn → R définies par

f ′(x1, . . . , xn) = E
[
f(X)

∣∣ X1 = x1, . . . , Xn = xn
]

et

g′(x1, . . . , xn) = E
[
g(X)

∣∣ X1 = x1, . . . , Xn = xn
]

sont des fonctions croissantes en chacune de leurs coordonnées. Ainsi, par l’hypothèse de récurrence,
on a

E
[
f ′(X1, . . . , Xn)g′(X1, . . . , Xn)

]
≥ E

[
f ′(X1, . . . , Xn)

]
E
[
g′(X1, . . . , Xn)

]
= E [f(X)] E [g(X)] .

(B)

(1) Par la sous-additivité de l’entropie, on a, pour tout λ ∈ R,

Ent
[
eλZ
]
≤

n∑
i=1

E
[
Ent(i)[eλZ ]

]
.

Or, comme X ′i est indépendante de (X1, . . . , Xn), l’entropie de eλZ conditionnelle à X(i) est

égale à l’entropie de eλZ conditionnelle à (X(i), X ′i). Ainsi, par la caractérisation variationnelle
de l’entropie (Proposition 4.5 des notes de cours),

Ent(i)[eλZ ] ≤ E
[
eλZ

(
λZ − λZ ′i

)
−
(
eλZ − eλZ′i

) ∣∣ X(i), X ′i

]
= E

[
eλZφ

(
λ(Z ′i − Z)

) ∣∣ X(i), X ′i

]
.

On obtient donc

Ent
[
eλZ
]
≤

n∑
i=1

E
[
eλZφ

(
λ(Z ′i − Z)

)]
.

(2) Comme φ(0) = 0, on a

E
[
eλZφ

(
λ(Z ′i − Z)

)]
= E

[
eλZφ

(
λ(Z ′i − Z)+

)]
+ E

[
eλZφ

(
−λ(Z − Z ′i)+

)]
.
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Or par échangeabilité de Z et Z ′i,

E
[
eλZφ

(
−λ(Z − Z ′i)+

)]
= E

[
eλZ

′
iφ
(
−λ(Z ′i − Z)+

)]
= E

[
eλZeλ(Z

′
i−Z)φ

(
−λ(Z ′i − Z)+

)]
= E

[
eλZeλ(Z

′
i−Z)+φ

(
−λ(Z ′i − Z)+

)]
,

où pour la dernière égalité on a encore utilisé que φ(0) = 0. Ainsi

E
[
eλZφ

(
λ(Z ′i − Z)

)]
= E

[
eλZ

(
φ
(
λ(Z ′i − Z)+

)
+ eλ(Z

′
i−Z)+φ

(
−λ(Z ′i − Z)+

))]
= E

[
eλZτ

(
λ(Z ′i − Z)+

)]
,

car φ(u) + euφ(−u) = u(eu − 1) = τ(u).

(3) On remarque que pour u ≤ 0, on a τ(u) ≤ u2. Ainsi, pour λ ≤ 0,

Ent
[
eλZ
]
≤

n∑
i=1

E
[
eλZτ

(
λ(Z ′i − Z)+

)]
≤

n∑
i=1

E
[
λ2eλZ(Z ′i − Z)2+

]
.

(4) Sous l’hypothèse que E
[∑n

i=1(Z
′
i − Z)2+

∣∣ X] ≤ g(X), on a, pour tout λ ≤ 0,

Ent
[
eλZ
]
≤ λ2E

[
eλf(X)g(X)

]
.

Pour λ ≤ 0, la fonction x 7→ eλf(x) est décroissante en chacune de ses coordonnées. Ainsi, par
l’inégalité de Harris, on obtient

Ent
[
eλZ
]
≤ λ2E [g(X)] E

[
eλf(X)

]
.

L’argument de Herbst et la méthode de Chernoff permettent de conclure.


