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Exercice 1

Pour z = (z1,...,2,) € X", notons f(z) = supyeq|L ST Lo,ea — P(A)| et A(z) € A le sous-
ensemble tel que
1 n
i=1
Montrons d’abord que f est une fonction a différences bornées avec ¢; = % Soit Pour tout x =
(x1,...,xp) € X" et 2, € X, on a
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par I'inégalité triangulaire. Par le méme raisonnement avec A(zy,...,,...,2,), on obtient
1
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La fonction f est donc bien a différences bornées avec ¢; =
Soit maintenant Z = f(X) avec X = (X1,...,X,) i.i.d. de loi P, et définissons la variable Z; par

S |-
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Z; = 3 <1£1ff(X1,...,:ci,...,Xn)—i—supf(Xl,...,azi,...,Xn)) .
i x;

Par ce qui précede, on a |Z — Z;| < % L’inégalité d’Efron-Stein donne alors

Var(Z) < ZH:E (Z - 2:)?] < i
i=1

Exercice 2

(1) La fonction f est a différences bornées avec ¢; = 1. Par I'inégalité de McDiarmid, on obtient

2t
P(|Z—-EZ| >t)<2exp|——] .
n

(2) Les x; tels que x; = y; peuvent étre rangés dans f(y) segments. Et pour les z; tels que z; # y;,
on peut les ranger dans des nouveaux segments de telle sorte qu’au plus un segment soit moins
qu’a moitié rempli (s’il y en a deux, on peut les regrouper). Pour un tel rangement, le nombre
de boites est inférieur a deux fois la somme, plus 1. On obtient bien
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(3) Soit Y une variable aléatoire de @, dont la loi jointe avec X sera explicitée plus bas. Par la
question précédente, on a

Ef —Eqf =Ef(X) -Ef(Y)
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Par 'inégalité de transport conditionnelle de Marton, il existe un couplage de (X,Y) tel que

>_E[P(Yi# X; [ X)?] <2D@| P).

Ef —Eqf <2,/2vD(Q | P) +1.

(4) Par le lemme de transport (appliqué a la variable —Z), on a, pour tout A > 0,
log Ee*B7=%) = sup {\(Ef —Eqf) —-D(@Q| P)} .
Q<P
Ainsi, par la majoration de la question précédente,

log EeMNBZ=2) < sup { (2\ [20D(Q | P) + 1) A—D(Q | P)} :

Q<P

Ainsi

En maximisant la fonction u — (2\/ 2vu + 1) A —u sur R4, on obtient que le supremum est
atteint pour @ telle que D(Q } P) = 2v\?, ce qui donne

log EA®77) < 20% 4 X.
Puis, par la méthode de Chernoff, on a, pour tout ¢t > 1,
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En optimisant, on trouve bien
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Exercice 3

(1) Par convexité de u — €* et comme X € [0,1], on a, pour tout A € R,
M <X+ 1-X.
En prenant ’espérance, on a
EeM <pe* +1—p,

qui correspond a la transformée de Laplace d’une variable de Bernoulli de parametre p.



(2) Pour tout ¢ €]p, 1], on a
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(3) Pour tout u €]0,1[, on a
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Tous les termes de la somme sont strictement croissants, donc H est strictement croissante.
(4) Pour tout g €]p, 1], on a

gp(q) >0 & H<§_p> >H<q—p>
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On en déduit que si 0 < p < 1/2, alors le minimum sur [p, 1] de g, est atteint en ¢ =1 —p et

vaut
1-p
log< > )

1-2p
et que si 1/2 < p < 1, alors g, est strictement croissante sur [p, 1]. Son minimum sur [p, 1] est
donc atteint en p et vaut

gp(1—p) =

__r
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(5) Soit P = B(p), et @ < P.On a @ = B(q) pour un certain ¢ € [0, 1]. Par le lemme de transport
(version sous-gaussienne), et comme EgX — EpX = ¢ — p, il suffit de montrer que

q—pg\/2va(Q‘P).

Si g < p, c’est immédiat. Et si ¢ > p, cela équivaut a montrer que
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c’est-a-dire que gp(q) > ﬁ C’est ce que 'on a montré & la question précédente.

Exercice 4
Pour tout i € [1,n], on définit
Zi = inf f(Xy,..., X 1,2, Xiq1,..., Xy).
x; ER

Par un résultat du chapitre sur la méthode entropique, on sait que pour tout A > 0,

Ent [eAZ} < A;éE [e)‘Z(Z - Zl-)Q] .
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En utilisant les hypotheses de 1’énoncé, on sait que

Ixea Y (Z—2Zi)" <w,

i=1
et
ﬂngZ(Z — Zi)2 <C.
i=1
Ainsi,
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Or, comme X > 0, comme f est croissante, et comme A est croissant, les fonctions z — e (@) et
x +— lyc4 sont croissantes. Par I'inégalité de Harris, on a donc

E [e)‘f(X)]Lng} <E [ekfm} P(X ¢ A).
Finalement, on a
Ent [eﬂ < A; (v+CP(X ¢ A)E [eAZ} .

On conclut alors par I’argument de Herbst et la méthode de Chernoff.

Exercice 5
(1) On a
n
> mi=tr(4) =0,
i=1

puisque les coefficients diagonaux sont nuls. De plus, comme A n’est pas nulle, on a pu; > 0.

(2) On écrit A = 'QAQ), olt Q est une matrice orthogonale, et A la matrice diagonale des valeurs
propres. Ainsi Z = {(QX)AQX. Or, par invariance par rotation, le vecteur QX a la méme loi
que X. Ainsi Z a la méme loi que

n n
IXAX =) X =) p(XP 1),
=1 =1

olt la derniére égalité vient du fait que Y ;" | p; = 0.

(3) Soit Y ~ N(0,1). On a Y? ~T (3,3). En particulier, pour tout A < 3, on a

1
log EerY" 1) = —5log(1—2X) = A= 7 (~log(1—2)) —2) .

NN

En utilisant que —log(l —u) —u < “2—2 pour u < 0, et que —log(l —u) —u < %fiiu) pour
u € [0, 1[, on obtient bien les inégalités voulues.



(4) Pour tout A € [0, ﬁ [, on a

n
log EeM = Z log EeMi(X7-1)
i=1
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